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AVERÏISSEMEJNÏ. 


Cet  ouvrage  ayant  été  favorablement  accueilli  par 
les  Géomètres,  je  me  décide  à  eu  iaire  paraître  uiie 
deuxième  édition.  Je  n*ai  pas  cru  devoir  changer  la 
rédaction  primitive,  sauf  en  quelques  points  où  des 
corrections  de  détail  étaient  nécessaires.  La  seule 
laudiiication  essentielle  porte  sur  la  vingt-cinquième 
leçon  qui  a  été  entièrement  refondue  et  qui,  jointe 
aux  deux  précédentes,  oflre  maintenant  une  étude 
complète  d'une  partie  de  la  théorie  des  uumbrch, 
indispensable  dans  l'analyse  des  équations  algé- 
bri(jiies. 

Mais  cette  édition  diffère  surtout  de  la  précédente 
par  les  Notes  que  j'ai  ajoutées,  et  qui,  toutes,  se  rat- 
tachent directement  aux  matières  traitées  dans  l'ou- 
vrage. On  trouvera,  dans  ces  Notes,  un  grand  nom- 
bre de  résultats  nouveaux  et  des  dé\t^loppeuients 
étendus  sur  quelques  qtiestions  importantes  qui  ne 
sont  qu'indiipu'es  dans  le  texte. 

En  changeant  l'objet  de  la  vingt-cinquième  leçon 
qui  contenait  des  théorèmes  élémentaires  sur  les 
nombres,  et  en  la  consacrant  à  Vexposilion  complète 
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et  détaillée  de  la  théorie  des  nouvelles  quantités 

imaginaires  considérées  par  Galois,  je  me  suis  pro- 
posé  de  iàciiiter  ruiteiligetice  d'une  partie  difficile 
des  écrits  de  ce  grand  géomètre.  IjC  beau  Mémoire 
intitulé  :  Sur  Les  conditiom  de  résolubiUté  des  équa- 
tions par  radicaux j  ne  laisse  pas  de  présenter  aussi 
quelques  didicultés  que  j'aurais  vivement  désiré 
éclaircir  en  faisant  conuaitref  dans  Tune  de  mes 
Notes,  le  résultat  de  mes  études  sur  cette  théorie. 
Mais  les  considérations  qui  m'ont  retenu  lors  de  la 
première  pubUcation  de  cet  ouvrage  m'imposent 
encore  aujourd  iiui  la  même  réserve. 
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1>S  LA  PRBMIBRI  ^.DITIOH. 


Cet  ouvrage  est  le  résumé  des  leiious  que  j'ai 
professées  à  la  Sorboniie,  dans  la  Chaire  que  la 
Faculté  des  Sciences  lu'a  fait  l'honneur  de  me 
confier  cette  année  (1848). 

Eutièi*ement  libre  du  cljoix  des  matières  de  mon 
Coursy  j*ai  développé  la  théorie  de  la  résolution 
algébrique  des  équations,  et  les  questions  incidentes 
qui  s'y  rattachent.  Je  crois  n  avoir  omis  aucun  des 
faits  principaux  acquis  4  cette  partie  de  la  science. 

La  connaissance  de  TAlgebi^e  élémentaire,  telle 
qu'elle  est  exposée  dans  l'excellent  ouvrage  de 
M.  Lefébure  de  Fourcy,  suffit  pour  Pintelligence 
des  théories  les  plus  importantes  de  ce  livre.  Toute» 
fois,  j'ai  cru  pouvoir  faire  usage  du  calcul  difFé- 
rentiei  et  du  calcul  intégral,  dans  un  petit  nombix; 
de  passages. 

Cîes  rédactions  n'avaieni  p.is  été  d'abord  destinées 
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TIII        AVERTISSEMENT  DE  LA  PHEMItflK  ÉmjlOU, 

à  Timpression  :  en  les  publiant,  j*ai  cédé  au  vœu 
exprimé  par  MM.  les  Professeurs  qui  m  ont  fait 
l'honneur  de  suivre  mon  Cours.  Je  m'estimerai  heu* 
reux  si  je  cuiitribue,  par  là,  à  propager  l'étude  d'une 
des  parties  les  plus  intéressantes  et  les  moins  con> 
nues  de  l'analyse. 
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lutrodnetion.  Dm  foaetioa»  ■yméUiqaes.  Fomialw  d«  Kewlon  pour 
caleulw  1m  sommM  d«  puinance»  MinliUibleft  dM  neinei  d'une  éqn«- 
tioit.  —  Usage  de  la  division  «Igâirique  pour  le  môme  objet.  —  Dé- 
torTninntion  des  fonctions  symélri«|nes  doubles,  triples,  etc.,  deeradDCt 

d'uoe  équation. 


IntroducUon» 

L  Algèbre  est,  à  proprement  parler,  V Analyse  des 
équations  i  les  diverses  théories  partielles  qu\He  com- 
prend se  ratucbent  toutes  «  plus  ou  moins,  à  cet  objet 
principal.  A  ce  point  de  vue,  TAIgèbre  peut  se  diviser  en 
trois  parties  bien  distinctes  : 

i".  La  théorie  générale  des  équations ,  t  Vsi-à-dirc 
rensemble  des  propriétés  qui  sout  communes  à  toutes  les 
équations  j 

oy.  La  résolution  des  équations  numériques^  c'est-à- 
dire  la  détermination  des  valeurs  exactes  ou  approchées 
des  racines  d^une  éipiation  dont  les  coefficients  sont  donnés 
en  nombres; 

3°.  La  résolution  algébrique  des  rqundons,  c'esl-à- 
Hîre  la  détermination  d\ine  expression  coniposécî  avec  les 
coelficients  d'une  équation  donnée,  et  qui,  substituée  à 
rinconnue,  satisfasse  identiquement  à  cette  équation , 
soit  que  les  coefficients  de  l'équation  proposée  soient  nu* 
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mcriqucmcïit  donnes  ^  soit  qu'étant  simplement  consi- 
dérés comme  connus ^  ils  restent  indéterminés  et  repré« 
senlés  par  des  lettres. 

Je  me  propose,  dans  ce  Cours,  d^exposer  spécialement 
les  recherclies  que  les  géomètres  ont  entreprises  jusqu'à 
nos  jours  sur  la  résolution  algchrûjuc  des  cquaiions,  en 
admettant  comme  lounues  \vs  propnVtcs  gincralcs  des 
équations,  et  la  plupart  des  piincipes  sur  lesquels  repose 
leur  résolution  numérique.  Je  me  réserve,  toutefois,  de 
revenir  sur  quelques  points  principaux  de  ces  deux  théo- 
ries >  qui  se  rattachent  i  Tobjet  de  nos  investigations. 

Sans  prétendre  faire  ici  l'bistoire  complète  de  TAl- 
î^L'bic,  je  (  rois  devoir,  dès  à  présent,  donner  uu  aperçu 
des  principaux  résultats  acquis  a  cette  partie  de  la  science 
que  nous  allons  étudier. 

Il  serait  difficile  de  dire  à  qui  nous  devons  la  résolution 
des  équations  du  second  degré:  elle  se  trouve  dans  le 
livre  de  Diopbante,  et,  comme  le  fait  remarquer  Lagrange 
dans  son  Traité,  de  la  Résolution  des  équations  numé- 
riques j  elle  ressort  naturelU ment  de  quelques  proposi- 
tions d  Euclide.  Luc  Paciolo,  qui  publia  en  i494î  à  Ve- 
nise ,  Je  premier  livre  d  Algèbre  paru  en  Europe,  ne  fait 
aucune  mention  de  Diophante ,  et  laisse  supposer  que  les 
algébristes  italiens  avaient  appris  des  Arabes  ce  qu'ils  sa- 
vaient d*algèbre,  c*est-À-dire  la  résolution  des  équations 
du  premier  et  du  second  degré. 

La  résoluiion  des  c  (j nations  du  troisième  degré  est  due 
à  deux  géomètres  italiens  du  xv!*^  siècle,  Scipion  Ferrei 
et  Tartaglia  ;  mais  on  ignore  par  quel  chemin  ils  y  ont 
été  conduiu,  et  la  formule  qui  représente  les  trois  racines 
de  Féquation  du  troisième  degré  est  communément  appe- 
lée la  formule  de  Cardan, 

C'est  aussi  à  uu  géomètre  italien  ,  Louis  Ferrari ,  dis- 
ciple de  Cardan,  que  Ton  doit  la  résolution  de  1  équation 
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du  f|uati  ièiiiL-  'iegré.  Depuis,  plusieurs  méthodes,  que 
nous  indiquerons  suecessivement,  oni  •  lé  proposées  pour 
la  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
'  degré ^  mais  Lagrange  a  montré,  dans  un  excellent  Mé- 
moire inséré  parmi  ceux  de  ^Académie  de  Berlin ,  pour 
1770  et  177I}  que  ces  méthodes,  différentes  en  appa- 
rence, reyiennent  toutes,  au  fond,  à  faire  dépendre  la 
résolution  de  l'cqualion  proposée,  de  celle  d'une  slcoikIc 
équation  qu'il  appelle  rcsols^antc ,  et  dont  la  racine  est 
composée  linéairement  avec  celles  de  la  proposée  et  les 
puissances  d*une  racine  de  Tunité  du  même  degré.  En 
cherchant  à  généraliser  cette  méthode,  a  l'étendre  aux 
équations  de  tous  les  degrés ,  ce  grand  géomètre  a  montré 
qu'au  delà  du  quatrième  degré,  1  équation  résolvaïUt  rtail 
d'un  degré  supérieur  à  celui  de  la  proposée,  et  ne  parais- 
sait pas,  en  général,  susceptible  d'abaissement.  11  a  enfin 
fait  Yoir  clairement,  par  cette  analyse,  à  quelle  circon- 
stance est  due  la  résolution  générale  des  équations  des 
quatre  premiers  degrés,  circonstance  qtii  ne  se  présente 
plus  au  delà  du  quatrième  degré. 

Toutefois,  la  méthode  de  I.agrange peut  être  employée 
ntilemerit  dans  la  résolution  df  s  <  (jualions  binonus ,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  des  équations  dont  dépend  la 
division  de  la  circonférence  du  cercle  en  parties  égales. 
La  résolution  de  ces  équations  ayait  été  effectuée  anté- 
rieurement et  pour  la  première  fois  par  M.  Gauss,  à 
Paide  d'une  méthode  ingénieuse  fondée  sur  les  relations 
qui  existent  entre  les  diverses  racines  de  récfuatinn  bi- 
nôme, et  sui-  la  considération  des  racines  pruniti^es  des 
nombres  premiers. 

Abel,  généralisant  les  résultats  obtenus  par  M.  Gauss, 
a  montré  ensuite  que  si  deux  racines  d*une  équation  ir* 
réductible  sont  tellement  liées  entre  elles ,  que  Tune  puisse 
s'exprimer  rationnellement  par  l'autre,  Téquation  est 

I . 
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soluble  pur  radicaux,  si  son  drgré  est  uo  nombic  pre- 
mier, et  que,  dnns  le  cas  contraire,  sa  r«*so]nlîon  dépend 
de  celle'  d  ctiualioiis  dedccjrt's  ninindi  i>s  (jnc  le  sien.  (Test 
là  un  des  plus  beaux  résultats  dont  TAlgcbre  se  soit  en- 
richie de  nos  jours.  Abel  a  fait^  dans  son  iNfémoire,  Tap- 
piication  de  sa  méthode  aux  ëquatious  binômes,  et  a  ap- 
porté quelques  simplifications  a  l'analyse  de  M.  Gauss. 

Voici  donc  une  classe  assez  étendue  d^éqnatîons  dont 
les  racines  peuvent  être  e\pi  imées  par  radicaux  ;  niais  ces 
équations,  élndiéi's  par  Abd  ,  sont-clits  lea  seules  qui 
possèdent  celte  propriété:'  Dans  quel  cas,  eu  un  mot,  une 
équation  peui-ell(!  être  résolue  algébriquement?  Cette 
question  difficile  a  été  résolue  complètement,  au  moins 
pour  les  équations  irréductibles  de  degré  premier,  par 
Évariste  Gallois,  ancien  élève  de  TEcole  Normale,  et  Tun 
des  géomètres  les  plus  profonds  que  la  l'rance  ail  pro- 
duits.Dans  tin  Nb'inolrc  présrnté»  à  l'Académie  des  Sciences 
en  i83i,  et  publié  en  i84(>  par  les  soins  de  M.  Liouville, 
Gallois  a,  en  eOct,  démontré  ce  beau  théorème:  Pour 
qu'une  équation  irréductible  de  degré  premier  soitsoiuble 
par  radicaux,  il  Jaui  et  il  suffit  que,  deux  quelconques 
des  racines  étant  données,  les  autres  s'en  déduisent  ra- 
tionncIJeincnt. 

Enlin,  (juanl  aux  équations  dont  les  racines  sont  des 
quantités  quelconques  n  ayant  entre  elles  aucune  dépen- 
dance, c'est-à-dire  dont  les  coefficients  restent  indéter- 
minés, leur  résolution  générale  est  impossible  an  delà  du 
quatrième  degré.  Cette  proposition  importante,  énoncée 
par  RufHni ,  a  été  mise  hors  de  doute  par  les  travaux  plus 
récents  d'Abeî. 

Tels  sont  les  travaux  les  plus  importants  qui  aient  été  - 
entrepris  sur  la  résolution  algébrique  des  équations,  et 
dont  j'ai  cru  devoir  faire  ici  Tindication  succincte. 

Nous  commencerons  ce  Cours  par  Texposition  d^une 
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théorie  fort  simple,  des  principes  de  laquelle  uous  fcroits 
un  usage  fréquent,  et  que,  pour  celte  raison,  je  erois 
devoir  rappeler  avec  quch^uci  Jetai Isj  je  veux  parler  de 
la  iliéorie  des  fonctions  symétriques. 

Des  fondions  symétriques. 

Une  fonction  de  plusieurs  quantités  est  dite  sjmé- 
îrique,  lorsque  sa  valeur  nVst  pas  changée  par  les  di- 
verses permutations  des  quantités  qu'elle  renferme;  nous 
ne  nous  occuperons  ici  que  des  fonctions  symétriques  ra~ 

tionncUes . 

Les  coi  llicicuts  d  u  ne  é(}uation  algébrique  sont  des 
fonctions  symétricjiu-s  des  racines  de  cette  équation^  ce, 
sont  mùme  les  fonctions  symétriques  les  plus  simples, 
puisque  chaque  racine  n'y  entre  qu*au  premier  degré. 
S'il  s*agit,  en  effet,  de  réc|uaiion 

et  f]uc  a,  ^^v)  ^«  ^  désignent  les  m  laeiiies,  ou  sait 
que  Fou  a 

^  H-     -h •  •  *  +  X7  =  /I,, 

abc, . ,  A-/  =  ± 

Nous  allons  montrer  comment  on  peut  trouver  Tex* 
pression  d'une  fonction  symétrique  et  rationnelle  quel- 
conque des  racines  d'une  équation,  et  cette  recherche 
nous  conduira  k  ce  théorème  important  : 

Toute  fonction  } ationncîlc  cl  s)  inctrùfuc  des  racines 
tfunc  i'ipuitioiL  j)cut  s' exprimer  rationitcUcinent  parles 
coefficients  de  cette  équation» 

Examinons  d'abord  à  quoi  peut  se  réduire  la  reclierche 
de  la  fonction  symétrique  et  rationnelle  la  plus  générale 
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possible.  Toute  fonclion  ràtionndle  non  entière  esi  le 
qnotîent  de  deax  fonctions  entières  »  en  sorte  quMl  n*y  a 
lien  de  s^occuper  que  des  fonctions  symétriques  entières. 

En  outre,  loulc  foiiclioii  syméLri(|ue  entière  non  homo- 
gène est  la  somme  de  deux  ou  plusicm  s  fonctions  symé- 
tiùques  homogènes-,  tout  est  donc  ramené  à  établir  des 
règles  pour  calculer  les  fonctions  symétriques  rationnelles 
entières  et  homogènes;  enfin,  une  pareille  fonction  sy- 
métrique entière  et  homogène  peut  contenir  des  termes 
où  les  exposants  des  lettres,  tout  en  ayant  la  même 
somme,  ne  soient  pas  égaux  chacun  à  chacun  :  dansée 
cas,  la  fonction  est  la  somme  de  deux  ou  d  un  plus  grand 
nombre  de  fonctions  symétriques  de  mcme  degré,  mais 
différentes,  et  que  nous  calculerons  séparément.  De  tout 
cela ,  il  résulte  que  nous  pourrons  nous  borner  à  la  déter- 
mination des  fonctions  symétriques  rationnelles,  entières 
et  homogènes ,  telles  que  les  exposants  des  lettres  soient 
les  nit-mcs  tiaiit»  deux  terme  s  (|U(  ]( onques.  Toute  loin aiun 
de  celte  espèce  sera  déterminée  si  1  on  connaît  un  seul  de 
sas  termes,  ainsi  que  toutes  les  leiires  qui  entrent  dans  sa 
composition.  Cela  posé,  nous  appellerons  fonction  symé^ 
triçue  simple  ou  du  premier  ordre,  une  fonction  symé- 
trique rationnelle,  entière  et  homogène,  dont  chaque 
terme  ne  contient  qu'une  seule  lettre  ;  fonction  symè" 
trique  double  un  du  deuxième  ordre ,  celle  dont  chaque 
terme  renferme  deux  lettres,  et  ainsi  de  suite. 

l' annules  de  Newton  pour  calculer  les  sommes  de  puiS" 
sances  semblables  des  racines  d'une  équation. 

Soit  ré(]uation 

Pt^-'-h  pt  JE^'         -h  pm-i  X  4-     =  o, 
que  nous  représenterons  aussi ,  pour  abréger,  par 

X  =  o, 
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el  dont  nous  dcsijjiierons  par  a,  c,.-.,  A»  /  les  i»  râ- 
cines.  Soit,  eu  outre,  X'  le  polynôme  dérive  de  Xj  on 
aura 


On  a  ausdiy  par  un  ihéorème  connu, 


x  —  a      a?  —  ^ 
cl  Tuii  irouvc,  par  la  division, 


•I— I 


/ 


Si,  dans  celle  équaiiou,  on  remplace  successivement  a 
par  chacune  des  autres  racines,  et  quon  fasse  généra- 
lement 

on  aura ,  en  ajoutant  tous  les  résultats ,  la  valeur  sui- 
vante de  X', 


X'i=w-e*-'-4-J. 


-^mpt 


+  


La  comparaison  de  cette  valeur  de  X'  avec  celle  écrite 
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plus  haut  9  fournit  les  relatîaiu  suivantes  : 

(0  (  


La  première  de  ces  équations  fait  connaître  j,  ou  la 
somme  des  racines,  la  seconde  fait  connaître  ou  la 
somme  de  leurs  cairÀ,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  der-* 
nière  qaï  fait  connaître  . 

On  trouve  de  cette  manière 

s=  —  ;>J  H-  3/»,  pt  —  , 

=  /'î  —  4 /^i  Pi 4   /'^-r-     —  4/^ » 


Voici  mairilenaiit  comiin  nt  on  peut  former  les  sommes 
tic  puissances  semblables,  dont  le  degré  surpasse  m  —  1, 
et  celles  dont  le  degré  est  négatif.  Soif  n  un  nombre  en- 
tier positif,  nul  ou  négatif,  et  multiplions  Téquation  pro- 
posée par  x"  -,  elle  deviendra 

Remplaçons  successivement  x  par  chacune  des  racines 
Ay  bj  Cf  etc.,  et  ajoutuus  tous  les  résultats;  ou  aura 

en  donnant  à  n  les  valeurs  o,  i,  2,  etc.,  et  observant  que 
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(^) 


H-  P\  Sm-\  -H/'»  *m-t  -4-  Pm^%  Sy  =  O  , 


Les  sommes  s^,  5,,... ,  5„, étant  (OTinucs  par  les  équa- 
tions (i),  la  première  des  é(|ua lions  (2)  déterminera  5,,,,  la 
seconde  i^+t ,  et  ainsi  de  suite.  11  importe  de  remarquer 
que  les  valeurs  des  sommes  9  9  etc.)  ne  contiendront, 
dans  leur  expression  j  aucun  dénominateur,  et  que  si  les 
coefficients  ^1,  p^,  etc.,  sont  des  nombres  entiers,  les 
sommes  s^,  j,,  etc.,  seront  aussi  des  nombres  entiers, 

l\éci])roqiiement,  si  l'on  ronnait  m  sommes  de  puis- 
sances semblables,  par  exemple  ^1 ,  5j j,„ ,  on  pouiTd 
déterminer  les  coefficients  PxjP%%  etc.,  à  Taide  des  équa- 
tions (i)  et  (a),  qui  ont  été  données,  pour  la  premièré 
fois,  par  Newton. 

On  pourra  calculer  aussi  les  sommes  de  Jkuissances  sem- 
blables di^s  racines  à  exposants  négatifs,  en  donnant  au 
nombre  que  nous  avons  introduit,  les  valeurs  suc- 
cessives —  I ,  —  2  ,  —  3,  ele.^  mais  à  l'égard  de  ces  som- 
mes de  puissances  négatives ,  le  moyen  le  plus  aisé  de  les 

trouver,  consiste  à  changer  x  en  -  dans  l'équation  propo- 

sée,  et  à  calculer  ensuite  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables à  exposants  positifs,  des  racines  de  Téquation 
transformée. 

Usage  de  la  division  algébrique  pour  le  même  objet. 

On  peut  employer,  pour  calculer  les  sommes  des  puis- 
sances semblables  des  racines  d*une  équation ,  tme  autre 
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méthode  qui  n'exige  qu'une  simple  division  algébrique. 
Soit  toujours 

X=o 

une  équation  ayant  pour  racines         c,,,.jkj  L  Sï 
représente  la  dérivée  de  X,  on  a,  comme  précédemment, 

X'        I  1     .  I 

-r  •  •  •  4- 


X     «  —  a     X—- 6  x  —  i 

En  développant  ^— ^  suivant  les  puissances  négatives 
et  décroissantes  de     on  trouve 

I   I       a  a' 

X  —  a      X      X*  X* 

donc,  vn  remplaçant  sue (  (  ssivcnicnt  a  par  chacuut'  des 
antres  racines,  et  ajouUnt  ensemble  louâ  les  résultats, 
on  aura 

X'  m     Si  s, 

ou 

X  \'  St  St 

X  X  jf 

Poui  le  calcul  numérique,  il  sera  plub  coinmoiie  d  e- 

viter  les  exposants  négatifs  ;  on  changera  alors  j;  en  ^  > 

xX'  Z 
cl  la  irai  lion  — ^  sera  de  la  forme  =^  j  ou  aura 

X  w 

et  l'on  obtiendra  louies  les  sommes  5| ,  ,  etc.,  par  la  di- 
vision des  ]>olviiômes  Z,  et  Z  (|ue  1  on  ordonnera  suivaut 
ies  puissauccs  croissantes  de  z* 

On  peut  trouver  de  la  même  manière  les  sommes  s^i^ 
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5.t,  etc.,  des  puissaDces  semblables  à  exposants  nëga* 
tifs.  £llèciivcineut,  si  I  on  développe  la  fonction  ^  ^ 
suivant  les  puissances  croissantes  de     il  vient 

I  /  I        X       x'  \ 

X  —  a  \a     a*  / 

donc,  en  remplaçant  successivement  a  par  chacune  des 
autres  racines  et  ajoutant  les  résultats,  on  aura 

—  X' 

=  #_i  -h      jr  H-  . 

On  obtiendra  donc  les  sommes  i.i,  etc.,  en  ordon« 
nant  les  polynômes  — X'  et  X  suivant  les  puissances 

croissantes  de  jc  et  en  elVccluanl  ensuite  la  divisiun  du 
premier  polynôme  par  le  second. 

Le  principal  avantage  de  cette  seconde  méthode  basée 
sur  la  division  algébrique,  consiste  en  ce  que  Ton  peut 
en  déduire  aisément  l'expression  générale  de  s„  ou  de  5.» 
en  fonction  des  coefficients  de  Féquation  proposée  (t^ov*  la 
Noie  I).  Les  formules  de  Newton  ne  conduiraient  que 
péniblement  au  même  résultat. 

Détermination  {les  fonctions  .symétriques  doubles, 
triples,  etc,  des  racines  d'une  équation^ 

Les  tormulcs  établies  précédemment  permettent  de  cal- 
culer successivement  les  fonctions  symétriques  doubles, 
triples,  etc.,  des  racines  d'une  équation. 

Soient  a,  5,  c,  *  « . ,  Ar,  /  les  m  racines- d'ime  équation 

X=o 

de  degré  m ,  et  considérons  une  fonction  symélricjuc 

double,  dont  un  terme  soit  a^b  \  la  fonction  dont  il  s^a- 
gii,  étant  déterminée  quand  on  en  connaît  un  terme,  nous 
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Ja  représeulerouâ ,  pour  abrcgcr,  par^a'*/»^,  cl  uoub 

contiimurous  de  désigner  par  s^Isl  somme  des  puissances 

a'*"**'  de  toutes  h's  racmcs. 

Gela  posé,  si  Ton  multiplie  entre  elles  les  deux  som- 
mes     et  s^y  on  voit  aisément  que  le  produit  sera  la 

somme  des  deux  quantités         ci'^a*  6^;  on  aura  donc 


On  voit  que  toute  iouctiou  double^  a'^^^  est  expri- 
mable, sous  forme  rationnelle  et  enilèi  c,  par  les  coefficicnls 
de  l'équation  proposée,  puisque  j^,  s.  et  ^^_^gle  sont  j  et 

si  les  coefficients  de  l'équation  sont  des  nombres  entiers , 
2^*^^  sera  aussi  un  nombre  entier. 

La  formule  précédente  n*a  plus  lieu  si  6  =  «  ;*  on  voit, 
en  eÛet y  que  si  6  devient  égal  à  a,  les  termes  de 

sont  égaux  deux  à  deux,  eu  sorte  que  celte  quauliié  se  ré- 
duit à  a  ^        ;  on  aura  donc 

En  remplaçant  s^eis^^  par  leurs  valeurs,  on  aura  la 

valeur  de  qui  ne  contiendra  plus  le  dénomina- 

teur 2;  mais  cela  ne  se  voit  pas  immédiatement;  cette 
proposition  résultera,  comme  nous  le  verrons  dans  la 
prochaine  leçon,  des  méthodes  données  par  Waring  et 
par  M«  Cauchy,  pour  la  détermination  des  fonctions  sy- 
métriques des  racines  d*une  équation. 
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Une  fouciion  symétrique  triple,  dont  un  terme  est 
a^b^c^y  ponrra  èire  représentée  par^»"^^^'^'  Si 

multiplie  la  fonction  double  ^  a'^b%  que  nous  savons 
former  par  5^  on  trouvera  pour  produit 

2«*         2  2    ^^"^^  *' 

on  aura  donc 

2  Vï«  =  *y  2  "~  2  """^^  ~  2  * 

Celte  formule  fait  connaître  la  fonction  triple  ^à^b^c^ , 

car  le  second  meknbre  ne  contient  que  des  fonctions  dou- 
bles que  Ton  sait  calculer.  Si  Ton  veut  avoir  la  valeur  de 
la  fonction  triple,  au  moyen  des  sommes  de  puissances 

semblables,  il  saflîra  de  remplacer  les  fonctions  doubles 
par  leurs  valeurs  connues  j  on  trouvera  ainsi 

et  Ton  voit  que  les  fonciious  triples  s'cxpi  imct  ont  comme 
les  fonctions  simples  et  doubles ,  sous  l'orme  rationnelle 
etf  entière ,  par  les  coefficients  de  Féquation  proposée*  - 

La  relation  précédente  n'a  plus  lieu,  si  deux  des  ex* 
posants  ou  tous  les  trois  deviennent  égaux  entre  eux; 
mais  on  peut  en  tléJuirc  aisément  les  valeurs  des  deux 
fonctions 

On  voit,  en  clfet,  que  si  6  devient  égal  à 
se  réduit  à  a  ^  à  2.3  ^ 


« 
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temps  y  défient  égal  à     on  atm  donc 
et 

En  suivant  la  même  marche,  on  calculera  snccesaive- 
ment  les  fonctions  du  quatrième  ordre ,  puis  celles  du  cin- 
quième ,  et  ainsi  de  suite.  Et  on  pourrait  aussi  déduire  de 

là  la  formule  qui  fait  connaître  immédialement  l'exprcs- 
SK^ii  (]  une  fou  (lion  symétrique  d'ordre  quelconque,  en 
fouclion  des  sommes  de  puissances  semblables  [voir  la 
Note  II).  11  est  presque  superflu  d'ajouter  que  quand  on 
aura  calculé ,  en  général,  Texpression  d^nne fonction  sy- 
métrique entière  et  homogène  du  n'^***  ordre»  si  fi  ex- 
posants deviennent  ^aux  entre  eux ,  il  faudra  diviser  par 
1.2.3.  .  .p.  la  valeur  qu'on  aura  trouvée. 

On  voit,  par  là,  que  toute  lom  liou  symétrique  entière 
et  homogène  des  racines  d  une  cqualion  peut  s'exprinier 
rationnellement  par  les  coefficients  de  cette  équation ,  et 
que  la  même  chose  a  lieu,  d'après  les  remarques  faites 
précédemment,  pour  une  fonction  sjmétriqtie  rationnelle 
quelconque. 
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Méthode  de  Wtring  pour  etlcoler  une  fonction  «ymétriqne  rtlionnelle  ot 
entière  des  racines  d'une  équation.  —  Méthode  de  M.  Ceochy.  —  Appll- 
Câtioo  de  le  méthode  de  M.  Cauchy  à  un  esemple. 


Méthode  de  Waiing  pour  calculer  une  fonction  symé^ 
trique  rationnelle  et  entière  des  racines  d'une  équo" 
tion, 

Waringa  indiqué,  dansaeEMeditationesalgebrawœ  (*) , 
une  mëihode  par  laquelle  on  peut  former  directement 

rexprcssioii  d'une  fonction  svnu'lrique  cl  entière  quel- 
conque des  racines  d'une  équation  eu  fonction  tles  eoelli- 
cicnts  de  cette  équation.  Mous  allous  faire  coDuailre  ici 
cette  méthode  qui,  dans  un  trè»-grand nombre  de  cas, 
devra  être  préférée  à  celle  que  nous  avons  exposée  dans 
la  leçon  précédente. 
Soit  Féquation  . 

dont  les  m  racines  sont 

et  supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  la  valeur  d'une 
fonction  symétrique  et  entière  V  de  ces  racines. 

Pour  plus  de  clarté,  il  convient  d*imaginer  que  Ton  ait 
ordonné  la  fonction  V  de  la  manière  que  nous  allons  in- 
diquer. Désignons  par  a  Texposantde  la  plus  haute  puis- 


(*)  Edffto  lertie,  p.  t3. 
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sance  à  laquelle  se  trouve  élevée  chacpie  racine  »  et,  en 
particulier,  la  ràcine  a  dans  V  \  par  6  Texposant  de  la  plus 
hante  puissance  à  laquelle  se  trouve  élevée  la  racine  b 

dans  la  partie  df*  V  qui  contient  le  facteur  a*;  par  y  l'ex- 
posant de  la  plus  haule  puissance  à  laquelle  se  tronve 

élevée  c  dans  la  partie  de  V  qui  renferme  le  facteur  a^lfi  \ 
et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  X  désignera  finalement  Tex- 

posant  de  la  plus  haute  puissance  de  /  dans  ia  partie  de  V 
qui  contient  le  facteur  a^b^c* , . .  A*  .  D'après  cela,  lafonc^ 
tion  V  contiendra  un  terme  de  la  forme 

auquel  nous  assignerons  le  premier  rao^;  A  est  une 
constante  donnée  j  il  se  peut  que  quelt^ues-uns  des  ex- 
posants 

soient  nuls;  en  outre,  chacun  de  ces  exposants  peut  être 
égal,  mais  non  supérieur  au  précédent.  Je  dis,  par  exem- 
ple, qu'on  ne  peut  avoir  y>^i  en  eflet,  la  fonction  sy- 
métrique V  qui  renferme  le  terme  Aa*A^c^  . ,  .  k^l^ 
contiendra  aussi  le  terme  kc^V^  .  .  .  A*/^,  qui  se  dé- 
duit du  premier  en  permutam  les  lettres  ^  et  c;  or,  si 
l'on  avait  y  >  6,  Z>^  ne  serait  pas,  comme  nons  Pavons 
supposé,  la  plus  haute  puissance  de  b  contenue  dans  la 
partie  de  V  qui  renferme  le  facteur  a*;  donc  on  a  néces- 
sairement 7  <C  6  ou  y  =r  6.  Ce  raisonnement  s'appliquè 
évidemment  aux  autres  exposants. 

Le  premier  terme  de  la  lonctîou  V  ayant  été  iixé, 
comme  il  vient  d'être  dit,  nous  appliquerons  la  même 
règle  à  la  détermination  du  rang  de  chacun  des  autres 
termes,  et  nous  écrirons  : 
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Cela  posé ,  ou  a  ^  eu  coaservant  les  iiolalious  de  la  leçon 
précédente  : 

( 

( 
( 


Si  Ton  élève  ces  égalités  aux  puissances 

respLH  ti veinent ,  qu  on  fasse  ensuite  le  produit  et  ({u'on 
multiplie  eniin  de  pari  et  d'autre  par  A,  le  premier  mem- 
bre de  l'égalité  résultante  sera 

Dous  le  représenlei  oiis ,  pour  abréger,  par  P  j  quant  au  se- 
cond membre,  il  sera  une  fonction  symétrique  des  lettres 
Oj  bj  c^.*.,  k  ^  l,  et^  SI  nous  Tordonnons  de  la  même 
manière  que  V,  il  est  évident  que  son  premier  terme  sera 

Aa''b'c^...k^l*^  \  on  aura  ainsi 

t 

En  retranchant  la  seconde  des  fonctions  symétriques  V 
et  P  de  la  première ,  on  obtient  une  nouvelle  fonction 
symétrique  Yi  telle  que 

V— P  =  V,. 

Si  Ton  opère  sur  Vi  comme  on  a  upéré  sur  V,  on  ob- 

a 
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lieadra  une  nouvelle  fonction     incirit|uc  \  ,  iclle  que 

P,  (li'-signe  une  quantité  analogue  à  P,  et  qui  fejt,  comme 
iclle-ci,  le  produii  ci  uac  consianle  par  tlivciMS  puis- 
sances des  coefficients  //i , 

En  poursuivant  ces  opérations,  ou  voit  qu  on  obtiendra 
une  suite  de  fonctions  symétriques, 

telles  que 

V-P  =  V,, 
'  V,-P.  =  v„ 


chacune  des  quantités  P,  Pi,.- m  produit  d'une 

constante  par  diverses  puissances  des  coeflicients  px , 
pt>«**)  Pm'  £u  outre,  si  Ton  imagine  une  fonction  entière 
U  formée  des  premiers  termes  des  fonctions  V,  \  j,..., 
l't  ordonnée  de  la  même  manière  que  ces  fonctions,  il  est 
évident ,  d'après  le  procédé  (jue  nous  avons  suivi,  que  le 
premier  terme  de  i  une  quelconque  des  fonctions  Vi, 
V,,...,V;*  occupera,  dansU,  un  rang  supérieur  au  rang 
du  premier  terme  delà  fonction  précédente.  Or,  le  nom- 
bre des  termes  susceptibles  d'occuper,  dans  U ,  un  rang 
supérieur  &  celui  d*un  terme  donné  est  nécessairement 
limité 5  donc,  dans  la  recliertlio  des  fondions  V,,  Vj,..., 
on  finira  toujours  par  arri\ci-  à  une  constante,  et  alors 
l  opcration  sera  terminée.  Supposons,  d'après  cela,  que 
se  réduise  a  une  constante  ;  il  vient,  en  ajoutant  les 
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^alités  précédentes, 

V  =s  P -h  P,4- P,-h. ,  .4- P^_,  +  Vj«, 

formule  qui  fait  coiiiiaiire  Texpressiou  de  la  fouction 
eymétri<{iie  proposée  V  en  fonction  des  coefficients  pu 

On  voit,  par  ce  résulut,  que  toute  fonction  entière  et 
symétrique  V  des  racines  d'une  équation  est  erprimable 

1  alionnollcinent  par  les  rot-niciriits  de  1  équation,  piopo- 
sittoii  que  nous  avons  déjà  établit*  dans  la  leçon  précé- 
<lenle.  Mais  on  voit,  en  outre,  que  si  les  coefficients  de 
Téquation  sont  des  nombres  entiers,  ainsi  que  ceux  qui 
miUtiplient  les  différents  termes  de  V,  la  valeur  de  cette 
fonction  V  sera  également  un  nombre  entier. 

Exemple  I.  —  Etant  donnt'e  Téquation 

dont  a  ^  b ,  c ,  rl ^  c  y  J\ , . . ,  h  ^  l  sont  les  racines,  on  de- 
mande la  valeur  de  la  fonction  syinélrique 

Posons,  conformément  à  la  théorie  précédente, 
on  aura 

V  —  P  =s  V,  =  —  3  2         —  3  2  ^'bU^  — 

2. 
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faisons ,  en  second  lieu , 

P.  =  -  ^p\p,  =  -  3  2  ""^''^ 

on  aura 

V,  —  P.  =  V,  =  —  3]^         —  2]^  A'frf 
faison»,  eu  truiâiumu  lieu, 

p,=  -.3/>;=-.3[2«^^J 

=     S^fl'*»*?»— iS^^'ftrJff— (1  Vrî^cifc^, 


on  aura 


■ 

faisons,  en  quatrième  lieu« 

P,=  ^PiP*  =  ^^ab  ^a^frf 

à* bcde  -H  60  ^^abcdr/f 

on  aura 

V,  —  P,  =  V4  =  7  2    ^'^'^     3o  2  a^crfif/; 
faisons,  en  cincpiième  lieu, 

P«  =  7/>,/?»  =  7  2«  ^abede 
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OD  aura 

* 

V,  -  P*  =  V»  =  —  I?.  2  «6c-fr/j 
si  eofin  l*on  fait 

on  aura 

V»  —  P»  =  V„  =  o. 
Ici  l'opération  eat  terminée  et  Ton  a  cette  valeur  de  V, 

Exemple  U.  —  Etant  donnée  Téquatiou 

j:- -H />!        +  +     4- jr -h o , 

dont  fî .  6,  c, .  . . ,  )^  ,  /,  sont  les  racines,  on  demaiidç  la 
valeur  de  la  fouctiou  symétrique  • 

H  est  le  nombre  des  racines  qui  entrent  au  carré  dans 
cbaque  terme,  et  y  le  nombre  de  celles  qui  entrent  à  la 
première  puissance. 

Désignons  la  fonction  proposée  parla  notation  F (/x,.  v), 
et,  plus  généralement,  représentons  par  F  (fi — v-h^i») 
la  fonction  symétrique  de  même  genre  que  la  proposée  et 
dont  cbaque  terme  contient  fi-^n  racines  au  carré  et 
y-h^n  racines  à  la  première  puissance. 

Cela  posé,  on  doit  former,  d'après  nutie  théorie,  les 
^-4-1  égalités  suivantes  : 

(vH-4)(v  H-3) 
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(v-h  ap). .  .(v  H- p -h /? -i-i) 


Ajoutons  i()iut">  ces  égalités  apieb  lt!S  avojr  miiilipijée& 
rcspcclivcmcnt  par  le&  facteurs 

'  »  ^1  »  '»»#•••)}  ^«  t  •  •  •  »  « 

et  supposons  ces  fadeurs  choisis  de  manière  que  les  quau- 
lités 

— F(ft-.2,v+4),...,  F(o,  v-h2fi) 
soient  éliminées  du  résultat ,  il  viendra 

F(„v)  =  (-,)Y'''*^^-''-^''^'*-''^-^--^-'  'Y 

I^ous  allons  chercher  maintenant  les  valeurs  des  fac*- 
teurs  Xi,  >t9*'*9  V'  équations  qui  déterminent  ces 
facteurs  s'obtiennent  en  donnant  à  n  les  ^  valeurs  i,  2, 
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3}... ,  /Ji,  dans  la  suivante  : 

*'m  H  I  -r  "    A„_j 

I  1.2 

,    (y  -h  2/l)  (y  -f-  2/^  —  l)  ((y  -h  2/1  —  2)  ^ 

~r   ' —  _    —   An—)  -T".    ■  •  •  • 

1.2.5 

(v-h9,ff){v-h2n  —  1)..  (v  +  2/i  —  rH-i) 

H  A(,_r  4-  •  •  • 

I .2. . . r 

(  V  -h  2  //)...(  V  -h  /l  -h  I  ) 

-4-——   =  0; 

1 , 2 . .  .  /« 

innis  cetie  é(|uation  peut  s  écrire  d'une  autre  iiiauicre. 
Poaun:> ,  pour  abréger, 

P  (v_|_2(i  —  2)p 

et 

^  _  — p  (iiH-aw)(vH-^«  — »)«  -(vH-ait — y) 

^'~(vHh2«  —  2pJ/t  1.2.3...  p  * 


un  aura 

y  H-  a« 
I 

et  généralement 


{> 2Al)  (v  -h  2.//  — 1  ) .  .  .  (y  -f-  2/1  —  /•  -h  1)         ^  ^ 

. . .  r 

I/.ipiès  rola,  nuire  éi|uatloii  devient,  eu  remart^uant 
que  A  A  eàl  nul , 

{3W  H-    X,^, )  -h A,  ( -4-  0„_ ,       )  H-  A ,  (  À,_,  -h  0„_,        4- . • . 
H-  A,^,^Xa  4-  0,X,}  4-  A,«,  (1,  4-  OJ  =  o. 

En  donnant  successivement  à  n  les  valeurs  i,  2,  3,...,  /i, 
on  obtient  n  équations,  d  ou  1  ou  lire  immédiatement 
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OU 

X,  =  —  (v  4-  2), 

^  _  (>-H4)(v-^')^ 
 (v4-2).2  ^" 


^  !î  //  )  (  V      «  —  I ^ 

En  multiplianl  ces  égalités  membre  k  membre,  il  yienC 

>  —/           +  ')             •  ')  v-f-a» 

ï  f^ii"  -,  .-- .  -  •  — — —  % 

^       '  I  .2.  .  .  (A<  —  ij  J» 

ce  qui  permet  d'écrire  immédiatement  la  valeur  de  la  fonc- 
tiou  symétrique  cbercbée  F  ({ui,  v). 

Il  faut  remarquer  que  notre  prorrdé  est  en  défaut  dans 
le  cas  de  v  =  o,  mais  la  forinult  (|ui  fait  connaître  /„  »<' 
cesse  pas  toutefois  d^étre  exacte.  Dans  le  cas  dont  il  s'agit , 
les  valeurs  de  6p  et  de  Ap  deviennent 

O^^i,    Ap-«  ;  --^^  , 

on  voit  que  A„  n'est  pas  nul,  comme  dans  le  cas  géné- 
ral, et  quil  est  ici  égal  à  A«^f  L'équation  entre  X^, 
^«.1  vM  ^1        9\on  s'écrire  ainsi  : 

-h        -H  A.  (Xp^,  -h         -h. . .  -h  A,_,(X,  -i-  X,) 
-h  A«.,(>, +  2)  =  o; 

eu  remplaçant  successivement  n  par  i ,  on  ob* 

tient  n  équations,  d'où  Ton  tire  immédiatement 

X,-f-a=ro,  X, -f-A,  =  o,  Xj -h  X,  =  o ,  .  .  )„ -h  =  o, 
et,  par  suite, 

X«  r=  (— i}".  2; 
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on  a  donc  celle  valeur  de  F  (fA,  o) , 

F  <f»  .  O )  =        -  2/>„     ,       ^  , -h  2  /.^  ..^      ^ ^  -  .  ,  . 

Méthode  de  M,  Cauchy, 

M.  Cauchy  a  publié,  dans  ses  anciens  Exercices  de 
Mathématiques  (4*  année,  page  io3),  une  méthode  non- 
▼elle et  fort  élégante  pour  trouver  la  valeur  d*une  fonction 

syniélrique  et  entière  des  racines  d'une  équation.  Cette 
méthode  consiste  «à  cl i miner  successivement  de  Texpres- 
sion  de  la  fonction  symétrique  qu'où  veut  cvaluefi  cha- 
cune des  racines  de  Téquation  proposée  ;  elle  repose  sur 
la  proposition  suivante  : 

Soit  y  une  fonction  symétrique  et  entière  des  racines 
a,  à,  e, A,  /  d^une  équation 

que  uous  représenterons  aussi ,  pour  abréger,  par 

X  =  o; 

et  supposons  qu'ayant  éliminé  de  Texprcssion  de  V  ,  par 
nn  moyen  quelconque ,  toutes  les  racines  excepté  a ,  on 
ait  mis  la  valeur  de  cette  fonction  sous  la  forme  d*un  po- 
lynôme entier  et  rationnel  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances de  a,  que  l'on  ait,  par  exemple , 

A0,A|,etc.,  étant  des  quantités  composées  rationnelle- 
ment avec  les  coefficienis  de  l'équation  proposée:  je  dis 
que  si  Ton  divise  cette  expression  de  V  par  le  polynôme 

obtenu  en  remplaçant  x  par  a  dans  X ,  le  reste  de  la  divi- 
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siuii  tic  conliendra  pas  a  y  et  sera  précisémcul  la  valeur  de 
la  roiiclioii  V. 

En  eiTet,  si  Q  ot  R  désignent  le  quotient  et  le  reste  de 
la  division  V  par  A,  on  aura  V  =;  AQ  +  H  «  et  comme  A 
est  nul , 

V  =  R. 

D  ailleurs ,  ce  reste  R  est  au  plus  du  degré  m  —  i  en  a  ; 
nous  le  représenterons  par 

et  Ton  aura 

V  sr  y.a*-'  -h  7,        -I- ...  4-  ^<,_»a  -f-  7««,. 

Mais  V  étant  une  fbnrli(Hi  symétrique,  on  |ieut  ciiauger /t 
et  h  Tuu  dans  raulre»  ainsi  que  a  et  etc.;  et ,  comme 
par  ces  cliangemcnts ,  q^^  etc.,  conservent  leurs  va- 
leurs, il  s  ensuit  que  l'équation 

V.^""'  H-  îi ^  ■  •  -h . . .  -H  y«-,JC  -f-  (        —  V)  =  o 

sera  sal  istailc  nu.  reiin)laçaiit  x  par  1  une  ({Ui'lcon(|UP  <les  m 
racines  a,  /y,.  .  . ,  A*,  /;  ce  qui  est  linpossihK* ,  a  moins  «jue 
les  coefficients  ne  soient  tous  nuis,  puisque  cette  équation 
nVst  que  du  degré  m  —  i  :  on  aura  donc,  en  particulier, 

Hm    ,  —  V  =  O, 

ou 

V  =  v-^i» 

comme  nous  l'avion»  annoncé. 

La  démoiisu  ai  ioii  précédente  support;  i[ue  les  /;/  racines 
c^.  .  .  ^  h,  l  soni  toutes  inégales  ;  mais  les  conciusiuus 
précédentes  ne  subsistent  pas  moins,  si  quelques-unes  de 
ces  racines  sont  égales  entre  elles.  Nous  emploierons, 
pour  justifier  cette  assertion,  un  raisonnement  dont  on 
fait  un  fréquent  usage  en  analyse. 
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Si  l'équation  X  o  a  des  racines  «îgaies,  on  considé- 
rera d'abord  à  sa  place  une  équation  Xi  =  o,  dont  toutes 
les  racines  seront  inégales ,  et  qu'on  obtiendra  en  faisant 
subir  des  modifications  insensibles  aux  coefficients  de  X  ; 

par  exemple,  si  Téquation  X  =  o  a  trois  racines  égales  à 
rt,  et  que  les  autres  raciiici»  soient  dillérentes,  on  prendra 

*  ï^^^  

Le  polynôme  X]  ne  difl%re  de  X  qu'en  ce  que  deux  des 
trois  racines  égales  à  a  sont  remplacées  par  a -4- A  et 
a  -h  /*'  î  on  voit  aisément,  sans  qu  il  soit  nécessaire  d  in- 
sisler  davantage,  comment  on  devrait  choisir  le  poly- 
nôme Xi, si,  outre  les  trois  racines  égales  à  a,  Tëquation 
proposée  avait  plusieurs  racines  égales  àb^kc^  elc.  Cela 
posé,  substituant  Téquation  Xi  =  o  à  X  =  o ,  et  conser* 
vant  d^ailleur»  les  notations  prt''cédente8,  on  arrivera  h 
Téqualion 

V  ==  , 

et  cette  équation  aura  lieu ,  c{uelque  petites  que  soient  les 

quantités  //,  A',  etc.;  elle  aura  donc  lieu  au>si  à  la  limite, 
c'esl-à-dîre  quand  on  iera  h  =.  o,  //  =  o,  etc. 

Voici  niaintenaut  quelle  est  la  méthode  donnée  par 
M.  Caucbjf  pour  calculer  la  valeur  d^une  fonction  V  sy- 
métrique et  entière  des  racines  a,  fr,  c,. .  .^i,  /  de 
Téquation 

X  =     -H  ^1       +  /»,Jt*-'  H-  .•.-+-/>*,  =  o. 

Divisons  X  par  x  —  a,  et  désignons  par  Xt  le  quotient  ^ 
divisons  de  même  Xi  par  x  —  ^ ,  et  désignons  par  Xt  le 
quotient,  puis  Xt  par  X*— c,  et  soit  X»  le  quotient,  et 
continuons  ainsi  d*entever  de  X  tous  les  facteurs  linéaire» 

jusqu'à  X  —  k  inclusivenu  nt ,  en  sorte  que  X,„_|  ne  con- 
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tiendra  plus  que  le  seul  facteur  x  —  /.  Cela  posé ,  consi- 
(iéi  ous  les  in  éi[ualioiis 

La  première  n^est  autre  que  la  proposée,  et  a  pour  ra» 
cines  a ,  ^,  c . . ,  A ,    la  seconde  a  pour  racines  ^,  c , . . . , 

^,  /,  et  ses  coctHcients  sora  exprimés  sous  forme  entièrti 
(?n  fonction  de  a  et  des  coeflicicuis  de  la  proposée^  la  iroi  • 
sième  a  pour  racines  c,,..^  A,  /,  et  ses  coeOicients  sont 
exprimés  sous  forme  entière  en  fonction  de  b  et  des  coeffi- 
cients de  la  précédente,  c'est-à-dire  en  fonction  de  a,  6 
et  des  coefficients  de  la  proposée;  et ,  en  général ,  les  coef- 
ficients de  Punc  cpielconque  de  ces  équations  sont  expri- 
més sous  forme  cntièrr  (  n  fonction  des  coeflicients  de  la 
proposée  et  des  racines  qui  rrapparticiinoTii  j)a3  à  Téqua- 
lion  que  Ton  considère.  Désignons  en  tin  par  A  la  valeur 
de  X  pour  x  =:  a ,  par  B  la  valeur  de  pour  x^hy  par 
G  celle  de  Xt  pour  =  c ,  et  ainsi  de  suite ,  en  aorte  que  I 
sera  la  valeur  de  X|,^t  pour  a;  =  i ,  K  celle  de  X^-s  pour 
=  A ,  et  L  celle  de  X^-t  pour  x  =:  /  ;  on  aura 

A  =  o,    B  =  o,    C=:o,..»,    1  =  0,    K=sOf  L^.o* 

Cela  posé,  V  est  une  fonction  symétrique,  non-seulement 
des  racines  de  Téquation  X  o,  mais  aussi  des  racines 
de  Tune  quelconque  des  équations 

XssO,    XiS=0,...y    XiR-a  =  0,     Xm^»  ^  o,     Xm_i=  o. 

Nous  allons  faire  voir  comment ,  en  s'appujant  sur  cette 
remarqua,  on  peut,  k  Taide  du  théorème  fondamental 
démontré  plus  haut ,  éliminer  successivement  chaque  ra*. 

cîne  de  l'expression  de  V. 

D'abord  récjuaiiuii  i.—  o,  où  /  entre  au  premier  degré, 
permet  do  chasser  immédiatement  /  de  rcxpression  de  V* 
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Considc'iMnt  alors  V  corn  me  ronclion  .syiTR'tri(|iic  des  deux 
racines  A  et  /  de  1  équation  X,m.s  =  o,  dont  ruDC  /  est 
déjà  éliminée,  on  Tordonnera  par  rapport  à  Ir,  et  on  la 
divisera  par  K,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut; 
le  reste  de  la  division  ne  contiendra  pas  A:  et  sera  la  va- 
leur de  Y  débarrassée  des  racines  A*  et  /.  On  considérera 
alors  V  comme  fonction  symétrique  dvb  u  ois  l  ai  inco  /,  Ar,  l 
de  Téqualion  X,„_3=  o,  dont  les  deux  dernières  n'entrent 
plus  dans  son  expression,  et  Tayant  oi-donnée  par  rap- 
port à  /,  on  la  divisera  par  I  à  l'effet  d*éiiminer  i  ;  le  reste 
de  la  division  ne  contiendra  pas  i  et  sera  la  valeur  de  V 
débarrassée  des  trois  racines  t\  L  On  continuera  de  la 
même  manière,  jusqu'à  ce  quW  ait  éliminé  de  V  chacune 
des  racines  a,  />,  c,...,  /,  A,  /;  on  aura  alors  1  i  \aleur 
de  cette  fonction  exprimée  par  les  coefficients  de  l  équa- 
lion  proposée. 

11  importe  de  remarquer  que  Teirpression  définitive 
de  V  s'obtient  par  de  simples  divisions  ^  et  que  les  pre- 
miers termes  des  polynômes  A,  B,  C,...,  I,  K,  L,  qui 
servent  successivement  de  diviseurs,  ont  tous  l'unité  pour 
coefficient:  par  conséquent,  ces  divisions  n'introduiront 
aucun  dcnominalcur  ;  en  sorte  qne  si  l'expression  primi- 
tive de  V  est  entière,  non-seulement  par  rapport  aux 
racines  a,  6»  Ai,  /,  qui  y  entrent  symétrique- 

ment, mais  aussi  par  rapport  aux  coefficients  pi^pty  «te., 
qui  peuvent  aussi  y  entrer,  Texpression  définitive  de  V 
sera  aussi  entière  par  rapport  à  ces  coefficients  ;  et  enfin, 
si  ces  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  Y  sera  lui- 
même  un  nombre  entier.  Ce  théorème  imporiani,  que 
nous  n'avions  pas  établi  complètement  par  la  méthode  ex- 
posée dans  la  leçon  précédente,  mais  qui  résulte  immé- 
diatement de  la  méthode  de  Waring,  se  déduit  aussi, 
comme  on  voit,  de  la  méthode  de  M.  Cauchy. 
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Application  de  la  mcf/iodc  de  M.  Cauchy  à  im 

exemple. 

Nous  allons  appliquer  la  métlioiie  de  M.  (Jaurhy  à  la 
déterminatiou  du  produit  des  carrés  de  toutes  les  diilé- 
ronces  des  racines  d*une  équation  donnée ,  prises  deux  à 
deux.  Cet  exemple  suffira  pour  montrer  comment  on  peut, 
par  des  artifices  convenables ,  simplifier  dans  certains  cas 
remploi  de  la  méthode. 

Soient  toujours  a ,  ^,  c A,  / les  m  racines  de  1  équa- 
tion 

soient  aussi 

V         — — c)«  — 


et 


V  sera  le  pixnluit  des  carrés  des  différences  des  racines  de 
réquation  (i),  prises  deux  k  deux,  et  Vi  le  produit  des 
carrés  des  diJTérenoes  des  racines  de  Téquation 


ou 


-h  a  I 


Cola  posé,  on  a 
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Mais  le  [Jiuiliiit  [a  —  h)  (a  —  <  ) .  .  .  (<i  —  A)  {/i  —  /)  t'sr, 
comme  on  sait,  égal  à  la  valeur  cjuc  prend  la  dérivée  du 
polynôme X  pour  x  =  a,  cVst-à-dire  à 

ma"-'     {m  —  iJ/»,a*-'-f-, . 

JoiH>  OU  aura 

V  =  V,  [nia'^*  ^(m^i)p,        -4- ...  -I- /^«_^ ]\ 

Si  donc  nous  admettonB  qu'on  sache  fonner  la  valeur  de 
la  fonction  V  pour  une  équation  du  degré  m — i,  on 

pourra  égalcnicut  trouver  la  valeur  de  celte  fouciion  pour 
une  équation  du  degré  m.  Efleclivemeni ,  par  hypothèse, 
on  sait  exprimer  la  valeur  de  V,  par  les  eoeliicienls  de 
l'équation  (2),  c'est-à-dire  en  fonction  de  a  et  de$  coeffi- 
cients de  Ja  proposée;  donc  la  fonction  V  pourra  elle- 
même  être  mise  sous  la  forme  d*un  polynôme  drdonné  par 
rapport  aux  puissancrs  de  a,  et,  en  divisant  ce  polynôme 
pai'  le  premier  membre  de  I  é(jiiation  ])roposée ,  dans  le- 
quel on  aura  remplacé  x  [)^v  a,  le  reste  de  la  division 
donnera  la  valeur  ciicrchée  de  V. 

Or  on  sait  calculer  la  fonction  V  pour  une  équation 
du  second  degré;  on  pourra  donc  calculer  cette  fonction 
pour  Téquation  du  troisième  degré  9  puis  pour  celle  du 
quatrième,  et  ainsi  de  suite. 

Cas  rie  Vèquation  du  troisième  degré,  —  L'équation 
proj_K)sée  est 

JE^  H-  pje*  H-  7X     r  ssï  o , 

et  1  on  a 

V  s=  (fl  —  by  (rt  —  cY  (  ù  — 

V.  =  (/^  -  c)\ 
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Vi  étant  relatif  à  1  ëqualiou  du  deuxième  degré 


-ha 


-f-  pa 
4-  «• 


On  a  iuunédiatcmcnt 

V,  =  (/>  -h 4  (y  -f- -4-  «»)  =  —  3fl'—  a/wï  H-  (/?«-^  4?)  » 
d'ailleurs 

par  suite, 


— a* — 54 — 2'j  z^- 
—  54^/ 


—  72/^1   — 18/»'7     —18/1^*     — 4^* 
—27^»  I 

Divisant  cette  valeur  de  V  par     -f-  /;a*H-      +  r,  on 
trouve  pour  quotient 

—  27a»—  27/i«»—  27<y«  4-  (4/>'-h  27r  —  i8/?7), 
et  pour  reste , 

ce  qui  est  précisément  la  valeur  de  V  que  nous  cherchons. 
On  trouvera  dans  la  Note  111  une  méthode  plus  cxpéditivc 
pour  résoudre  la  même  question. 
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ê 

tormalion  de  l'equa  lion  de  laquelle  dépend  une  fonction  rationnelle  et 
non  symétrique  des  raâiias  d'une  équation  donnée.  —  Équation  aux 
tanéê  dm  diffiirmieet.  <—  Sur  U  fonne  d«t  fonetioiif  rttlonndiM  d'vne 
ira  de  plusieurs  radnst  d'une  équation.— Méthode  d'^iminàUoA  fondée 
Svr  la  théorie  deé  fonctions  Symétriquës.  —  Théorème  ilir  lo  degré  do 
rëqtiation  finele  qui  résulte  de  réUminetion  d'une  ineonnne  entre  deux 
équations. 


Fontiation  de  l  équation  de  laquelle  dépend  une  fonc^ 
tion  rationneile  et  non  sjinétrtque  des  racines  d'une 
équation  donnée» 

Soient  â,  ^ ,  c,  ...f  A^,  /  les  »2  racines  d'une  équation 
donnée  X  =  o^  et 

line  fonction  rationnelle  donnée  de  ces  racîheft,  ou  dé 
qnelqnes-nnes  d'entre  elles.  La  théorie  des  fonctions  tj^ 
métriques  conduit  à  iine  méthode  tsès-simple  et  très-élé- 
gante pour  former  Féquatîon  dont  V  dépend.  NoUs  aUons 
développer  ici  cette  iiR'tluxIe. 

Si  la  fonction  V  coniicnt  n  des  ni  racines,  le  plus  grand 
nombre  de  valeurs  qu'elle  puisse  avoir  en  échangeant  les 
lettres  a,  c^ ... ,  A^,  /  les  unes  dans  les  antres  de  toutes 
les  manières  possibles,  sera  évidemment  éfçal  au  nombre 
des  arrangements  de  m  lettres  n  è  it ,  c'est-è-dire  à 

m(M  ^i)  (in  — 2). . .(«  —  Ji-t-i). 

Mais  il  peut  arriver  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes 

de  V  soit  beaucoup  moindre^  nous  désignerons  par  ^  ce 
nombre  de  valeurs,  et  par 

V|,  Vj ,     , . . , , 

3 
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les  fk  valeurs  de  V.  L'équation  em  Y  sera  alor» 

(V-V,)(V-VO...(V-V^)  =  o, 

on 

P.  V*"  ' +  P,  V'*"^  ^-. .  .-+-P^_i  V-+- =  a, 
en  posant 

'  V|  +  Vf  + . .  •  +  V;»  —  —  Pi  j 
V,V,-*-   ..  =P„ 

Or  les  quantités  P|  ^  Pt , . . . ,  P^t  sont  des  fonctions  symé^ 

triques  des  quantités  V, ,  V, ,  etc.,  et,  par  suite,  elles  sont 
aussi  des  fonctions  symétriques  des  racines  a,  b,  c,  etc., 
de  TéquatioD  proposée  ;  on  pourra  donc  calculer  les  coef- 
ficients de  l'équation  en  V  par  Tune  des  méthodes  que 
nous  avons  exposée^  dans  les  leçous  précédente». 

Nous  avons  admis  comme  évident  que  tonte  fonction 
•ymétrique'des  quantités  V«  «  Vt ,  etc.,  est  atusi  une  fonc- 
tion symétrique  des  racines  a ,  & ,  c,  etc.  Voici ,  au  sur- 
plus, un  moyen  très-facile  de  le  démontrer. 

Par  hypothèse,  les  quantités 

sont  toutes  distinctes,  et  ce  sont  les  seule»  valeurs  que  V 
puisse  avoir.  Cela  posé,  faisons  subir  aux  lettres 

«ne  permfatation  quelconque,  et  supposons  que  Vi  se 
change  en  V, ,  V»  en  V,,  etc.  ;  les  quantités 

devront  toutes  se  trouver  dans  la  série  Vt,  Vtj  etc.,  puis- 
que cette  dernière  comprend  toutes  les  valeurs  de  V  ;  je 
dis ,  de  plus,  que  tous  les  ternies  de  la  série  (3)  sont  dif- 
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férenu,  et,  par  «uite,  sont  les  laèmes  que  ceux  de  la  sé* 
rie  (i)  :  on  ne  peut  avoir,  par  exemple,  V,  «  ,  car  Vt 
et  Yt  ne  diâBkrent  de  V,  et  \\  qa'en  ce  que  les  quantités 
dont  ces  fmictions  dépendent  y  sont  désignées  par  des 

lettres  différentes ,  et  Fégalité  V,  =V,  entratnerait,  par 
conséquent,  Vi  =  \  s ,  ce  qui  est  contre  l'h>  poihèse.  11  ré- 
sulic  de  là  que,  si  l'on  fait  subir  aux  lettres  a,  5,  c,  etc., 
un  changement  quelconque,  les  quantités  V|,  Vt  9  etc. ,  ne 
feront  que  s'édhanger  les  unes  dans  les  autres;  par  suite , 
une  foncdoii  symétrique  de  ces  fonctions  ne  sera  pas 
changée,  et  sera  aussi  symétrique  par  rapport  aux  quan* 
tîtés  a,  A ,  c , . . . ,  /r ,  /. 

Ou  peut  Jans  bien  des  cas  simplifier,  par  des  artifices  - 
particuliers,  le  calcul  de  l'équation  on  \  -,  ou  en  verra  un 
exemple  dans  la  recherche  de  Téquation  qui  a  pour  ra- 
cines les  carrés  des  diflérences  des  racines  d*une  équation 
donnée*  prises  deux  à  deux» 

Équation  aux  cart^  des  différences. 

Soient  toujours  a,^,c,t..,^,  /  les  m  racines  d'une 
équation  X  =  o,  et  posons  .  ^ 

V  =  (û  — 

1  équation  en  V  sera  du  di'gre  - — j — ^  =  }i ,  qui  est  le 

nombre  des  combinaisons  de. m  lettres  deux  k  deux,  puis- 
que la  fonction  V  est  symétrique  par  rapport  aux  deux 

lettres  qu'elle  contient.  Si  Ton  suppose  que  cette  équa- 
tion soit 

il  suffira  de  calculer  les  quantités  Pi,  P,,  etc.,  qui  sont 
des  fonctions  symétriques  des  racines  de  Téquation  pro- 
posée :  or  ces  coefficients  Pi.  ,  etc..  seront  immédiate- 
ment donnés  par  les  formules  de  iNeyviou,  si  Ton  connaît 

3. 
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les  sommes  des  puissances  semblables  S,,  Sf, . ,  de» 
racines  de  l'équation  en  V.  Tout  est  donc  ramené  à  cal» 
enler  ces  dernières  sommes  en  fonction  des  ooefficienu  de 
ré]iiatîon  poposée,  ou  en  fimction  des  sommes  ^ i,  $tj  elc«| 
des  puissances  semblables  de  ses  racines,  puisque  le» 
sommée  ^i,  5f ,  etc.^  s'ezprimeni  par  les  coefficients,  à 
l'aide  des  fammles  de  Newton. 

Voicî  le  p[  océdé  indiqué  par  Lagrange  pour  calculer 
les  sommes  St»  oUï.,  relatives  à  l'éc]uation  en  au 
moyen  des  sommes  #f|  s^f  etc.,  relatives  à  Téquation  pro- 
posée^ 

Pdsofis 

f  (x)  =:  (*  —  tf)»"  -+-(«—  hy^-h* .  .-f-  (*  —  ^Y"; 

en  donnant  à  x  successivement  les  valeurs  a^h^Cy,,.yh^l^ 
et  ajoutant  tous  les  résultats ,  on  aura 

4- (*  — +  — /)'" 

+  .  *  •  


Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  évidemment 
^alà  a$i.^donc 

29i,=  f(û)  -h9(6)H  -f-?(/). 

D*un  autre  cèté,  en  développant  les  diiTérents  termes  de 
^(x),  on  trouve 

2/1  (  2/t  —  l)  . 

I  •  ^ 

1.3 

^  ••••  «••.«••<«•••••■• 

4.   ••••••«•••« 

I  .a 
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OU 


Remplaçant  x  sncoessivenent  par  h  ^ 

ajoutant  tout  les  résultats,  on  aura  la  valeur  suiTante 

de  9  (a)  -h  ^      -h . . .  -f-  ^  (/)  ou  de  aS„ , 

^  a  /I  f  2  //  —  I  ] 

=       —  a<i*,#,^,  H  i —  /,       —  ...  4- 

I  •  a 

On  voit  aisément  que  les  termes  à  ^aie  distance  des 
cxlrèmes  sont  égaux  dans  le  second  mmbre;  par  suite, 
on  aura  cette  valeur  de  $« , 

Ste  =       ~  a  A  s»  .-I H  • — 2 —  ""*• 

I  •  u 

I  I  2/t(a«  —  i)...(/tH-i) 
s  I  .  2. .  ./t 

£n  donnant  ib  n  les  valeurs  successives  t ,  s,  3^  •  •  •  »  fi»  on 
connaîtra  les  sommes  Si^  S»,.**)  ^"^ot  on  a  besoin;  on 
acbèvera  ensuite  le  calcul,  comme  nous  Tavons  indiqué 

précédemmcni. 

'<'.qtiati\>n  du  troisième  désiré,  —  Pi'eiious  pour 
exemple  i'écjuaiîoa  du  troisième  degré 

H- -i-     -h /•  =  o , 

et  soit 

V»+PV«H-QV-HR=£0 

Téquation  aux  carrés  des  diâérences. 
On  trouve 

=  — /»*  H- 3/»5r  —  3  r. 
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puis, 

S,     3#,— #î  =  2/>' —  6<y, 
85'=     —  6*,  #s  -h  i5it#«  —  io#î 

et  enfin 

P  ss  —  S,  =  —  a/)'  -H 

S  4-  PS 

Q   — — :       —  6p^q  -f-  9^', 

On  suÎTrait  une  mardie  toute  semblable  pour  former 

rëquation  aux  sommes  deux  &  deux  des  racines  d'une 
équatioTi  quelconrjue  tloiiriéo. 

La  métliode  gëi^érale  doul  nou&  venons  de  faire  une 
a^ication  8*applique  avec  le  même  succès,  que  V  soit 
on  non  une  fonction  entière  des  racines  c.,  etc.) 
mais  on  peut  facilement  démontrer  qu'une  fonction  ra- 
Uonnelle  d'une  ou  de  plusieurs  racines  d^une  équation 
peut  toujours ,  si  clic  n\  st  pas  entière,  être  remplacée  par 
une  fonction  çnlière  équivalente.  .  yy^ 

Sur  la  forme  des  fonctions  rationnelles  d'une  ou  de 
plusieurs  racines  d'une  équation. 

Nous  commencerons  par  établir  le  îhéorème  suivant  ^ 
relatif  aux  fonctions  rationnelles  d'une  seule  racine. 

THéoi  h^n:.  —  Toute  jonction  rationnelle  et  non  en" 
\ièrt:  d  une  racine  a  d'une  équation 

(1)  F(x)  =  o 

de  degré  m  est  éguiwhnte  à  une  fetnethn  entière  et  de 
degré  inférieur  à  m. 
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Soîu  en  elfet,  la  fcmction  rationnelle  vr-!  ^  où  s>  et  4> 
désignent  des  fonctions  entières  *,  on  aura  identiquement 

c,...,  /  désignant  les  autres  racines  de  Féquation  (i). 
Or  on  voit  que  le  dénominateur  <f'(<z)  (^)***  ^(f)  du  se- 
cond membre  est  une  fonction  ^métrique  el  entière  des 
racines  de  Téquation  (i),  qui  pourra,  par  conséquent, 
s^exprimer  ratiomiellement  par  les  coefficients  de  cette 
équation.  Pareillement  le  facteur  ^(h)  ^(c)  du 
numéraicur  est  une  fonction  symétrique  et  entière  des 
racines  de  l'équation 

X  —  a 

et  il  pourra  s*e«primer  sous  forme  rationnelle  et  entière, 

en  fonction  des  coefficients  de  cette  équation  ,  c'est-à-dire 
en  fonction  de  a  et  des  coelïicîents  de  ré(|uatiou  (i).  D'a- 
près cela,  légalité  (a)  prendra  la  forme 

Jl^ =»(-)••(-). 

ou  B  {a)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel ,  par 

rapport  à  a .  Fri  elîecluant  le  produit  des  polynômes  <jp  el  6, 
notre  fraction  deviendra 

^(  =  A. -I- A,   -h  A,  «» -h  . . . -h  A;,  5 

et  je  dis  t|u  on  peut  supposer  le  degré  u  inférieur  à  m.  En 
eflTel ,  de  Féquation  F  (a)  =  o  on  peut  tirer  la  valeur  de  û" 
qui  sera  exprimée  par  nn  polynôme  de  degré  m  —  en 
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inalti  pliant  par  a  cette  valeiu*  de  a*",  on  tara  a*"*^' ,  qui  sera 
exprimée  par  un  polynôme  du  degré  mais  qn*on  pourra 
aliaisser  au  degré  m — i  ^  en  remplaçant  par  sa  valeur 
trouvée  précédenunent.  En  continuant  ainsi ,  on  exprî-- 

inera  chaque  puissance  de  a,  à  partir  d(  la  in  '""'^  par  un 
poljnôiiie  de  degré  tn  —  i ,  et ,  ya^v  suite ,  on  jK>urra  chas- 
ser de  Texpression  de       que  i^ons  avons  trouvée,  toutes 

les  puissances  de  a  supérieures  à  la  (m — i)*^*  Mais  on 
peut  aussi  opérer  comme  il  suit  :  Si  f«  est  >  m,  on  divi- 
sera le  polynôme  Ao  +  At  a  H-  par  F  (a) ,  et  en  dési- 
gnant par  Q  le  quotient ,  par  xs  {a)  le  reste  qui  est  de  4^ 
gré  inférieur  à  m,  on  aura 

î^îi  =  A.  4- A .  «  4- . . .  =  f  (  «  J  X  Q «î  (  « }  i 
pi  comme  F  (a)  est  nul,  on  aifra  simplement 

oà  fj  désigne  un  polynôme  de  degré  m — i  au  plus. 

(Quoique  la  démonstration  précédente  ne  laisse;  rien  à 
désirer  sous  le  rapport  do  la  rigueur  et  de  la  clarté,  nous 
en  donnerons  une  seconde  qui  aura  l'avantage  de  nous 
fournir  un  procédé  plus  facile  pour  trouver  1^  forme  en- 
tière qi|i  convient  à  une  fonction  fractionnaire  donnée. 

Soit  toujours        la  iractiou  douuée,  où  a  est  racine 

de  F  (x)  —  o.  On  peut  supposer  ^  (a)  de  degré  inférieur 
à  m,  car  si  le  contraire  avait  lieu,  on  ferait  disparaître  de 
^  (a)  les  puissances  de  a  supérieures  à  la  (m  -r-ij''""  par 
l  un  des  procédés  indiqués  précédemment. 

Cela  posé ,  opérons  sur  les  polynômes  V  (a)  et  ^  (a) , 
fomme  s*ii  était  question  de  trouver  leur  plus  grand  coin<= 
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mon  diviMur)  on  aura  cette  suite  d'^|aliléa  : 

V{a)  =  ^{a)  Q.-hR., 


R«-»  =  Rji^iQn  -f-  R(i, 

où  R«  ne  oontieiit  plus  la  quantité  a.  Or,  F  (a)  étant  nul, 
on  aura 

R.  =  (i+Q.QO*(«), 

La  deruièi  c  de  ces  égalités  sera  de  la  forme 

0  (a)  désignant  un  polynôme  entier  et  ratiouael  par  rap- 
port  à  a.  Ou  en  tire 

et,  par  suite, 

Cette  valeur  de        est  entière  par  rapport  à  a,  puisque 

R„  ne  contient  pas  a\  et,  si  elle  renferme  des  puissances 
de  a  supérieures  à  la  (m —  i)'**"*,  on  pourra  les  faire  dis- 
paraître par  le  procédé  que  nous  avons  indiqué  précé- 
demment. 

A  la  vérité,  cette  méthode  semble  en  défaut  dans  le  cas 
où  les  polynômes  ^  (x)  et  F  {x)  ont  un  diviseur  commun  f 
car,  dans  ce  cas ,  la  quantité  désignée  par  Kn  est  nulle, 

ainsi  que  C  {a)  :  mais  alors  on  pourra  enlever  de  F(jr), 
par  une  simple  division,  tous  les  facteurs  linéaires  qui 
sont  dans  ^  (or),  et  parmi  lesquels  ne  se  trouve  pas  x —  a, 
çar  autrement  ^  (a)  serait  nnl*  En  désignant  par  Ft  (x) 
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le  rcsiihi!  ainsi  obtenu,  a  sera  racine  de  F,  (a.)  ~  li.  cl 
le  poiyuùiue  ^  [x)  étant  dès  lurâ  premier  avec  Fi  (x),  ou 
pourra  apptiquer  la  méihode  précédente. 

CoROLLAiRB.  —  La  fouctiou  ratiounelle  la  plus  générale 
d'une  racine  d'une  équation  de  degré  m  est  une  fonctîoa 
entière  du  degré  m —  renfermant  par  conséquent  m 
coefficients  arbitraires. 

Extension  aux  fonctions  rationnelles  de  plusieurs 
racines  d'une  équation,  —  La  méthode  précédente  a  sur- 
tout l'avantage  de  pouvoir  être  af^liquée  aux  fonctions 
rationnelles  de  plusieurs  racines  d'une  équation.  On  a , 
en  effet,  ce  théorème  : 

Toute  fonction  rationnelie  non  entière  de  piusiettn 
racines  ricane  équation  peut  être  remplacée  par  une 
fonction  entière  des  mêmes  racines. 

Rien  ne  sera  changé  a  nos  raisonnements ^  si  la  fonc- 
tion 7-7-T»  que  nous  avons  considérée,  renferme  d'autres 

racines  5 ,  c,  etc.,  de  Véquation  F  (x) =0,  et  cette  fonc- 
tion pourra  se  mettre  sous  la  forme  Ao  a  +  A|  a'  -h  ... , 

Ao  et  Al  étant  des  fonctions  rationnelles  de  racines  parmi 
lesquelle  ne  sv  ii  •  mve  pas  a.  A  leur  tour,  on  pourra  rendre 
ces  fonctions  Ao,  A| ,  etc.,  entières  par  rapport  à  une 
autre  racine  puis  par  rapport  a  une  troisième,  et  ainsi 
de  suite. 

EzEHPLB.  —  Toute  fonction  rationnelle  d'une  racine  a 
de  l'équation  du  troisième  degré 

-h  />x*  Hr      4-  r  =  o 

peut  être  mise  sous  la  forme 

mais  il  est  souvent  préférable  de  prendre  une  forme  frac- 
tionnaire dont  les  deux  termes  soient  linéaires ,  et  cela 
est  toujours  possible^  car  si  l'on  divise  les  polynômes 
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a'  4-  pa*  -h  17a  -h  /•  et  Ca'  -H  Ba  A,  dont  le  premier 
est  nul,  Tun  par  l'autre^  on  aura  un  quotient  et  un  re«te 
du  premier  degré  en  a,  et  Fon  conclut  aisément  de  là  que 
la  fonction  A  -h  Ba  +  Ga*  peut  être  mise  sous  la  forme 

ii  +  P  * 

Méthode  d*élùmnation  fondée  sur  la  théorie  des 
fonctions  symétriques. 

Phnni  les  applications  que  Ton  peut  faire  de  la  théorie 
des  fonctions  aymétrîquef ,  Tune  des  plus  importantes  est, 
sans  contredit  >  la  méthode  d*éliminatloii  que  noua  allons 

expliquer. 

Considérons  deux  équations  ,  des  degrés  m  et  n  respec- 
tivement, contenant  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de 
variables  x,  j^,  etc.,  et  entre  lesquelles  il  s'agit  d'élimi-* 
ner  x.  Nous  supposerons  ces  équations  complètes»  et  leur» 
coefficients  entièrement  indéterminé ,  et  les  ordonnant 
par  rapport  à  x,  nous  les  représenterons  par 

(1)     «"-h/>,«'^'-f./>t«*"'-#-.  ..+/>«-iaf+/>i>  =  o, 

(a)      «"  -4-  ^,  X»-'  -t-  q,x*-*  -f.  • . qtt=iO* 

Les  coefficients  paptf  e&c.,  ^t^^ty  c^-t  *ûut  des  ionc-' 
tiens  entières  de  j",  etc. 

Désignons  par  a,  c^..*,  Xc,  /  les  m  racines  de  la  pre- 
mière de  ces  deux  équations  «  lesqueUes  dépendent  de  y  et 

des  autres  variables ,  s'il  y  en  a ,  et  portons-les  dans  la 
seconde  équation  \  on  aura  ces  m  résultats 

4-     à—  -H  qt  b"-'  H- .  .  .  -i-  q^r  ^  -4-  y., 
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Cela  posé,  si  l'on  luulliplie  ensemble  luus  ces  résultats,  et 
que  Tou  désigne  par  V  leur  produit,  il  e«t  facile  de  voir  que 

V=o 

sera  l*équatioii  finale  résttlunt  de  Véliminatioii  de  x  entre 
les  deux  équations  proposte.  En  eflet,  Téquation  finale 

qui  résulte  de  réliminalion  de  x  entre  deux  équations  est 
simplement  la  condition  nécessaire  pour  que  ces  deux 
équaiious  aient  une  racine  commune,  et  il  est  bien  évi- 
dent que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
équations  (i)  et  (a)  aient  une  racine  commime,  est  que 
l'un  des  résultats  (3) ,  ou  leur  produit  V,  soit  nul. 

D*ailleurs ,  V  est  une  fonction  symétrique  et  entière  des 
racines  de  l'équation  (i),qui  coniient,  en  outre,  rationnel- 
lement les  coeffîcicnls  de  l'équation  (2);  on  pourra  donc 
i'xpiimer  cette  fonction  rationnellement  par  les  coeffi- 
cients des  équations  (1)  et  (1), 

En  appliqua'nt  la  méthode  précédente  à  deux  équations, 
dont  les  coeflficients  ont  des  valeurs  particulières ,  on  ob- 
tient toujours  la  véritable  équation  finale,  pourvu  que 
ces  équations  contiennent  la  plus  haute  puissance  de  Tin- 
connue  qu*on  élimine  {voir  h\  Note  \I  pour  le  cas  des 
équations  incomplètes).  Cette  méthode  a,  en  outre,  l'a- 
vantage de  conduire  è  un  théorème  important,  dont  nous 
allons  présenter  la  démonstration. 

Théorème  sur  le  degré  de  Véquatton  finale^  quirèsuhe  de 

T éUinination  d  une  inconnue  entre  deux  équations. 

Nous  conservci  ûiis  les  notations  employées  dnus  le  pré- 
cédent paragraphe,  et  nous  Mi j))K)heroos  toujours  que  les 
deux  équations  (i)  et  (ii),  l'une  du  degré  m,  l'autre  du 
degré  n,  soient  complètes,  et  que  leurs  coefficients,  repré- 
sentés cbacon  par  une  lettre,  soient  dans  une  parfaite  in- 
dépendance. Alors  les  quantités  pi  et  q\  sont  des  fonc<* 


Digitized  by 


TkOtSlCMB  LVÇOH*  4^ 

lions  eulièrcs  du  pi  einier  dogré  par  rapport  vai  iables 
j-j  etc.,  qui  entrent  dans  les  t^quations  propu&ées^  pa- 
reillement, /Vf,  Çt  sont  du  deuxième  degré,  et,  en  général, 
le  degré  des  coefficients  de  x  dans  les  équations  (i)  et  (a) 
'sera  indiqué  parleur  indice.  Cela  posé,  nous  allons  démon- 
trer  le  théorème  suivant  : 

Le  degré  de  Véqtuiiion  jinalc  qui  résulte  de  Vélitn^ 
nation  d^ une  variable  x  entre  deux  équations  complètes 
dont  les  coefficients  sont  indéterminés  et  indépendants 
ies  uns  des  autres,  est  prémément  égal  au  produit  des 
degrés  des  deux  équations. 

Considérons,  en  efièt,  un  terme  quelconque  du  produit 

des  expressions  (3),  par  exemple; 

.  «.6     A  . 
911— « 911— € •  • . 7»— 1  <i  0  >.*i  ; 

ce  terme  se  trouvera  dans  V,  ainsi  que  la  fonction  symé- 
trique dont  il  fait  partie.  V  est  donc  la  somme  d'expres- 
sions de  la  forme 

^    «  ,6  ,i 
ffn — «<jfii— €• .  .Ç'ii— A  tf  .../  , 

en  observant  qull  faut  remplacer  «/n— a  par  i ,  si  0L=:n^ 
et  de  même  pour  les  autres.  Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut,  le  facteur  ^it— te^^n-s*  •  ost  du  degré 

(fi — a)-f-(n — 6) («^).)  ou  mu — («h-S-h.. .-!->) 

par  rapport  aux  variables  jr,  etc.  :  si  donc  nous  faisons 

voir  que  le  second  facteur  ^  a"/»^. . .  est,  par  rap- 
port à  ces  mêmes  variables^ ,  etc. ,  du  degré  ce  -h  ô  -f-.. 
il  sVnsuivra  que  le  terme  de  V  que  nous  considérons  est 
du  degré  mit,  et  que  V  est  lui-même  de  ce  degré.  Les 
coefficients  /ii ,  pt  «  etc.,  de  Téquation  (i)  étant,  par  rap- 
port à  y,  etc.,  d^un  degré  égal  k  leur  indice ,  il  en  sera  de 
même  des  sommes  de  puissances  semblables  5, ,  j, ,  elc, 
de  ses  racines  j  cela  résulte  immédiaicmeut  des  formules 
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de  Newloii.  Ainsi,  le  degré  d  une  fonction  symétrique 
simple  telle  que     est  le  même,  soit  que  ron  considère 
comme  fonction  de  a,     etc.,  soit  qa*on  la  considère 

a  b  •  • .  /  peut 

s*exprimer  en  fonction  des  sommes  ^«t  par  ^amt  formole 
entière  qui  est  du  degré  a  -h  6         H-  X  par  rapport  aux 

racines  a.  h,  etc.,  et  qui  est,  par  consé([iient,  anssî  du 
même  degré  par  rapport  à  jr,  etc.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

^ons  avons  admis  comme  évident  que  les  termes  de 
de^ré  mn,  qui  se  trouyent  dans  V,  ne  peuvent  se  détruire, 
tant  qu'on  laisse  indéterminés  les  coefficients  des  équa- 
tions (i)  et  (a).  Voici,  au  surplus,  un  moyen  très-simple 
de  le  démontrer. 

Cousidëruus  les  deux  équations 

(2')      -h  c,     4-  f/,){x  -I-  f,/  -h  d^)- ,.{x-^c^j  -\~       =  o,  H 

entre  les  deux  inconnues  x  et  ^,  et  qui  ont  pour  premiers 

membres,  1  uir'  j  i  ' )  un  prctduii  Je  m  latieurb  linéaires, 
l'autre (^')  un  produit     //  t acteurs  pareillement  linéaires. 

L'équation  linale  résultant  de  l'élimination  de  jc  entre 
les  deux  équations  (i')  et  aura  évidemment  |xmr 
premier  membre  le  produit  des  mn  facteurs  linéaires  dont 
Vexpression  générale  est 

fjL  et  V  jHMivant  prendre  tontes  les  valeurs  tl<'  i  à  m  el  de  i 
à  /I  respectivement  j  et  si  on  laisse  indéterminées  les 
quantités  ai,  ^i,  Ci,  </i,  etc.,  cette  équation  finale  sera  du 
degré  mn. 

D'ailleurs,  cette  équation  finale  doit  être  comprise 
dans  Téquaiion  V  s=  o,  qui  est  relative  aux  équations  gt'- 
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liëialt's  (i)  et  (a)  ;  dom  (  ctlc  dcrnièn'  uo  s.niraî!  rtrcd'uii 
degré  inférieur  a  m/t,  à  moins  qu'on  ne  suppose  aux  coef- 
ficients des  valeurs  particulières. 

Si  les  coefficients  des  équations  (i)  et  (a)  ont  des  valeurs 
déterminées,  on  pourra  toujours  appliquer  le  raisonne- 
ment qui  précède,  ponrvn  que  ces  équations  contiennent 
la  plus  haute  puissance  de  l'inconnu»'  (ju  on  cliniine.  On 
est  alors  conduit  à  la  proposition  suivaute,  qui  est  géné- 
rale : 

Le  degré  de  V équation  finale  résultant  de  élimina- 
tion dune  ùiconnue  entre  deux  équations  qui  en  con- 
tiennent plusieurs,  est  au  plus  égal  au  produit  des  degrés 
de  ces  équations. 

Ce  ihéoième  a  lieu  encore  si  les  équations  que  Ton 
considère  mnnqueiii  de  la  plus  liaute  puissance  de  Tin- 
connue  qu'où  élimine. 

Soiént,  en  effet,  deux  équations  entre  deux  variables  x 
et  jr,  ayant  respectivement  m  et  n  pour  degrés  et  man- 
quant du  terme  le  plus  élevé  en  x.  En  considérant  x  et  / 
comme  des  coordonnées  rectilîgncs,  ces  deux  équations 
appartiendront  à  deux  courbes,  et  le  désiré  de  Tt^uation 
finale  résultant  de  réliminalion  de  y  sern  éç^al  an  nombre 
des  points  d^intersection  réels  ou  imaginaires  de  ces 
courbes.  Par  conséquent,  ce  nombre  ne  changera  évidem- 
ment pas ,  si  Ton  rapporte  les  deuT  courbes  à  d'autres  axes 
de  coordonnées;  mais  alors  les  nouvelles  équations  de  ces 
deux  courbes  se  dÀluisent  des  anciennes ,  en  remplaçant  x 
et  y  par  des  fonctions  linéaires  nx  -f-  />r,  n' x  -\-  b'j^  et 
contiendront  évidemment,  l'une  un  terme  en  x'",  Tautre 
un  terme  en  x"y  à  cause  de  1  indétermination  de  a  et  a'  ^ 
le  degré  de  Téquation  finale  en  y  résultant  de  Télimi- 
nation  de  x  entre  ces  nouvelles  équations  sera  donc  au 
plus  égal  k  mn  :  par  suite,  le  nombre  des  points  d'inter- 
section des  deux  courbes  n<'  pourra  surpasser  mn ,  et  il  en 
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sera  de  même  du  degré  de  Féqiuition  finale  qui  résulte-' 

'  rait  de  l'élimination  de  y  entre  les  deux  proposées. 

La  môme  dc'tmonstralion  s'appli(ju(  au  cas  où  les  deux 
équations  proposées  coniiciincnt,  outre  x  Gt  J'y  d'autres 
variables  ii,  z,....  £d  efl'etf  si  Ton  pose 

et  que  Ton  considère  A,  k\  etc.,  comme  des  paramètres^e 
raisonnement  précédent  s'appliquera  aux  deux  équations 

proposées  qui  ne  renferment  plus  que  x  et  y.  Par  où  Fou 
voilqnc  r(''(|n  ition  linalceu  j  .,  rlc,  résultant  de  Té- 
liminatîou  de  a:,  sera  au  plus  du  degré  m/i,  si  Ton  y 
remplace  z,  m,  etc.,  par  fy,  k'y,  etc.,  et  cela,  quels  que 
soient  k'j  etc.;  mais  celte  substitution  ne  change  évi- 
demment pas  son  degré  5  lequel  ne  pourra  donc ,  en  aucun 
cas,  surpasser  mn. 

On  peut  au  reste,  dans  chaque  cas  particulier,  fixer 
avec  précision  le  deç^ré  de  1  éfjualîon  lin  de  qui  résulterait 
de  rélimiuaiiou  d'une  inconnue  entre  deux  équations 
données*  On  trouvera  dans  la  iSote  VI  une  règle  très- 
simple  pour  résoudre  cette  question. 

La  méthode  d*élimination  par  les  fonctions  symétrie 
ques,  telle  que  nous  Tavons  exposée,  ne  donne  pas  le 
moyen  de  déterminer,  dans  la  résolution  de  deux  équa- 
tions simultanées,  la  valeur  delà  seconde  inconnue,  qu'il 
faut  joindre  à  chaque  racine  de  Téquation  finale.  M.  Liou* 
ville  a  cherché  à  combler  cette  lacune,  et  il  y  est  parvenu 
(tome  XII  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  applU 
guées)^  comme  nous  nndiquerons  dans  la  leçon  suitantc. 


i 
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KleUnule  do  M  T.iouville  pour  lu  résolution  de  deux  équations  k  deux  in- 
connues. —  hxtension  au  cas  d*un  nombre  quelconque  d'équattooK 
entre  un  même  nombre  d'inconnu^.—  Méthode  d'Abel  pour  déterminer 
Ia  ncine  eommiine  à  4e«x  équftflons.  —  Tbéorèue  de  Lagnnge  sur  las 
condilioBS  néewirifei  pour  qae  dms  équltoat  mient  pliiiifliin  minM 
conmm  IMS* 


Aléthodc  de  M.  lAouvilîe  pour  la  résolution  de  deux 
équations  à  deux  inconnues. 

Soient  deux  équations 

(0  /(xoj^o,    F(x, /)  =  Q, 

entre  deux  inconnues  x  et^  \  nous  introduirons  une  auii  e 
variable     telle  que  Fou  ait 

(a)  /  =    +       <>v   «  =  «Jf 

a  daignant  un  paramètre  indéterminé.  En  mettant ,  au 
lieu  de  sa  valeur  t-^aj^  les  équations  proposées 
deviennent 

(3)  /(I  — «r»r)  =  Of  F(/  — «/,r)  =  o. 

Cela  posé,  nous  éliminerons  j  entre  les  équations  (3)  ; 
Dous  obtiendrons  ainsi  une  équation  finale  en  e,  renfer- 
mant le  paramètre  a ,  et  nous  la  représenterons  par 

(4)  +(/,a)  =  o; 

comme  pour  a  =  o ,  on  a  t  —  x^  l'équalioii  finale  en  x  qui 
rcsuiicrait  de  réiimiuation  de  j  entre  les  équations  (i) 
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sera  d'abord 

(5)  o)  =  o. 

Voici  maintenant  comment  on  obtiendra  la  valeur  dey 

qui  corresponde  chaque  racine x de  celle  équation  finalr. 
l'on  sidérons  t  cl  a  comme  des  roortîojinées  rectangu- 
laires^ l'équalion  (4)  appartiendra  à  uu  lieu  qui  n'est 
autre  cbose  qu*uii  système  de  droites  réelles  ou  imaçi' 
naires,  lesquelles  seront  aussi  représentées  par  Téquation 
linéaire 

où  Ton  doit  remplacer  x  eijr  successivement  par  les  divers 
couples  de  solutions  communes  aux  équations  (i). 

Considérons,  en  particulier,  un  couple  de  valeurs  de  x 

et  ^  satisfaisant  aux  proposées,  et  la  droite  correspon- 
dante f  =  .r-f  oij^  dont  l'ordonnée  à  Toi-ij^ine  est  OM  =  x 
(fi§'  roeffîcieut  angulaire  taug  MAO  =  y. 

Supposons  d'abord  qu*à  la  valeur  x  que  nous  considé- 
rons ne  corresponde  qu'une  seule  valeur  de  /  ;  la  droite  AB 
sera  la  seule  des  droites  représentées  par  Téquaiion  (4)« 
qui  passera  par  le  point  M  :  en  d'autres  termes,  la  droite  A  B 
sera  la  seule  lauL^enlc  uu  point  INI  du  lieu  que  repr  ésente 
Téquation  (4)-  Mais  le  co(!l(iei(Mil  angulaire  de  la  laiigente 
en  un  point  quelconque  a)  de  ce  lien  s'obtient  en  dii- 
férentiant  Téquatiou  (4))  ce  qui  donne 

(6)  d  b     r/4.  fft 
d'où 

dt 

éqnation  qui  ne  sera  en  défaut  que  si  Ton  a  en  même 
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temps  —  =  o ,  —  =  o  j  ce  qui  n  a  lieu  que  pour  los 

poînu singolieri*  Nous  a&Yoïis,  d'ailleurs,  qu*aa  point  M, 
qui  â  pour  coordonnée»  a  =  o  et  l  =  la  tangente  a 
pour  coefficient  angulaire    ^  on  a  donc 

etnotrt'  ^)roblème  est  résolu. 

L'application  de  cetic  inéihode  exige  lui  calcul  plus 
long  que  si  Von  se  proposait  st  ulemcnl  1  eiijmiialiuu  de  >" 
entre  les  deux  équations  pioposées^  car  le  premier  mem- 
bre de  Téquation  finale  (5)  a*est  que  le  premier  terme 
de  Téquation  (4)  ordonnée  par  rapport  â  a  :  mais  on  peut 
démontrer  qu^il  n'est  pas  nécessaire  de  calculer  Téqua* 
don  (4)  tout  entière,  et  quMl  suffit  d*en  connaître  les 
deux  premiers  termes.  Imaginofis,  en  cflel ,  que  le  po- 
lynôme ^(^,  5t)  soit  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
de  or  y  lie  sorte  que  Tou  ait 

(7)       4,(f,  a)=«r(0-»-«».(0-4-«'»»(0-H..., 

et  qu'on  connaisse  les  deux  premiers  termes  elcri(l); 
Téquation  finale  en  x  sera  d*abord 

b(x)  =  0. 

Ensuite  on  lire,  m  dilléi cni ianl  1  écpvaliou  (7)9  et  déno- 
tant les  déi'ivées  à  la  mauière  de  Lagrange» 


(8) 

d'où 


et,  par  conséqueul, 


4- 
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Ùéqnation  précédente  fera  connaître  la  valeur  de  y  qui 

correspond  à  chaque  racine  jr ,  t*l  elle  ne  sera  en  défaiil 
que  pour  les  valeurs  de  r  aux(|iiel!e8  correspondent  phi- 
sieura  valeurs  de  jr>  C  est  le  cas  que  nous  allons  actuelle- 
ment examiner. 

Supposons  qu'à  une  même  racine  x  de  Fëqnation  (5) 
correspondent  deux  valeurs  de  jr  que  nous  dési^fnerons 
par  y  et  yt'^  alors  les  droites  AB,  AiBi  (fig*  a),  repré- 
sentées par  les  équations 


passeront  par  un  même  point  M  de  Taxe  OT  :  autrement 
dit,  au  point  M,  qui  est  un  point  de  la  ligne  représentée 
par  Téquation  (4)  »  il  y  a  deux  tangentes  k  cette  ligne , 

AB  et  Ai  B|  j  on  a  doue  en  ce  point  -^  =  o,  -—==0»  et 
pour  avoir  la  valeur  de  ^  >  il  faut  diÛéreutier  Téqua- 
tion  (6) ,  ce  qui  donne,  à  cause  de  ^  =  o, 

,   ,  (ÎH    dt       d^^  /fffV 

£n  faisant  a=:o  et  t=x,  on  tirera  de  cette  équaliuji 

deux  valeurs      ^9  qui  seront  précisément  celles  de  j 

etjrt\  et  l'on  peut  voir  aisément  qu'il  suffit  de  connaître 
les  trois  premiers  termes  de  ^(1,  «).  Différentions,  en 
effet,  les  écfuations  (8)  *,  on  aura 
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Diaprés  cela,  faisant  dans  i'équalion  ((^),a  =  a><=ar> 
—  ==     on  aura 

é({iiation  dont  les  racines  sont  les  deux  valeurs  y  et  yu 
qui  correspondent  k  x. 

On  voit,  par  là,  comment  il  faudra  opérer,  si  à  une 
même  valeur  de  x  correspondent  trois  ou  un  plus  grand 
nombre  de  valeurs  de  y.  Je  ne  crois  pas  qu  il  soit  néces- 
saire d'insister  davantage.  Remarquons  seulement  que , 
pour  qu'à  une  valeur  de  x  correspondent  denit  valeurs 
de  j,  il  faut  que  l'on  ait  en  même  temps 

pour  qu'il  y  ait  trois  valeurs  de  y  correspondantes  à  la 
valeur  de  jc,  il  faut,  de  plus ,  que  Ton  ait 

ej"(x)  =  o,    i»'j(a:)  =  o,    CT,  (x)  =  o, 

et  ainsi  de  suite.  Ces  cas  particuliers  ne  pourront  donc 
jamais  se  présenter  que  si  Téquation  finale  a  des  racines 
^ales. 

Extension  au  cas  d'un  nombre  quelconque  d*é(f  nations 
entre  un  même  nombre  d'inconnues, 

La  même  méthode,  où  Ton  peut  éviter  les  considéra- 
tions géométriques  que  j'ai  cm  devoir  employer  pour  plus 
de  clarté,  s'applique  au  cas  d*un  nombre  quelconque 

d'équations  entre  un  pareil  nombre  d  inconiuies. 

Soient,  par  exemple,  trois  équaiious  à  Uois  inconnues 
J^j  savoir: 

(«)  /(4P,r,«)  =  o,    F(*,r,»)  =  o,   f(x,j,»)  =  o; 

on  posera 

(a)  #  =;  jr  H-ajr +  es, 

en  désignant  par  t  une  nouvelle  >  ariable,  et  par  a,  6  deux 


Uiyitized  by  Google 


54  QUATRIÈMe  LEÇON. 

indéterminées,  puis  on  ptu  icra  dans  les  équations  (i  |  la 
valeur  dex,  tii'ée  de  l  éc^ualiou  (2)  :  on  aura  aiusi  trois 
équations  j 

entre  lesquelles  on  éliminera  jr^i  x  (*).  Soit 

(4)  ^(r,  a,6)  =  o 

requalitiii  finale  en  t  ainsi  obtenue;  on  aura  d  aijoid  1  é- 
quation  imalc  résultaai  de  i'élimiualiou  de  ^  et  z  entre 
les  proposées,  en  faisant  l=sx,  a  =0,  Ë^o^ce  sera 
donc 

(5)  o>  o)  =  o. 

Maintenant,  pour  avoir  les  valeurs  j  et  z  qui  correa- 

poudcni  à  chaque  racine  x  de  cette  équation  finale ,  on 

dîflereniiera  réfjuaiion  (4)  par  rapport  à  tx,  puis  par  rap- 
port à  6  j  ou  obtiendra  ainsi 


(6) 


dt 

D'ailleurs,  en  ditlérentiant  l'équaiion  (2),  ou  a 

dt  ^        dt  _^ 

faisant  donc  dans  les  équations  (6)  a  ==:  o,  ê  =  o,  £  =  x, 

(•"^  I.a  inrlliofic  (l  i  liminalîofi  par  lo->  fuiu  lidii»-  s)  int  tri» jucs  sera  élcn- 
diic,  <laii»  la  huiti«*rnc  Ie«,'on,  au  cas  d'un  nomlirc  «luvlconque  d'équation». 
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on  aura 

=     (x,  o,  o),     «  =     (r,  o,  o). 

Comme  dans  le  cas  de  deux  équations ,  il  ne  sera  pas 
nécessaire  de  connaiire  les  termes  de  4*  (ty  ^)  qiû  dé- 
passent le  premier  degré  en  «  et     car,  si  Ton  suppose 

on  aura 


par  conséquent ,  réquatiou  finale  en  x  sera 

s=  o, 

et  les  valeurs  de  ^  et  z  seront 

Si  à  une  même  valeur  x  correspondaient  deux  valeurs 
dejr  et  de  les  formules  précédentes  seraient  en  défaut; 
il  faudrait  alors  opérer  comme  nous  Fayons  fait  dans  le 
cas  de  deux  équations.  Ces  cas  d'exception  n'offrent  au- 
cune difficulté,  et  je  ne  crois  pas  nécessaire  de  nous  y  ar- 
rêter davantage. 

Au  lieu  d  employer  deux  indéteriniiiees  a  et  o,  comme 
nous  l'avons  fait,  on  peut  se  borner  à  une  seule ,  et  poser 

(7)  f         -h  aj -h  a»2; 

on  remplacera  dans  les  équations  proposées  x  par 
t  —  ajr  —  a*z  et  on  éliminera  ensuite  et  on  obtien- 
dra ainsi  une  équation  finale 

(8)  4»(i,«j  =  o. 
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L'équation  finale  en  x  s'en  déduira,  comme  précédem- 
ment, en  faisant  a  =  o,  f  c=  x\  cette  équation  sera  donc 

^  (a:,  o)  =  G. 

Pour  avoir  jr  et  2,  on  diiKérentîera  demc  fois  Téquation  (7), 
par  rapport  à  a  ;  ce  qui  donnera 

éi  du 
Cela  posé,  en difTérentiant  TÀ^uation  (8), ou  trouve 

d'où 

difTérentiant  aussi  celte  équation  (10)  par  rapport  à  on 


aura 

2 


da        dt  da* 


OU,  en  remplaçant  ^  par  sa  valeur  tirée  del'équation  {9), 

Kiiliii,  faisant  a=  o,  ï  =x,  dans  les  équations  (10)  et 
(11),  on  aura 

(x,o),    a«=r  ,[;,(x,  o). 

Il  est  facile  de  voir  qu'il  n  est  pas  nécessaire  de  calculer 
l'équation  (8)  entièrement,  et  qu'il  suffit  d*en  connaître 
les  trois  premiers  termes. 

Le  problème  dont  nous  venons  de  donner  la  soluiion, 
d'après  M.  Liouvillc,  est  compris,  tlu  moins  lorsqu'il  ne 
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s'agit  que  de  denx  ^«pialioos,  dans  un  autre  problème 
plus  général  tnité  par  Abel.  Supposoos  qu^on  ait  deux 
équations 

et  qu'ayant  éliminé     on  ait  trouvé  cette  équation  finale 

cette  dernière  exprimant  la  condition  pour  que  les  deux 
proposées  où  y  sera  alors  rinconnue  aient  une  racine 
commune,  la  recherche  de  la  valeur  de  qui  correspond 
à  une  racine  de  l'équation  finale  en  est  ramenée  à 
trouver  la  racine  commune  j  aux  denx  équations  pro- 
posées. C*m  précisément  la  question  qu*Abel  a  résolue 
dans  un  Mémoire  publié  dans  les  Annales  de  Maîhéma-' 
tiques  de  GeiT^onut' ,  loiue  X\  11 ,  et  qui  ne  fait  pas  partie 
du  Recueil  de  ses  œuvres  complètes.  iNous  allons  exposer 
sommairement  1  analyse  de  ce  grand  géomètre. 

Méthode  d^Ahel  pour  déterminer  la  tvcùte  commune 

à  deux  équations. 

Quand  deux  équations  ont  une  racine  commune  ^  on 
pent  déterminer  cette  racine  parla  métbode  du  plus  grand 
commun  diviseur;  mais  on  peut  aussi,  comme  Abel  Ta 

fait  voit-,  former  immédiatement  Texpres  si  ou  de  celle  ra- 
tine cooimune  par  la  méthode  drs  fonctions  symétj  i- 
ques  :  on  peut  encore ,  par  le  même  procédé ,  déterm^iner 
une  fonction  rationnelle  quelconque  de  cette  racine  com- 
mune. 

Soient  les  deux  équations 

(2)  F  (y)  =  j  «  4-  7,  H-  7,/—*  -h . . .  +  r  H-  =  «» 
qui  ont  une  racine  commune  j^i,  mais  qui  n'ont  que  cette 
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seule  radae  eonitBoiie,  cl  propOMos-noiift  de  calculer  une 
ùmeùoa  nuiomielle  et  entière  f  (jr,)  de  cette  ittctne. 

Désignons  par  Xtj  Yr  J«  les  n  racines  de  Téqua- 

lion  et  portons-le^  dans  le  premier  membre  de  1  é«|ua- 
lion  il)     (j  )  ^  on  aura  ces  n  résuluis 

ihmt  le  premier  est  onl.  Faisons  ensuite  les  produits 
n  —  f  in  —  idecesn  quantités,  et  désignons  générale- 
ment par  celui  de  ces  prodoits  qui  ne  contient  pas 
le  facteur  /  (j^)  ;  les  quantités  ^ 

wront  toutes  îniîles.  à  rpvcepliou  de  la  |Hemière.  Cela 
posé,  on  aura  idcntiquemeot 

d  iiù,  par  la  division, 

le  signe  ^  s  étendant  à  toutes  les  racines  de  Téqu^ 

tîon  (2).  On  voii  rjuc  c  ellf  exj)n'ssi<jn  de  j  (  Ti  )  e^^t  i»"e 
fonction  8ymélri(|ue  et  raliuiinelic  de  tuuics  ies  racines  de 
Téquation  (  2),  et ,  par  conséquent ,  on  pourra  la  calculer 
par  Tune  des  méthodes  que  nous  avons  exposées. 

Tel  est  le  principe  de  la  méthode  d*Abel  ;  mais  on  pent, 
par  un  artifice  ingénieux  quMl  a  indiqué,  simplifier  no> 
tablcment  le  calcul  de  la  foncfîon  o  (ji).  Soil  Q  (j)  une 
f(in<lion  rîîliofiiu-lle  quelcoinjue  dont  nous  nous  reser- 
vons de  déterminer  ultérieurement  la  forme  j  ou  aura,  de 
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même  que  précédemment , 

H'B,e(r.)?(7,)  =  2Ro(r)ç(jr), 

d'où,  par  Jadivisiou, 

CtMtt.'  nouvelle  cxpiessitm  dv  (> ,  )  <'Sl,  comme  la  piéeé- 
dcDte,  im«  fonction  symétrique  des  racines  de  récjiia- 
tion  (  2)  et  pourra  être  calculée  de  la  même  manière  \  mais 
elle  devient  plus  simple  ^  coimne  on  va  le  voir,  en  dispo- 
sant convenablement  de  la  fonction  indéterminée  B{y). 
Nous  désignerons  par  F'  (y  )  la  dérivée  de  F  (/) ,  et  nous 
poserons  avec  Abel , 

la  valeur  de  ^  (j,)  sera  alors 

Cela  posé,  les  tjuanlités  R^,  lij,...,  U,  [m  su  cul  s'exprimer 
rationnellemenl,  la  première  en  foiu  tiuii  dr  y,,  la  seconde 
en  fonction  de  j^f ,  etc.,  la  dernière  en  fonction  de  y,,. 
En  effet,  est  une  fonction  symétrique  des  quantités 
,  , . ,  J^fl  1  excepté  j/t ,  c'est-à-dire  une  fonction  sy- 
métrique des  racines  de  Téquation 
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OU 


pourra  donc  s*expnmer  sous  forme  radonneile  et 
entière  eti  fonction  de  jft  et  des  quantité  connues  qui 
entrent  dans  les  équations  (i)  et  (2) ,  de  la  manière  sui- 
vante : 

Eu  outre ,  par  l'un  des  procédés  indiqués  dans  la  ii  oisièni<» 
leçon  )  on  pourra  chasser  de  l'expression  de  toutes  les 
puissances  de  j^^^  supérieures  à  la  (n  —  i)'^"^»  en  sorte  que 
la  valeur  de  R^»  aura  finalement  cette  forme  : 

(3)        R/t—PbH-pir/iH-p.  j'-h-.H-f»— irîT'î 

ei  1  on  déduira  de  cette  équation  les  valeurs  de  Rj , 
Rt)*  •  •)  R^ ,  en  donnant  successivement  à  l'indice  les 
valeurs  t,  a,  3,...,  n. 
La  quantité  R^  9  (j^)  pourra  également  s'exprimer 

par  un  polyn6me  entier  et  rationnel  par  rapport  à  y  a  de 
d<  gi  û  n — I,  et  cpi'on  calculera  aisémcui  t^uaiid  11^  5cra 
trouvé  ;  soit  donc 


n — I 


Mais  par  un  théorème  connu  (^),  si  ^(y)  désigne  un 
polynôme  quelconque  du  degré  n  —  i,  la  somme 

V±i£l 


Ce  théorème,  qui  résulta  Ao  \:\  !h<>nri(>  de  la  décomposition  d  une 
traction  ralionnellc  eu  fraclioiiii  »iin|»le9,  «era  démontré  daiu  la  leçon 
fuirante. 
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étendue  aux  racines  x«  * y«  i  •  >  y»  de  Téquation 

a  pour  valeur  le  cociiiciciu  de^"""*  dans  ^{y}'^  on  aura, 
d'après  cela , 


et,  par  suite, 

"(4)  f(r.)= 


R 


R   

2é  rTT)  - 


U  suffit  donc ,  pour  avoir  la  valeur  de  notre  fonction  en- 
tière if  (y,),  de  calculer  les  coefficients  dey""*  dans  R«  et 

R^cp(jra).  Pour  une  autre  fonction  entière  *l*(/i),on 
aurait  pareillement 

T„«i  désignant  le  coefficient  de  j^Jp'  dans  ^(j/Aj'y  et, 
par  suite,  pour  une  fonction  rationnelle         >  on  aura 

Si  l'on  veut  seulement  calculer  il  faudra  faire 
^(j^,)  =     dans  l'équation  (4)f  '«-i  sera  alors  le  coeffi- 

cieni  de  J^"'  dans  i^^y^-  or,  en  multipliant  Téqua- 

tion  (3)  par  jr^,  on  trouve 


•—I 


et,  en  chassant  j"^  à  l'aide  de  Téquation  (a), 
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on  a 

R/»     =     H-  (pi,-»  —  y,  ^m~i)jr^\ 
et ,  par  suite, 

la  valeur  d«  j'i  sera  donc 

^  Po-»  —  7'  P*— '    P»^» 

P-.     —  p»-. 

Par  où  l'on  voit  qu'il  suillt,  pour  avoir  ji,  de  calculer 
dans      les  coefficients  de  J*^*  et  de 

C/t'si  îri  rocrasloii  de  mcnlionncr  un  beau  llicori'ine 
que  La^idiigc  a  démontré  dans  s<ni  celcbrc  Mémoire  in- 
séré parmi  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  pour  1770  et 
1771,  et  qui  est  relatif  aux  conditions  nécessaires  pour 
que  deux  équations  aient  plusieurs  racines  communes. 

Théorème  de  Lagrange  sur  les  conditions  nécessaires 
pour  que  deux  équations  aient  plusieurs  racines  coni- 
munes* 

L  objet  de  ce  théorème  est  de  faire  connaître  les  condi- 
tions pour  que  deux  équations  algébriques  aient  deux , 
trois )  etc.f  racines  communes,  quand  on  connaît  la  con- 
dition pour  qu*elles  en  aient  une.  Voici  en  quoi  il  con- 
siste. 

Si  \  =  o  exprime  la  condition  pour  que  deux  équa- 
tions algébriques 

(2}  i- (j-J  =  x"  H-  q.jf'-'  H-  ^tx^"'  4-..  .-h  +  7,==o, 

aient  une  racine  commune ,  V  désignant  une  J'oncfiun 
entière  des  coejficients  p^^  p^^. ,  ^^qi^  q^^» ,  ,^  les  condi- 
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lions  néceisaires  pour  deux  tacines  communes  seront 


ou  bien 


V  =  o    et  o  ; 


tfqn 


pareillement  les  conditions  nécessaires  pour  trois  racines 
communes  seront 


ou  bien 


V  =  o,    -^=o,  — -  =  0, 

dpi 

t/y,  dql 


et  ainsi  tic  suite  ;  en  sorte  (ju  nn  obtiendra  les  conditions 
nécessaires  pour  'j  niririfs  cuf/imunes,  en  joignant  à  l*c- 
qualion  nécessaire  pour  une  seule  racine  commune  les 
p. — I  équations  quon  en  déduit  en  la  différentiant  ^ — i 
/bis  par  rapport  au  dernier  terme  de  l'une  des  deux 
équations  proposées. 

Tel  est  rënoncé  que  Lagrange  a  donn^  de  son  théorème  ; 
iiiai.s  il  est  ju't:ci>6iiiri'  d  ajouter  quelques  mois  sur  la  ma- 
uière  dout  cet  éuoucé  doit  é  ire  cnieudu.  Aiii&i  les  équatious 

V  =  0,     — =0,  — —  s=0,...,  — p=ro, 

expriment  simplement  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que  fi  racines  de  Féquation  (a)  satisfassent  à 
l*équalîon  (i).  en  sorte  que  si  Féquation  (  '2)  a  des  racines 

égales,  il  sera  |X)ssiblc  do  salisfairt;  aux  a  équations  dv 
condition  écrites  plus  liaut,  sans  que  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (i)  et  (2)  aient  un  diviseur  commun  du 
degré  |x y  ce  qui  serait  la  condition  nécessaire  pour  que  les 
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équations  (i)  et  (a)  eussent  réellement  racines  com- 
munes. Pareillement  les  équations 

expriment  les  conditions  nécessaires  pour  que  fi  racines  de 
réquation  (i)  satisfassent  à  Téqualion  (a),  en  sorte  que  si 
l'équation  (i)  a  des  racines  multiples ,  on  pourra  satisfaire 
aux  ^[uations  de  condition  précédentes ,  sans  que  les 
équations  (t)  et  (  2)  aient  réellement  (i  racines  communes. 

Il  faut  remarquer.  i;n  outre,  cjue  le  dernier  terme 
ou  rjf^,  par  rapport  auquel  soûl  prises  les  dérivées  de  V, 
doit  être  considéré  eomuic  uu  paramètre  indéterminé  dont 
tous  les  autres  coeÛicicnts  sont  indépendants. 

Gela  posé»  passons  à  la  démonstration  du  théorème. 
Soient  a,  5,  c, . . .  Xr,  /  les  »  racines  de  Féquation  (2)9  et 
posons 

V  est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  Téqua- 
tion  (2),  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières 
des  coefficients  de  Téquatîon  (i)  ;  on  pourra  donc  exprimer 
cette  quantité  par  une  fonction  entière  des  coefficieiUâ  des 
équations  (1)  et  (2). 

Les  racines  « ,  ^i  ^,  /étant  indépendantes  de 

les  dérivées  des  quantités  y  (a),  ^(^),..,,  y  (/)  par  rap* 

port  à      sont  toutes  égales  à  Tunité^  donc  — —  est  égale 

k  la  somme  des  produits  m — i  km — i  des  quantités 

pareillement   est  égale  à  la  somme  des  produits 

m  —  aàiR — s  des  mêmes  quantités,  et  généralement 
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•j-j  -r^r     ^ale  A  lâ  somme  de  leurs  produits  m — i 


Par  coQséqueat,  Téc^uaLiou  qui  a  pour  racines  les  n 
quantités 

/(^),        /(*),  /(/) 

est 

X»  1  ,  X'-'H-.  .a:  ïT-^X» 

1.2...    — ^i.a.a^i/?» 

Or,  pour  que  ^  racines  de  Téquation  [%)  satisfassent  à 
l'équaiion  (1)9  il  faut  et  il  suffit  que  rëquation  eu  X  ait 
ft  racines  nulles,  c'est-à-dîre  que  Ton  ait 

•  d\  d'\  rf"""'  V 

ce  qui  démontre  îe  théorème  énoncé. 

La  démonstratioa  qui  prcccde  c«t  plus  claire  et  plus 
précise  que  celle  qui  a  été  donnée  par  Lagrange.  Il  sem- 
ble eâectiTemeot  au  premier  abord  ^  par  le  raisonnement 
de  Fauteur,  qu'il  est  permis ^  dans  Ténoncé  du  théorème, 
de  substituer  aux  dérivées  de  V,  prises  par  rapport  au 
dernier  terme  de  Tutie  devS  équations  proposées ,  les  déri- 
vées prises  par  rapport  à  un  cœflicieiit  queJcoiiqiK  ,  ou 
même  par  rapport  à  un  paramètre  dont  un  ou  plusieurs 
de  ces  coefficients  seraient  fonctions.  Mais  il  est  aisé  de 
Toir  cp^on  obtiendrait  de  cette  manière  des  équations  de 
condition  trop  générales. 

Par  exemple ,  p,„^i  étant  le  coefficient  de  x*'  dans/* ( jt), 
et  tous  les  auii  es  cocfilcicnts  clant  indépendants  de  pm-i^ 

S 
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les  équadans 

V  =  o.  f-=o 


peuvent  avoir  lieu,  quoique  lc8  équations  (i)  et  (a)  ii*aieiit 
qu'une  seule  racine  commune.  En  effet,  les  dérivées  de 
/(a),  /(/),  par  rapport  à        ,  ont  respecti- 

vement pour  valeurs  a',  ^S.. /'  \  donc ,  a  cause  de 

V=/(a)/(^).../(0, 

on  aura 


Il  est  évident,  d  après  cela,  que  les  équations 

seront  vérifiées  si  chacune  des  équations  proposées  a  une 

racine  nulle. 

ExtMF  I  F.  —  Appliquons  le  théorème  de  La^^raujj'c  aux 
deux  équations 

H-  /y,  r'  -h  Pi  X  -h  p,  =  O, 
Jr'  -h  îf.*  -H  9a  =  O. 

En  appelant  a  et  les  racines  de  la  seconde  équation , 
on  a 

—  9*  ?t/>i        (ffî^  a  ?0        -H  ^»/»î—  ?  «  ^» H-  /'n 
et 
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La  condition,  pour  que  les  proposées  aient  une  racine 

commune,  est  V  ^  o  ;  par  suite,  les  conditions  pour  deux 
racines  communes  sont 

dV 

^=«- 

En  éliminant  pt  entre  celles-ci ,  il  vieni 

(çî  —  4  ya)      —  9>  —    /»•     /'O*  =  o ; 

cette  dernière  ae  décompose  en  deux  autres.  En  prenant 

on  expriiiie  que  les  deux  racines  de  Téquation  du  second 
degré  sont  égales  entre  elles,  et  cet  racines  satisfont  à 
l'équation  du  troisième  degré  en  Tertn  de  la  condition 
V  ss  o«  En  prenant,  au  contraire» 

l'équation  ~  =  o  se  réduit  à 

qxq^  —  qipy  -!-/?,  =  o. 

Les  deux  équations  précédentes  expriment  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  première  des  équa- 
tions proposées  soit  divisible  par  la  seconde. 


5. 
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Dccouipudiliun  en  Iraclions  simples,  d'une  fraction  ratiuanellu  dont  le 
dénomimitMiv  n*m  pas  de  factsiin  mulliplM.  —  DémoDStration  d'une 
formiile  d'antljM.  ^  Méthode  de  M.  Lion  ville  pour  décompoeer  une 
freetion  rationnelle  en  fractions  simple».  —  Cas  dat  fractions  ration- 
nelles dont  ledénominatenr  a  des  fiicteurs  maltiples. 


Nous  nous  sommes  appu)  é ,  dans  la  dernière  leçon , 
sur  une  formule  ({uc  l'on  peut  déduire  de  la  théorie  de 
la  décomposiuou  des  frac  tions  laiionnellcs  en  fractions 
simples,  ou  qui,  inversement,  peut  être  prise  pour  \v 
point  de  départ  de  cette  théorie.  Nous  allons  étudier  en 
détail  ce  double  point  de  vue.  Nous  commencerons  par 
établir  un  procédé  pour  décomposer  en  fractions  simples 
une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  n'a  pas  de 
facteurs  multiples ,  et  nous  en  déduirons  la  formule  dont 
nous  venoiis  de  parler.  Nous  donnerons  ensuite,  de 
cette  même  formule,  une  démonstration  directe  due  à 
M.  Liouville,  et  nous  exposerons  la  méthode  qu'il  eu  a 
déduite  pour  former  les  fractions  simples  dans  lesquelles 
peut  se  décomposer  une  fraction  rationnelle.  Nous  ferons 
voir,  enfin,  comment  on  peut  passer  du  cas  des  fractions 
rationnelles  dont  le  dénominateur  n'a  que  des  facteurs 
simples ,  au  cas  des  fractions  dont  le  dénominateur  a  des 
facteurs  multiples. 

Décomposition  en  fractuMis  <iitnpleSy  (Tune  fraction 
rationnelle  dont  le  dénominateur  na  pas  de  fac- 
teurs multiples* 

Théorème. — Soient 
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un  pofynéme  du  degré  m  dont  touies  les  racmes  n  »  & , 
c,...,  l  sont  inégales ,  et¥  {x)  un  polynôme  du  degré 

m —  I  au  plusj  il  y  aura  un  système  fit  valeurs  des 
constantes  A,  B,  C,.*.,  L,  iel  t^ue  Von  aura  identi- 
quement 

(i)    77—.  =  1  7  H  h...  H  >» 

et  il  n'y  en  aura  quun  seul. 

L'équation  (1)  pcul  s  écrire  ainsi  : 

/  .        ^,  ^     A/(x)     B/(x)  L/(x) 

et  n  Ton  admet  qu^dle aoit  identique,  elle  aera  satisfaite 
quand  on  donnera  à  x  les  valeurs  a,  5,  c,...,  l\  maïs 
pour  X  =  fl ,  tous  les  termes  du  secoud  membre  soui  nuls  . 

â  resception  du  premier  A  ■  ^  '  qui  se  réduit  à  A/'  (a): 

X  e 

on  a  donc 

F(<.)  =  A/'(«),    d'où  A=£i^j. 

L'équation  (2),  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l'équa- 
tion (i)  ne  peut  donc  avoir  lieu  ideutiqucmcut  que  si 
l'on  a 

ces  valeurs  de  A^  etc.,  sont  les  seules  qui  puissent 
remplir  la  condition  demandée.  Pour  prouver  qu'elles  la 
remplissent  en  effet,  remarquons  qu'en  les  adoptant,  l'ë- 

quaiioii  2)  sera  salisfaile  pour  les  rn  valeurs  a  ,  />  ,...5  / 
dcr,  et  sera  par  conséquetil  idt'iilique ,  puisque  son  de- 
gré est  m  —  1  au  plus  :  d'ailleurs  ,  les  valeurs  trouvées 
pour  A,  B,  etc.,  sont  finies,  car  les  racines  a>  &  ,  etc., 
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font  inities.  On  a  donc  la  valeor  snivante  de  la  fraction 

Il  F(^) 
rationnelle       ;  : 

/(*) 

F(x)__F(a)      I      ^  Y[b)      1  ,  F(/)  I 

i"  •  .  •  "T" 


Supposons  maintenant  que  le  numérateur  de  la  fraction 

raliounelle        soit  d  uu  degré  égal  ou  supérieur  à  celui 

du  dénominateur.'  Désignons  par  E  (x)  le  quotient  de  la 

division  de  F  (jc)  par  f{pc)y  et  par  ^{x)  le  reste  :  on 
aura 

mais,  à  cause  de  F  (x)  =  E  (x) •f{x)  +  9 (x) ,  on  a 

doue 

On  voit  <{ue  les  fractions  simples ,  dans  lesquelles  se  dé- 
compose la  fraction  rationnelle ,  sont  les  mêmes  que  dans 

le  premier  cas  ;  il  faut  seulement  ajouter  le  quotient  entier 
de  la  divi&iou  du  numérateur  par  le  dénominateur. 

'  Démonstration  dune  formule  d'analyse, 
L'équaùon 

ayant  lieu  identiquement  si  F  est  de  degré  inférieur  à 
les  coefficients  de  x'""'  sont  égaux  dans  les  deux  membres  ; 
si  donc  on  désigne  par  P  le  coefficient  de  x*""'  dans  F  (.r  ) . 
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on  aura 

p  _  Uni + 11*1  +  ^lai, 

/'{«)    /'{à)  fit) 

ou 

Dans  celle  formule,  /'  (x)  désigne  la  dérivée  d'un  po- 
l^Tîôme  quel(on(jU(*  y  (x)  de  drgré  m,  dont  le  premier 
terme  a  pour  coefficienl  l'uni lé,  et  F  (x)  est  un  polynôme 
quelconque  de  degré  inférieur  à  m,  dans  lequel  le  coeffi- 
cienl de  x'""'  est  égal  à  P.  Quant  au  sigaie  2,  il  s  éiend 

à  toutes  les  racines  de  f(x)s=:o»  Cette  formule  est  celle 
sur  laquelle  nous  nous  sonunes  appuyé  dans  la  leçon  pré- 
cédente, et  que  nous  avions  admise  sans  la  démontrer.  Si 

le  polynôme  F  (x)  est  du  degré  m —  a  au  plus,  on  aura 
P  =  o,  et,  par  suite , 

2 !■•(-■■)  _„ 

McUiO(l4i      M.  Liouuille  pour  dècotn  poser  une  fraction 
rationnelle  enjraclions  simples, 

M.  Liouvillc  a  déduit  de  1  éqiialiou  piécédenle  ini 
nioven  ingénieux  de  prc  senlor  la  théorie  de  la  décomposi- 
tion des  {Va<  lions  rationudles  [*),  jNous  allons  exposer  ici 
cette  méthode. 

Soient  f  (x)  et  F  (x)  deux  polynômes  des  degrés  m  et 
m — I  respectivement,  ayant  pour  valeurs 

F(«)  =  P«"-'  -h...  , 
et  considérons  l  équation 
(I)  /(*)+. P(x)  =  o, 


(*|  JowmI  de  Mûthémati^wi  fmrv»  ci  appliqmve*,  loni«  XI»  pogc 
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OÙ  ot  désigne  une  indéterminée  qui  n*entre  ni  dans  ni 
dans  F  \  représentons  par  la  notation  la  sonune  des 
racines  de  Téqualion  (i),  on  aura 

et  ces  racines  étant  des  foncLions  de  a  ,  ou  aura,  eu  diffë- 
reutiant  l'équalion  (2)  par  rapport  à  a, 

(3) 

On  a  aussi,  en  dilTëreutiaut  Téquation  (1)  par  rapport 
à  0c ,  et  dénotant  les  dérivées  à  la  manière  ordinaire , 

[/'(x)  +  »F'W]g^-F(;t)  =  o; 

a'où 

dx  F(x) 


On  pourra  donc  écrire  Téquation  (3)  de  la  manière  sui- 


vante : 

F(x) 


2 


=  p. 


Dans  cette  équation,  le  signe  ^  s'étend  à  toutes  les  ra- 
cines de  l'équition  (i),  et  Ton  peut  considérer  a  comme 
une  quantité  entièrement  arbitraire^  faisant  doue  a  =  o, 
on  aura 

/'(«)"' 

le  signe  ^  s  étendant  alors  aux  racines  de  1  équation 

/(x)=îO. 

Si/ étant  toujours  du  degré  m,  F  n'est  que  du  degré  m —  2 
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au  pliu»)  P  sera  nul,  et  Tou  aura  , 

Yoicîf  maintenant,  comment  M.  Liouville  dédnil  de 
«   cette  dernière  formule  le  théorème  relatif  à  la  déoompoei- 
tioD  des  fractions  rationnelles. 

Soient  i  (a)  un  polynônn;  du  dcgié  m — i  au  pi  us,  y  (x) 
uu  polyooiue  du  degré  m ,  tel  que 

6).. .(«-/), 

et  posons 

le  degré  du  polynôme  9  (x)  surpassant  de  deux  unités  au 

moins  celui  de  F  (or),  ou  aura,  d'après  le  théorème  qui 
vient  d'ètie  établi , 

2 F  (x) 

ou,  comme  û,^,c,...,/etf  sont  les  racines  de  ç  (x)  =  o, 

Cela  poaé,  eu  dilïérentiant  l'équaiion 

,(*)  =  (*-/)/lx), 

on  troave 

f(x)  =  (x-/)/'(x)+/(x)i 

on  aura  donc 
et 

,'(<.)  =  ,;<•-»)/'(«),  '/(/,)  =  (*-<)/'(*),.... 

D'aprètcela,  l'^quatioit  (4)  donnera 

FÇO  _  _i_      F(A1  j.       ■   F(0  ■ 
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ce  qui  est  précisément  la  formule  à  laquelle  nous  avons 
été  conduit  parla  première  méthode. 


Cas  des  fractions  rationnelles  dont  le  dénominatear  a 

des  facteurs  multtf^les» 

Du  cas  d'une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur 
n'a  que  des  facteurs  simples ,  on  peut  passer  à  celui  d'une 
fraction  dont  le  dénominateur  a  des  facteurs  multiples, 
en  employant  un  artifice  qui  nous  a  déjà  servi  dans  une 
précédai  lie  Icçou. 

Supposons,  par  exemple,  que  parmi  les  m  racines  a,  5, 
c, . A,  /  de  Téquation /  (.r)  =  o,  deux  soient  égales  entre 
elles,  que  Pou  ait  ^  =  a,  mais  que  toutes  les  autres  ra- 
cines soient  inégales  et  différentes  de  a ,  et  soit  toujours 
F  (x)  un  polynôme  de  degré  inférieur  au  degré  dey  (x)  ^ 

il  s'agit  de  décomposer  la  fraction  en  fractions  sim- 
ples. rSous  prendrons  d'abord,  au  iieu  de  J  (j^) ,  un  poly- 
nôme ^  (x),  qu'on  déduira  de / (x)  en  remplaçant  l'une 
des  deux  racines  a  par  une  racine  peu  différente  a  4-  A; 
nous  poserons, en  un  mot, 

^(^)_ — — , 

et  alors  nous  aurons  cette  valetir  de  la  fracdon  ^r^i) 

On  a  d'ailleiu-s 

I  I  /i  A» 

X — a  — /i      jc  —  ft      (X  —  a  y      (x  —  ety 
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donc 


f  M  ~  Lf'  l«)  ^  t  (a     A} J  *  - 


Mais  la  dérUée  (f'  (x)  de  9  (x)  a  pour  valear 

d'où  ,  ni  faisant  succcssiveuient  x  x  ~  a  -\-  Jl^  el  6C 
rapptdant  quey^(x)  =  o  a  deux  racines  égales  à  a, 

on  aura ,  d'après  cela , 

F(.r)_  lhV{a  +  h)       aF(«)']  _l  

A-F(a  +  /0[-      t  A  -1 

/(»+*)  L(*-«)*  (*-«)•  J 

H — /-T~;  -f* .  • ,  -t- 


Or 

/(a-f-A)     A/"  lu)""  +  ' 

en  développant  F  [a -h  h)  et  f[a  -h  A)  par  la  formule  de 
Tajlor,  else  rappelant  que  J  (a)  et  J*  (a)  sont  nulles, 
on  trouve  que  le  second  memlire  se  rédnit  à 

2  6 
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On  aura  donc ,  pour  A  =s  o, 

L/(«H-A)       A/'H«)J''  3/'^  (a) 

oo  a  aussi 

/i*F(fl  +  /i)  _  a)-h...]  _  %¥  (a) 

2  a. 3 

Faisant  donc  A  =o,  dans  la  valeur  de  -7—:  écrite  plus 
haut,  on  aura  la  valeur  suivante  de 

/(*) 

F  (x)  _  6  r  (g)/"  (^)  -  aF(ii)/"  (a)     1      .  aFW  t 


/(X)-  Zr^ia)  x-«  ' 

_^  F(r)      I        ,  ,   F(/)  I 


On  voit  aisément  coiiime  it  il  faudrait  opi  i  i  r  dans  le  cas 
où  J  (x)  aurait  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  racines 
égales  à  a.  Mais  nous  n'insisterona  pas  davantage  sur 
cette  méthode,  de  laquelle  il  ne  semble  pas  qu'on  puisse 
déduire  un  procédé  commode  pour  déterminer  générale- 
ment Terpression  algébrique  des  diflTérents  termes  dans 
lesquels  peut  se  décomposer  une  fraction  vationnelle  ;  il 
UOU&  sulht  d'avoir  montré,  par  ce  qui  précède,  que  la 


formule  relative  au  cas  d'une  fraction  rationnelle 


/(') 

dont  le  dénominateur  f{x)  n*a  pas  de  racines  égales, 
n*est  pas  aussi  particulière  qu^on  aurait  pu  le  croire,  et 
qu^elle  renferme  implicitement  tous  les  cas. 


r 
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Thi'oric  i^éïK-rale  de  la  dccomposition  <les  (Variions  rationnelles  en  Irac- 
tioiis  simples.  —  Théorèmes  sur  la  posjbibiUic  de  décomposer  une  frar- 
iSoa  ntiomiéll*.  —  Wétbodm  poar  dfcetuer  la  décomposition  d'une 
Anetioji  nitionnfllle  en  fraetbv  timplw. 


Théorie  générale  fie  la  décomposition  des  fractions 
rationnelles  en  fractions  simples. 

Nous  avons  été  luihIuIi  naiurcUcmcnl ,  par  une  ques- 
tion incidente,  à  nous  occuper  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples.  Les  détails 
dans  lesquels  nous  sommes  entré  à  ce  sujet,  suffisent 
pourTobjet  que  nous  avions  en  vue;  maïs  la  théorie  des 
fractions  rationnelles  est  si  importante,  et  ses  applications 
dans  1  analyse  mathémaliq^ie  si  variées,  que  je  crois  utile 
de  la  reprendre  ici ,  eu  lui  donnant  tous  les  développe- 
ments qu  elle  comporte. 

Nous  commeocerons  par  établir  qu*une  fraction  ra*> 
F  (x) 

tiounelle  -p-, — :>  dont  les  deux  termes  sont  des  polviiômcs 
f{x)       ^  ^  J 

ffuelconques  premiers  entre  eux,  est  décomposable  en 

une  pailie  entière  (qui  peut  ôlre  nulle),  et  en  plusieurs 
fractions  simples  à  numérateurs  constants .  ayant  pour 
dénominateurs  les  diverses  puissances  des  i acteurs  li- 
néaires qui  peuvent  diviser  le  polynôme  f{x).  Nous 
démontrerons  ensuite  qu'une  fraction  rationnelle  n*est 
décomposable  ainsi  que  d'une  seule  manière,  et  nous 
indiquerons  enfin  le  moyen  d^effectucr  la  décomposition. 
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Théorèmes  sur  la  possibilàé  de  décomposer  une 
fraction  rationneile. 

THto&ÈME  I.  — Si  a  désigne  une  racine  de  l'équation 
y  (x)  =  o,  a  son  degré  de  multiplicàc,  en  sorte  çue 
ton  ait 

/(.r)  =  (x-«r/(x), 
yi  (x)  étant  un  polynôme  non  divisible  par  x  —  a,  la 

fraction  rationnelle         supposée  irréductâle,  pourra 

toujours  être  décomposée  en  deux  parties  de  la  manière 
suivante  : 

F(.r)_       A        ^  F,(x) 

A  étant  une  constante,  et  Fj  (x)  un  polynôme  entier 

et  rafionnel. 

En  elfet,  on  a  ideniiquement,  et  quelque  soit  A, 

Ffx)  ^         F(x)         ^       A  Ffx)— A/.(4f) 

et  pour  qae  le  deuxième  terme  dn  second  membre  ne 
contienne  à  son  dénominateur  que  la  puissance  a  —  t 
dn  facteur  x  —  a,  il  faut  et  il  suffit  que  le  numérateur 

F  (a:)  —  A  Ji  [xj  s'annule  pour  j:  =     Posons  donc 

F(«)- A/.(«)  =  0,    d'où    A  =  ^|; 

ceUc  valeur  de  A  sera  finie  et  dîfTérente  de  zéro  ,  puisque 
f  [a)  vi  h  [a)  ne  sont  pas  nulb  :  or,  si  1  on  fait 

F(x)-A/,(x)  =  (x-«)F,(x), 

on  aura 

F  :    )  ^   _A^^_^  F,  (x) 

f{x)  "      _  (x-a)«  — /(^)* 

ec  qu'il  fallait  démontrer 
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CoioLLAiRE.  —  En  appli(juant  le  même  théorème  à  la 
fivction  ,  on  pourra  la  meure  «oas  la 

forme 

 A.   F,  (r) 

A|  étant  une  constante  et  Ft  (x)  une  fonction  entière; 

seulcmenl  ici  A|  peut  Hre  nulle,  rai  F»  (x)  peut  admellre 
le  facteur  x^a.  En  contijauaut  ainsi,  ou  voit  que  la 

fraction  rationnelle        peut  être  décomposée  de  la  ma-* 

nière  suivante  : 

F(x)^        F(x)        ^  I         ^'  I 

A ,  A, ,  A, ,  etc.,  étant  des  constantes  finies  et  détermi- 
nées dont  la  première  n*cst  pas  nulle,  et  Fac  (x)  une  fonc- 
tion entière. 

Soient  maintenant  b  une  seconde  racine  de  /(.r)  =  o 
et  c  son  degré  de  midtiplicilé,  en  sui  te  ^ue  l'on  au 

F  /  \ 

en  appliquant  la  iormule  prêt  édeuie  à  la  fraction  *^  ■ , 
on  aura  une  valeur  de  la  forme 

^A^l  .  B  __B,  _ 


0 
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et,  par  suite, 

f^')  («— «f  (*—«)"-'  '*■  *— « 

B,  B, ,  etc.,  étant  des  constantes  détermiiKn  s  doui  la  pre- 
mière n'est  pas  nulle  y  et     (jc)  une  fonction  entière. 

Il  résulte  de  U,  qu'en  général,  si  l'on  suppose 

/(X)  =  (*  -  «)«  (X  -  A)^ . .  (*  -  cy, 

la  iraciiou  i  aiiounellc^|^j  pourra  être  décomposée  de  la 
manière  suivante  : 

F(x)   A  A,  ^g  —  I 

B  B.         .        .  B 


S  — t 

4-  -  .  .H  7» 

-  \6  —  I  X  b 


(x  —  cj'''      (x  —  c) 

A ,  Al , . . . ,  B,  Bi . . ,  C,  Cl , . . étant  des  constantes 
ûnies,  et  E  (x)  une  fonction  entière. 

Au  lieu  de  s'occuper  d'abord  des  fractions  simples  re- 
latives k  la  racine on  aurait  pu  commencer  par  celles 

(f  uî  se  rapportent  à  une  autre  racine,  h  par  exemple  ;  mais, 
eurniTie  nous  allons  le  faire  voir,  on  aurait  toujours  trouvé 
le  même  résultat. 
TnÉoaàiCB  II.  —  Une  fraction  rationnelle  n'est  dé- 
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composable  ^ue  d'une  seule  manière  en  une  partw  en- 
tière  et  en  fractions  simples» 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  ces  deux  valeurs  d'une 

même  fraction  rationnelle        •>  * 
A  B 


et 


A'  B'  f'  /  N . 


OU  aura 


A  A' 


Cela  posé,  a  et  a'  étant  respectivement  les  exposants  des 
plus  bautes  puissances  de  x  —  a ,  dans  les  deux  membres , 

je  dis  que  «  =  «'  et  A  =  A'.  Supposons ,  en  effet ,  que  « 

et  ol'  soieiil  inégaux  et  c^ue  a  soit  \v.  plus  grand  \  tirons  de 

l'équation  précédente  la  valeur  de  ^ — ,  et  réduisons 

tous  les  autres  termes  au  même  dénominateur  ;  on  aura 

A      _  yfx) 

ou 

j>  ei  t|/  désignant  des  polynômes  dont  le  second  n  est  pas 
divisible  parx — a.  D'ailleurs,  A  est  iiut  tujistantc;  il  faut 
donc  quelle  soit  nulle,  car  Téquation  précédente  donne 
A  =  o  pour  X  =s  a.  Si  donc  A  n'est  pas  nul ,  on  ne  peut 
supposer  a  ^  a\  et  Ton  ferait  voir  de  même  que,  si  A' 
VL^êl  pas  nul ,  on  ne  peut  supposer  non  plus  a  <<  a'  ^  on  a 
donc  a  ss a^  Je  dis  maintenant  que  A  —  A'.  En  effet,  de 

6 


Digitized  by  Qoogle 


Sa  SIXIEME  Lsçon. 

F  f  X  ) 

l'équation  entre  les  deux  valeurs  de  -r^,y  on  tirera,  a* 

étant  égal  a  a, 

A  —  A'  f  (jr) 


ou 

A-A'=r(,-«)îlL\ 

ç  cl  étant,  comme  précédemment,  des  polynômes  dont 
le  second  u'cst  pas  divisible  par  X  —  a  ^  comme  A  —  A' 
est  constant,  et  que  sa  valeur  est  nulle  pour  x  =  ii, 
d'après  réquation  précédente,  on  aura  A  =s  A'* 

Les  termes  qui  renferment  la  plus  haute  puissance  de 
X —  a  en  dénominateur,  dans  les 'deux  valeurs  de  la  frac- 
tion rationuitUc,  étant  égaux  entre  eux,  on  pourra  les 
otcr  de  part  et  d^autre ,  et  les  deux  restes  seront  égaux.  Ën 
raisonnant  de  même  sur  ces  deux  restes,  on  fera  voir  que 
les  termes  qui  conliennent  en  dénominateur  la  plus  haute 
puissance  du  même  binème  x  a,  ou  d*un  autre  binôme, 
sont  aussi  égaux  entre  enx^  et  en  continuant  ainsi,  ou 
[iiouvcra  que  les  fractions  simples  des  deux  valeurs  de 

/(x)  ^^"^  ^g^los  chacune  à  chacune  :  il  en  résultera ,  par 

conséquent,  l'égalité  des  parties  entières  Ë  (x)  et  E'  (x), 
CoxoLLAiEB.  —  La  partie  entière  qui  entre  dans  la  va- 

leur  d'une  fraction  rationnelle décomposée  en  frac- 
tions simples  étant  indépendante  dn  moyen  ([u  on  euiploic 
pour  elVt'Ctuer  la  decuiiiposuiori,  on  obtiendra  cette  partie 
entière  en  faisant  la  division  de  F  (x)  par  ^^(x)^  car  sî 
f  (x)  désigne  le  reste  de  cette  division ,  Ë  (x)  le  quotient, 
on  aura 
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Or,  le  degré  de  9  (x)  étant  moindre  que  celtii  de/(  .r)f  U 
valeur  de  yj^'j     contiendra  évidemment  pas  de  partie 

entière^  donc,  cic. 


Méthodes  pour  effectuer  la  décomposition  d'une  fraction 
rationnelle  en  fractions  simples» 

Le  corollaire  (lu  iIkm >rèmc  I ,  par  lequel  on  tiéinontrc 
]a  possibilité  de  la  décomposition,  donne  aussi  le  moyeu 
dereilectuer.  Ainsi,  dans  le  cas  où  les  exposants  a,  ^v^y 
se  réduisent  tous  à  l'unité ^  on  en  déduit  aisément  la  for- 
mule que  nous  avons  obtenue  dans  la  leçon  précédente  ; 
mais,  ce  cas  simple  excepté,  Temploi  de  ce  procédé  exi- 
.   gérait  des  calculs  fort  pénibles. 

On  peut  aussi  euiployer  la  méthode  des  cociticicnts 
indéterminés  ;  il  faut  alors  calculer  la  partie  entière  en 
divisant  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  par  le  dé- 
nominateur, ainsi  qué  nous  Tavons  déjà  dît  plus  haut; 
on  n*aura  plus  ensuite  qu'à  décomposer  une  fraction, 
dont  le  numérateur  est  de  dei;i  é  iuici  ieur  à  celui  du  déno- 
minateur; on  égalera  celle  fraction  à  la  somme  des  frac- 
tions simples  dans  lesquelles  elle  est  susceptible  de  se  dé- 
composer, et  dont  les  numérateurs  constants  sont  les 
seules  inconnues)  on  chassera  les  dénominateurs,  et  en 
égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans 
les  deux  membres,  on  obtiendra  une  série  dYvjua lions  tjui 
serviront  à  déterminer  les  inconnues. 

Exemple.  —  Soit  à  décomposer  la  fraction  rationnelle 

—   en  fractions  simples. 

On  posera 

1  A      B      C  D 

 :  =  -  -h  —  H  1  , 

jt' (X  —  i)  or*      *     *  —  1 

6. 
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d*où,  en  ciiassaiu  les  déiiumiiiau:uis, 

—  —  Ah- (A  -  B)«H-(B  — C)x'-h(C  +  D)ar», 

et  y  par  conséquent,  • 

•--Aài,    A— Bso,    B  — C  =  o,  C+Ds=:0» 
d  ou 

A=  —  1,     B=  —  I,     C=:—  I,  D=l, 

et,  par  suite, 

r    lit  I 

—  1}  X*       X       X  —  1 

Nous  allons  iritlnjULT  iiuc  auti     nicliiodc  qui  ii  cxigi* 

que  l'emploi  de  la  division  algébrique. 

F  f  r  ) 

Soit  la  fraction  rationnelle  -^t^  ^  dont  le  dénomina- 

/{*) 

icnr  J\x\  a  pour  valeur 

celte  fraction  n'étant  susceptible  que  d*une  seule  décom- 
position ,  on  peut  clierclîor,  à  part  la  partie  entière ,  les 

fractif)]is  Simple»  it  punik'iU  à  la  raciiu!  (i  ^  P"is  celles 
qui  répondent  à  la  racine  etc.,  et  faire  ensuite  la 
somme  de  tous  les  résultats  partiels  ainsi  obtenus. 

La  partie  entière  l^(x)  s'obtiendra  par  la  division  de 
F(x)  par  f(x)'^  voyons  comment  on  peut  obtenir  les 
fractions  simples  qui  répondent  à  chaque  racine,  à  a  par 
exemple.  Soit 

Posons  X  s=  a  +  &  5  ordonnons  les  polynômes  F  (a  +  //) 

el/i  (/!-+-//)  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  A, 
et  iâisoiis  la  division  du  premier  par  le  second,  en  arrê- 
tant le  quotient  au  terme  du  degré  a  —  i  en  A  -,  soient 

A  +  A,/i  + A,A'  +  .  .+  A«-i/j*~* 
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ce  quotieot,  et  A*  R  le  reste  qui  contient      à  tout  sei 

termes ,  en  sorte  que  R  désigne  ici  une  fonctiou  entière 
de  ^  j  on  aura 


l-^-^l  =  A  -h  A,  A  4-  A,  A»  A«..  I  A*-  ^  , . 

Remplaçons  dans  cette  ^alitë  h  par  sa  valeur  jr — rr, 

puis  divisons  les  deux  membres  par  (x  —  ^  rcmui  - 
quons  enlin  que  R  se  réduira  à  une  fonction  eiilière  dcx, 
F«  (x)  \  on  aura 

F(-r)^  F(x) 
A  A,  A,  .  A««i  F«(x) 


—  1- — ■  1  »  I   ^  i  \  î 

d'où  il  suit  que  la  partie  de  la  valeur  de  y^j' 
relative  a  la  racine  a,  sera 

A  A|  .  AcK^i 

-H  .    .  -f-  * 


On  pourrait  déterminer  ainsi  ^  indépendamment  les  unes 
des  antres  |  les  fractions  qui  se  rapportent  aux  diverses 
racines ,  mais  il  sera  plus  simple  d'appliquer  la  même 

méthode  à  la  fraction         qui  complète  les  termes  déjà 

trouves  -,  on  oblidiilra  aln>i  les  termes  (jui  se  rapportent 
à  une  secoudc  racine,  et  une  troisième  fraction  sur  la- 
quelle on  continuera  l'opération. 

La  méthode  précédente  a  surtout  Favantage  de  faire 
connaître  Texpression  alg^rîqne  des  numérateurs  des 
diverses  fractions  simples  dans  lesqudles  se  décompose  la 
fraction  rationnelle  proposée.  En  eflct ,  la  division  des 
polynômes  F  (a  -h  h)  et  fx  (a  H-  A) ,  que  nous  avons  eliec- 
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tuée,  dans  le  but  d'obtenir  les  coefficients  A«,  Atf.)  , 

revient  évidemment  à  développer  la  fonction  v^~-^-t-! 

en  série  ordonnée  suivauL  les  puissances  croissantes  de  h, 
ctcomnac  une  fonction  n'est  développalile  (jue  d  une  seule 
manière  en  une  série  de  cette  espèce,  on  obtiendra  le 
même  résultat  en  laisant  usage  de  la  formule  de  Ma- 
claurin.  Si  donc  ou  pose 

ou  aura 

=       H.  A)  =  îlîl . 

1 .2. .  .(a  —  i) 

en  désignant  par  A'^  le  reste  de  la  série  ^  ici  Ri  est 
une  fonction  rationnelle  de  h  qm  n'est  point  inûnie  pour 

t  ,  ,       ,  F(<i-hA) 

A  =  o,  et,  par  conséquent,  cette  valeur  tic  yj^^  ^  /^j 

identique  k  celle  trouvée  précédemment.  On  aura  donc 


A  =  f[a)^    A,  =  y'(<i),    Al  ==  •       >  "  > 

I  •  2 


A«~l  ÏS?  ■:  r  ? 

I  .a,  •  ,(a  —  i) 
d'où  réftidte  ce  tbéorème  général. 
Théorème.  —  6i  I  on  a 

f{x)  =  (X  -  a)*  (x-        .  .(x  -  c)^ 

^iie  F  (x)  désigne  une  Jonction  entière  de  .r,  dont  le 
fuotient  par  f  (x)  soii  ^(x)^  et  que  Von  fasse  y  pour 
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0/1  tmi'a  la  vaieiw  suivante  da  la  fraction  raUonnclle 

I  y^^)    ,    f(^)    ,      y^W      ,    ^  v^"'(^) 

(x  — (or— i.a(x— -  i) (x  — 


— <r)y     («— c)/-»     i.2(ar-^c}J'-^  i.a...iv  —  ij  ^x  — c) 

Ce  résultat  est  susceptible  d  une  autre  forme  très- 
simple  et  très-élégante 9  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  la 
Note  IV* 

La  théorie  qui  vient  d*6lre  exposée  subsiste  entièrement 

si  quelques-unes  des  racines  de  f  (x)  =  0  sont  imagi- 

naires*  mais  la  valeur  de       est  alors  compliquée  d*ima- 

/(^)  ^ 

ginaircs.  On  a  cherché  à  modifier,  dans  ce  cas,  la  manière 
d'effectuer  la  décomposition  de  façon  À  n'introduire  que 
des  quantités  réelles ,  et  on  j  est  parvenu  par  une  mé* 
thode  que  nous  exposerons  dans  la  leçon  suivante. 

/  ■ 
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SEPTIÈME  LEÇON. 

Mode  ptrticviier  d«  dëeoinpotitioA  des  fmtioas  ntfonndlM  dont  lo  déao- 
ininateur  a  des  facteurs  Hnéairea  imiginaire».  —  Condition!  pour  que 
rinlégrale  d'une  difTércntielle  rationnelle  soit  «^{ébriquè.  —  Détermi- 
nation du  terne  général  d'nne  série  récnrreote. 


Mode  particulier  de  décomposithn  des  fractions  ration^ 

nelles  dont  le  dénominateur  a  des  J acteurs  linéaires 
imaginaires  M 

La  possibilité  du  uuuvtau  mode  de  décomposition , 
nous  avons  en  vue,  r^nlte  dn  théorème  suivant  : 

TbAorème  I.  —  Si  j?'  H-  px  +  ^  est  le  produà  de  deux 
facteurs  ùnagifusires  conjugués  du  polynôme  réel  f(x)y 
n  la  plus  haute  puissance  de  ce  trinôme  quidiuise  J  [x), 
en  sorte  quon  ait 

F  [x) 

la  fraction  réelle  et  rationnelle  y. ç—  pourra  se  décom- 
poser en  deux  parties^  de  la  manière  saillante  : 

F(x)_      Px  +  Q        ,  F.(x) 


P     Q  étant  des  constantes  réelles,  et  Fi  (x)  u/i  poly- 
nôme réel. 
En  effet  9  on  a  identiquement 

lif)^  F(x)  

/(x)      {x'-hpx  '^qy/,  (x) 
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et  Von  peut  déterminer  P  et  Q  de  manière  que  le  numé- 
rateur de  la  deuxième  partie  du  second  membre  soit  di- 
visible par  ar*  -f-  /?.r  -h  <7,  c'est-à-dîre  de  manière  que  ce 
numc-ratcur  s  aiiiiulu  ea  i^mplaçant  x  par  chacune  des 
racîues  de  Tecpation 


Soient  /i  H-  *  V— t  et  A  —  k  V  —  i  ces  deux  racines,  et 
posons 

F  (  A  ±:  *  ^  )  ^  [p  (/•  =fc  A  ^  ) -h  Q  J/ (/i±:*  = o  ; 
on  tirera  de  là 


M  et  M  étant  des  quantités  réelles  dont  les  valeurs  sont 
finies  et  déterminées,  puisque,  par  hypothèse, /i  (x)  n^est 
pas  divisible  par     +  px  +     L'équation  précédente  se 

décompose  daub  les  deux  suivaiiici»  ; 

qui  donnent  pour  P  et  Q  ces  deui  valeurs  réelles  et 
finies, 

Les  valeurs  de  P  et  Q  étant  ainsi  déterminées ,  nous  po- 
serons 

F(ar)-(P^'H-Q)/:(jr)_^ 

jc-  -t-  jjx  4-  y  »  /> 

Fi  (x)  désignant  un  polynôme  réel,  et,  par  suite,  on  aura 

F{x)   PjcH-Q  F.(jg)  . 

(4s»+/ï*  +  7)-/i  (*)  9)*    («'H-  /wr  +  v)^»/;  (x)  ' 

ce  quli  fallait  démontrer. 
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GoaoLLAiBE.  -«Ou  voit  par  là  que  la  fraction  ratîoti- 

neWc  yr~  pourra  se  décomposer  de  la  manière  suivante  : 

F(x)_      Px-hQ  P>*-f-Q. 
/{«)      (x'-h/w-h^)-     (*>  H./wr  +  f  )— '  ' 

^  P— .JT-t-Q,^.  .  F,(x) 

— — — "  +  -7- — r> 

Q,  Pi ,  Qi ,  elc. ,  désignant  des  constantes  réelles ,  et 
F«  (x)  un  polyn6me  réel  aussi.  Et  en  combinant  le  théo- 
rème précédent  avec  le  théorème  analogue  démontré  dans 

la  deruièro  leçon ,  on  obtient  celui-ci  : 

Théorème  II.  —  Si  Ton  décompose  le  polynôme  J  [x) 
en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré,  en  sorte 
çuon  ait 

F(x) 

on  pourra  décomposer  la  fraction  rationnelle  y^^de  la 

manière  suivante  : 

-h...   


PxH-Q  P.x-hQ,  .  JP^-'-^^-^-Q— I 


(x'+rr-hj)'-      (j:'4-rx-4-^)— a:»  4- rx  H- j  * 

E  (x)  désignant  une  partie  entière  qui  peut  être  nulle,  et 

A ,  A| , . . . ,  C,  C| . .,  P,  Q ,  P| ,  Qi , . . . ,  R ,  S  j  Ri  ^  S| . 
des  constantes  réelles. 
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TnÉoiàMB  m. — Une  fraction  raiionneilen*est  décùm^ 
posable^iw  d*une  seule  manière  en  fractions  simples  de 
la  forme  qu*on  vient  de  considérer. 

Soient  deux  valeurs  d  uue  même  fraction  rationnelle 
Tfx) 

rr—r'  On  démontrera,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la 

leçon  précédente  )  l'égalité  des  fractipns  simples  qui  cor*» 
respondent  anx  facteurs  du  premier  degré  du  dénomina- 
teur) et  quant  A  celles  des  fractions  simples  cpii  correspond- 
dent  aux  facteurs  du  second  degré,  elle  peut  se  démontrer 
d'une  manière  analogue,  comme  nous  allons  voir.  Soient 

le  terme  dont  le  dénominateur  contient  la 


plus  haute  puissance  de  x^-hpx-^g  dans  la  première 
valeur  de       »  et  j—r^r—^-^—r-'  le  terme  analogue  dans 

la  seconde  valeur.  Je  dis  d'abord  que  n'  =  n.  Supposons, 

en  elit'l,  tjue  cela  ne  soit  pas,  et  que  n  ^  n'  :  de  1  égalité 

qui  a  lieu  entre  les  deux  valeurs  de  -^rr-l  y  tirons  la  valeur 

/(') 

de  ^jj^^^^y^  cette  valeur  sera  exprimée  par  une 

somme  de  quantités  dont  aucune  n'a  en  dénominateur 
une  puissance  de  jc*  4*  px  H-  ç  supérieure  k  n  —  i .  En 
réduisant  donc  tontes  ces  quantités  au  même  dénomina- 
teur, on  aura  une  égalité  de  la  forme 

p*-hQ  y(^)  ^ 

ou  '  ' 


f  (x)  01  ^  {t)  désignant  des  pulynurncb,  iloal  le  second 
^(x)  u  est  pas  divisible  par      -h  px-^q.  Or  régaliié 
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précédente  est  impossible;  car,  autremenl,  réqaaiîon 
+  Q  =  o  devrait  admettre  les  deux  racines  de  inéqua- 
tion X*  -h  px  -h^  =  o,  ce  qui  ne  pi  ul  arriver,  à  moins 
que  P  el  Q  ne  soient  nuls  en  même  temps,  contraire- 
ment  à  l^bypothèse.  On  ne  peut  donc  suppoi»ei-  n  ^  n'  ni 
]>i»,  pour  une  raison  semblable;  par  conséquent,  on 


a  it'  =  I». 


Je  dis  maintenant  que  l'on  a  aussi  P'=  Q.  Re- 

prenons, en  effet,  Pégalité  qui  a  lieu  par  hypothèse  entre 

les  deux  valeurs  de  ^7^^  mettons  dans  un  même  membre 

/(^) 

les  deux  termes  7— — *  ^— r.  et  t-z  »  et  dans 

le  second  membre  tons  les  autres  termes  dont  les  dénomi- 
nateurs ne  contiendront  aucune  puissance  de    -l- pxH-  ^ 

suj>c'rieure  à  la  [n  —  i)''"""-  réduisant  tous  ces  derniers 
termes  au  même  dénominateur,  on  aura  une  égalité  de 
cette  forme 

OU 

(P _  F} X  +  (Q -  Q')=  +  V)  J-gj, 

<f  (x)  et<p(x)  désignant,  comme  précédemment,  des  poly- 
nômes dont  le  second  n'est  pas  divisible  par  x'  -h  px  -+-  y, 
et  Ton  fera  voir  aussi,  comme  plus  haut,  que  cette  égalité 
exige 

P=P',    Q  =  Q'. 

Il  suit  de  là  que  dans  les  deux  valeurs  de  -tt— ,  ?  les  termes 

qui  coutienneut  en  dénominateur  la  plus  haute  puissance 
d'un  facteur  du  second  degré  sont  <%auz  *,  en  supprimant 
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ces  deux  termes,  les  denx  restes  auront  encore,  pour  Is 

mômo  raisDri,  deux  termes  é^aux^  et,  en  rontlnuant  aiii^ji, 
on  voit  que  les  deux  valeurs  de  la  fraction  considérée  ne 
sont  formées  que  de  fractions  simples  égales  chacune  à 
chacune  :  il  eu  résulte  en  même  temps  Tégalilé  des  parties 
entières,  s'il  y  en  a. 

Méthode  de  décomposition. — Pour  effectuer  la  décom- 

position  d'une  fraction  rationnelle^r|^j  >  on  déterminera 

la  partie  ciilièrc  et  les  fractîoi^s  qui  correspondent  aux 
facteurs  réels  du  premier  degré  du  dénominateur,  cuiniiK 
on  Fa  vu  dans  la  leçon  précédente.  Quant  aux  fractions 
qui  correspondent  aux  facteurs  réels  du  second  degré,  on 
pourra  les  déterminer  successivement  par  le  procédé 
même  cfuî  nous  a  servi  k  démontrer  le  théorème  I.  On 
puui  l  a  aussi  faire  usage  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés. 

Dans  le  cas  où  les  racines  imaginaires  de  Téquation 
ff{x)  =  o  sont  toutes  inégales ,  on  peut  déduire  la  nouvelle 

expression  de  la  fraction  rationucUe  de  celle  qui  a 

été  établie  dans  la  cînqpiième  leçon.  Soient,  en  eiîel, 
Ji^f(^~i  et  h  —  — 1  deux  racines  simples  imagi- 
naires et  conjuguées  de  l'équation  y  (x)  =  o  -,  l'expression 

de  la  fraction        contiendra,  comme  on  la  vu  dans  la 

cinquième  leçon ,  les  deux  termes  suivants  : 


SBPTIÈIIB  LSÇOir. 

La  somme  de  ces  deux  termes  est  de  la  forme 


X  —  h  —  k  V  —  1      a:  —         ^  V  —  ' 

ou,  en  réduisant  les  deux  fractions  au  môme  déiioiiiiud- 
teur,  de  la  forme 

Px4-  0 


(x  —  hy  +  A'  ' 
P  x  H-  O 

d'où  il  suit  que  la  fraction  r  ^.  ■ ,  ^  .  »  où  P  et  Q  dési- 

guent  des  constantes  réelles ,  pourra  remplacer,  dans  l'cx- 

pression  de  les  deux  fractions  simples  qui  corres- 

/(x) 

pondent  aux  racines  h:±:k  ^ — i . 

Condithns  pour  que  l'intégrale  d*une  d^érentieUe 
rationnelle  soit  al^^chrique. 

L'un*'  <1«  s  applications  les  plus  impori  i  ntes  de  la  lliroHc 
qui  vient  d'être  exposée,  est  l  iutégratiou  des  diiiéreu- 
tielles  rationnelles.  Nous  n*avons  |K>int  à  nous  occuper  ici 
des  détails  de  cette  intégration,  et  nous  nous  bornerons  k 
donner  les  conditions  pour  quVne  dilTérentielle  ration* 
nelle  ail  une  intégrale  algébrique. 

Soit  une  dilTérentielle  rationnelle 

et 

/(x)  =  (X- *)«..  .(x-r)', 

a^h^,»       étant  des  quantités  réelles  ou  imaginaires^  on 
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mettra  la  fraction        soiu  la  forme 

Ffx)           ,          A                 A.         .  A^  , 

'  i  =  E(jp)H  1-  l-...-l--JLzi 

B  B.  B 


-4-. 


o  —  I 


C  c  c  , 


Pour  avoir  Tim^rale  de  jr~^dx^  il  faut  multiplier  par 

isCr  chaque  terme  de  cette  valeur  de  \J^,->  et  întéerer  tous 

les  résultats.  Or,  les  seuls  parmi  ces  résultats  dont  rinté- 
grale  n'est  pas  algëbriipie  sont  ceux  qui  ont  pour  dënomi- 
uateur  la  première  puissance  de  Tun  des  binômes  x — 

4C—  ^,  eic. 

Ou  a  eu  eiiet ,  si  a'  n*est  pas  égal  à  i , 


II 


A  r/x  A 

constante 


(X  —  «  )*  a'  (x  —  a) 

et,  Si  a'  =i  if 


A  (ijc 

 =  A  log  («  —  «)  -h  constante. 


Donc ,  pour  que  rrj— -  dx  ait  une  int^rale  algébrique ,  il 

laut  et  il  suHii  que,  dans  le  développement  <lcy  en  frac- 
tions simples,  il  n*y  ait  aucun  terme  dont  le  dénominateur 
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soit  da  premier  degré ,  c*est-4-dire  que  Ton  ait 

Gela  exige  d'abord  que  le  polyutoe  f{x)  ue  contienne 
aucun  facteur  linéaire  simple.  Nous  avons  vu,  dans  la 

leçon  précédente,  qu'en  posant 


c(x)  =  (x  — r) 

on  a 


les  coudiuouâ  pour  que  J*^^^  ^  algébrique,  sont 

donc 

y«-»(«)=:0,          — (6)  =  0,...,  o/-'(c)=0, 

quelles  que  soient  les  quantités  a,  c,  réelles  ou 


iiiia^inaircs. 


Ces  conditions  soiu  en  môme  nombre  que  les  racines 
a,  6,... ,  mais  si  le  degré  de  F(x)  est  inférieur  de 
deux  unités  au  moins  de  celui  dey  (j?),  Tune  d'elles  sera 
comprise  dans  les  autres.  Désignons,  en  effet,  par  m  le 
degré  de  J  [  i  ],  et  supposons  que  F(x)  soit  au  plus  du 

degré  m  —  a;  la  partie  entière  £  (x)  de  ^-^-j  sera  nulle, 

cl  si  Ton  réduit  au  même  dc'nominalcur  toutes  les  frac- 
tions simples ,  pour  les  ajouter  et  recomposer  la  fraction 
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^1^)  on  voit,  sans  peine,  que  le  numérateur  de  la 

fraction  ainsi  obtenue  coiuknidra  x*""*  avec  Je  coeffi- 
cient 

Ce  coefficient  doit  être  nul ,  puisque  F  (x)  est  du  degré 
m     a  au  plus  ;  on  a  donc 


1.2. ..(a — l)      1.2...(6— l)     '**      1.2. ..(y — i)  * 


/ 


et,  par  conséquent,  Tune  des  conditions  pour  que 
dx  soit  algébrique  rentrera  dans  les  autres. 

L  équation  précédente  comprend,  comme  cas  parlicu-* 
lier,  une  formule  démontrée  dans  la  cinquième  leçon  ^  et 
sur  laquelle  nous  avons  eu  occasion  de  nous  appuyer. 

J^indiquerai  une  seconde  application  importante  de  fa 

théorie  des  fractions  rationnelles  :  elle  est  relative  à  ]a 
théorie  des  séries  récurrentes. 


Détermâuuion  du  terme  généntl  itunc  série  récurrente* 

Lorsqu  on  divise  Tun  par  1  autre  deux  polynômes  F  (x) 
et  f(x)  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
de  jT,  et  que  l'opération  ne  se  termine  pas,  le  quotient 
forme  une  série  dite  récurrente,  que  Ton  obtiendrait  aussi 

eu  développant  la  fonction  77— (  en  série,  par  la  formule 

de  Maclauriu  ,  ou  par  tout  autre  moyen;  car  on  sait  <ju  une 
fonction  n'est  déveioppable  que  d'une  seule  manière  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  variable.  On 
trouvera  dans  la  Pîote  I  une  formule  remarquable  de  La- 
grange  dont  on  peut  se  servir  pour  cet  objet.  Mais  le  pro- 

7 
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cédé  que  nous  allons  indiquer  ici  est,  dans  bien  des  cas , 
celai  qu'on  devra  préférer. 

Décomposons  la  fraction  -y— ^  en  fractions  simples,  en 

adoptant  le  mode  de  découiposilioa  indiqué  dans  la  leçon 
pcécédente,  et  supposons  que  l'on  trouve  de  cette  mauièi  i* 

/(')        ^  ^ 

Pour  résoudre  la  queslîon  que  nous  nous  proposons ,  il 
suffit  de  développer  en  série,  par  la  formule  du  binôme  « 

chacune  des  fractions  simples  ouA(x  — 

On  a  ainsi 

[a.  T       a  (  a  -H  I  )  ~| 
IH  1  i   •  I 

a(a-M)...(aH-li-i)       ^  \ 
1.2.. ./I  a*  "'J 

et  si  p«  dé«gne  le  coefficient  de     dans  Ë  (x) ,  le  terme 

VLv) 

général  du  développement  de  j-^^  en  série  sera 

'"[p-  +  2i(-'^  — i.2.3...i.  ^r^J- 

Dans  le  cas  particulier  où  les  racines  a,  etc.,  de/ (x)  =  o 
sont  toutes  simples,  on  a  oe  ==  i  et  A  =  ~~  \  le  ternie 
général  se  réduit  à 
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Ainsi  la  série  iccurrentc  clans  laquelle  se  développe  la 

fraclion        pent  s'obtenir  par  Taddilian  de  plusieurs 

séries  provenant  des  développements  de  diverses  puis- 
sances négatives  et  entières  des  binômes  a — jr,  b — x,  etc. 
D'aiUeurs  ces  séries  sont  convergentes  pour  toutes  les  va^ 

leurs  de  x  dont  le  module  est  iulériour  au  plus  petit  des 
modules  des  quantités  a,  5,  etc. 5  d'où  résulte  ce  théorème: 
Tbéouèms,  —  Une  série  provenant  du  développement 

d'une  /onction  rationnelle  est  convergente  pour 

ioutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x  dont  le 
module  est  inférieur  au  plus  petit  modtde  des  racines  de 
réfjuafion  f  (.r)  =0. 

Ce  thcorèiiic  a  été  gt^néralise  par  M.  Cauchy  et  étendu 
à  toutes  les  fonctions  ^  on  trouvera  tous  les  développe- 
ments que  comporte  cette  importante  question  dans  les 
Exercices  de  Mathématiques  de  M.  Cauchj  et  dans  le 
Journal  rie  Mathématiques  (\v  M.  Liouville. 

Nous  termiuei'ons  cette  leçon  par  uue  application  de 
la  méthode  qui  vient  d'être  indiquée. 

Exemple.  — Proposons-nous  de  former  la  série  récur- 
rente dans  laquelle  se  développe  la  fonction 

où  P,  Q  et  0)  désigiiciii  des  constantes  donuées. 

Décomposant  cette  fraction  en  fractions  simples  et  em- 
ployant, pour  abr^er  l'écriture ,  la  notation  usuelle  des 
exponentielles  imaginaires,  savoir, 

on  a 

f  (')=  - 
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A  et  R  élaut  des  constanics  c|ui  ont  respcctivemeul  pour 
valeurs 

2  sin  6J    —  I  2  àin  w  \/ — i 

Développant  en  série  chacuue  des  parties  de  ^  (a  ),  on 
trouve 

OU  ,  eu  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs , 

2  sin  *>  V— I  , 

En  remetunt  à  la  place  des  exponentielles  imaginaires 
leurs  valeurs,  on  a ,  toutes  réductions  faites, 

P+Q*        „_  y  Psin(/i4-i)»-^Qain«6> 

Le  terme  général  du  développement  est  donc 

/i>  sin(«H-i)w  ,  ^sin/t«»\ 
V   h  Q  -T  1 JT". 


*  I 
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DMfonctioni  tymétrUinM  «t  mUonnéllMi  dwtolotloiis  eommiinM  à  plu* 
sieurs  éqpatloi».  —  Bslemioa  de  la  méthode  d'élimination  par  le» 

fonctions  symétriques,  ou  cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations.  — 
orèiiiL'  de  HoEOut  sur  le  dr»(jrt*  do  r/-qu;\t!on  finalr.  —  Méthode  do 

1  bitliiriiaùs ,  j>our  faire  di>*pîiraitre  autant  de  lermes  que  Voix  \ent  d'une 
équaliun.  —  Applicatiou  uux  cqualions  du  trulsième  et  du  quatrième 

degré.  * 


m 

Nous  avons  exposé  dans  la  iroisième  leçon  une  më* 
thode  fondée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétricpiM, 

pour  rélîmînation  d'une  înroimue  entre  deux  équadons, 
et  nous  vu  avons  déduit  t|U(»  le  désiré  de  ré<|ualiou  finale 
est,  au  plus,  égal  au  produit  des  degrés  des  deux  équa- 
tions données.  Bezout  a  généralisé  cette  proposition  en 
démontrant  que  le  degré  de  l* équation  finale  résuUani 
de  V élimination  de  k — i  inconnues  entre  h  équations  estp 
au  plus,  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 
Pour  ëlahlîr  ce  théorème,  nous  suivrons  la  marche  indi- 
quée par  Poisson  dans  le  onzième  cahier  du  Journal  de 
l* École  Polytechnique.  Nous  commencerons  par  étendre 
au  cas  d*nn  nombre  quelconque  d'équations  la  méthode 
d^élimination  par  les  fonctions  symétriques,  précédem- 
ment exjwsée  pour  le  cas  de  deux  équations  seulement. 
Celte  extension  repose  sur  la  conhliléraliou  des  fonrtious 
symétriques  des  solutions  communes  à  plusieurs  équa- 
tions,, fonctions  dont  nous  allons  d'abord  nous  occuper. 

Pour  éviter  les  difficultés  que  peuvent  présenter  quel^ 
qucs  cas  particuliers,  je  préviens,  une  fois  pour  toutes ^ 
que  nous  iaisr>itiierons  toujours,  dans  celle  leçon,  sur  des^ 
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équations  générales  dont  les  coefficients  demettreni  indé-^ 
terminés. 

Toutes  les  consrffuenecs  a!ix(|iiclIos  nous  serons  con- 
duit auront  lieu,  en  général,  si  l'on  attribue  aux  coeffi- 
cients des  valeurs  déterminées;  mais  nos  raisonnements 
pourront  être  en  défaut  dans  quelques  cas  partîcttliers4 

Des  fonctions  symétriques  et  rationnelles  des  solutions 
communes  à  plusieurs  équations. 

Cas  de  deux  équations*  —  Soient  deux  équations 

/(a:,  /)  =  0,      F(x,  j)  =  0, 

entre  les  deux  incuanues  x  t*l  jy  et 

les  couples  de  solutions  communes  à  ces  deux  équations. 
On  nomme  fonctions  symétriques  de  ces  solutions  corn- 

miuies  toute  fonction  qui  ne  change  pas  de  \  alcur,  quand 
on  y  permute  les  groupes  (j'i  {^i  ytjt  etc.,  les  uns 
dans  les  autres^  nous  considérerons  seulement  les  fonc- 
tions symétriques  rationnelles.  Une  fonction  de  cette 
espèce  est  toujours  exprimable  rationnellement  par  les 
coefficienis  des  équations  proposées. 

Par  un  raihoiijjf  iiK  nt  tout  s-ciablable  à  celui  que  nous 
avons  fait  au  sujet  des  fonctions  symétriques  des  racines 
d'une  équation  à  une  inconnue,  on  fera  voir  que  la  déter- 
mination d^une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
solutions  (^i/i),  (j:,  js),  etc.,  se  ramène  à  celle  de  fonc- 
tions symétriques  entières,  homoj;ènes,  et  dont  les  dilfé- 
rents  termes  se  déduisent  les  lu]^  des  autres,  en  cliangeant 
les  indices  des  lettres  x  et  mais  sans  changer  leurs 
exposants.  Les  fonctions  symétriques  auxquelles  on  est 
ainsi  ramené  seront  dites  simples  ou  du  premier  ordre. 
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doubles  OU  du  deuxième  ordre,  etc.,  suivant  ijuc  cbacun 
de  leurs  tenues  contiendra  les  lettres  d'uii)  de  deux,  etc., 
groupes  (a:tj^i)t  etc.  La  Ibmie  générale  des 

fondions  simples  sera 

p  ou  </  ponyant  être  nvi.  Nons  représenterons  une  pareille 

fonction  par  ^x^^  •  La  forme  des  fonctions  doubles 
sera 

Nous  la  représenterons  par  ]^  ^  f  )l  ^  J  !  '     '^ûui  de 

suite. 

Voici  la  méthode  imaginée  par  Poisson  pour  calculer  la 

fonction  simple  ^jcj*  jj* 

Désignons  par  t  une  nouvelle  variable ,  par  a  une  indé- 
terminée, et  posons 

en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  pro- 
posées, celles-ci  deviennent 

-  «J^»  J-)  =  0|         -  «7»^^)  =  o, 
et,  en  éliminant  j^,  on  a  une  équation  finale  en  /, 

+  {i,«)  =  o, 

qui  contient  dans  ses  diilérents  termes  Tindéierminée  a. 
Cette  équation  en  <  a  pour  racines 

et  elle  est,  par  conséquent,  du  degré  ir.  D'ailleurs,  la 
souune  des  puissances  semblables  de  degré /x  des  racines  de 
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rctjualiou  en  /  peut  s  oxprimiM  raiîonnellemt'iii  (  pr»  inieri' 
leçon)  par  les  coeiricieiits  de  cette  équation,  c  cst-à-dire  en 
fonction  de  a  et  des  coefiicienU  des  équations  proposées. 
On  aura  donc 

+  Qtx^y  +  (x,-^  a/,)/*  H  H-  («.-H  «r.)'* 

=  A«  +  Al  «  +  A«  a*  +•  • .  9 

OÙ  Aoy  Al ,  etc.,  désirent  des  quantités  connues  et  expri- 
mées rationnellement  par  les  coefficients  des  équations 

piuposées.  Cette  équaiioti  ayant  lieu  quel  que  ."^oii  a,  les 
coefBcieuis  des  mêmes  puissances  de  a  doivent  être  égaux 
dans  les  deux  membres;  d*oii  résulte  cette  suite  d'éga- 
lités : 


qui  feront  connaître  les  fonctions  simples^  x^^  y\àiià 

Le  calcul  des  fonctions  doubles»  triples^  etc.,  se  fait  de 

la  même  manière  que  j>our  les  fonctions  symétriques  or- 
dinaires. Par  exemple,  pour  avoir  ia  ibuclion  double 

^  jr^  ,  on  multipliera  ensemble  les  deux  fonc- 

tions simples^ h  produit  se  compo- 
sera de  la  lunclion  simple  ^  a* jf'^'*'*  et  de  la  fonction 
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doubJe  qu'on  veot  trouver.  On  aura  donc 

1  <  A  -r-/:' = ^  <  /î  i;  /f-i;  'r'^r^- 

Seulement,  il  faudrait  ne  prendre  que  la  moitié  de  oetle 
Taleur,  si  Ton  avait  k  la  fois  p'  ssp^  ç. 
Les  fonctions  triples,  etc. ,  se  calculeront  d'une  manière 

analogue. 

Ce  qui  précède  suiiii  pour  établir,  comme  nous  1  avions 
annoncé,  que  les  fonctions  symétriques  et  rationnelles  des 
solutions  communes  à  deux  équations  peuvent  s^exprimer 
rationnellement  par  les  coefficients  de  ces  équations,  et 
Ton  voit  que  leur  détermination  exige  seulement  l'élimi- 
nation d'une  inconnue  entre  deux  t'(juations. 

Cas  d  un  nombre  quelconque  d  équations* — La  même 
méthode  s'applique  à  un  nombre  quelconcjuc  d'équations. 
Supposons,  par  exemple,  qu*il  s'agisse  de  trois  équations 
à  trois  inconnues 

/(*»  ri  «)  =  o,    F  (jr,  jr,  ,)  =  o,    f  (x,      »)  =  O, 
et  soient 

les  groupes  de  solutions  communes  a  ces  trois  équations. 
Conservant  la  classification  que  nous  avons  adoptée  des 
diverses  fonctions  symétriques,  la  forme  générale  des 
fonctions  simples  sera 

celle  des  fonctions  doubles  sera 

et  ainsi  de  suite.  Et  c*est  à  la  détermination  des  pre- 
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mières  que  se  ramène  celle  de  toute  fonction  symétrique 
et  radonnelle. 

Désignant  par  t  une  nouvelle  variable ,  par  a  et  6  deux 

iiidcturmiuées,  nous  poserons 

f  s=«4-«r-f-6»,    d*OÙ  — a/  — 6s. 

Ayant  substitué  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  pro- 
posées ,  nous  éliminerons  jr  eiz\  noua  obtiendrons  ainsi 
une  équation  finale  en 

+        6)  =  o, 

contcuanL  les  iudéLcriiiiuées  a  et  o,  et  dont  les  racines 
seront 

La  somme  des  puissances  ft  de  ces  racines  pourra  s'expri- 
mer ratiouncllement  par  les  coefficients  de  Téquation  en 

c'est-à-dire  en  fonction  des  indétermiuLM^s  a  et  6,ei  des 
coefficients  des  équations  proposées.  On  aura  ainsi  une 
équation  de  la  forme 

OÙ  le  coefficient  A,,,,  désigne  généralement  une  quantité 
connue.  Le  si^e  somtnatolre  X  du  premier  membre  s'é- 
tend aux /i  racines  de  IVqualioii  en  celui  du  second 
membre  à  toutes  les  valeurs  de  g  et  de  r,  telles  que 

q  ^-  rs=:    ou    <C  f*- 

En  posant  p^ik—^q  —  r,  et  égalant  les  coefficients  de 
dans  les  deux  membres,  on  aura 

(i.a...f»)(i.2...^)(i.a...r)^  A,,., 
c'est  la  loi  mule  qui  fera  connaître  les  ioucliuns  simples. 
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Pour  ibrmer  les  fonctiotM doubles ,  triples ,  etc. ,  ou  pro- 
cédera comme  dans  le  c  as  de  deux  étjualions.  La  loi  nie  du 
calcul  est  la  même,  et  1  on  voit  qu'en  général  les  loue- 
lions  symétriques  et  rationnelles  des  solutions  commîmes 
à  plusieurs  équations  s'exprimeront  toujours  rationnelle^ 
ment  par  les  coefficients  de  ces  équations. 

11  faut  remarquer  que  la  détermination  des  fonctions 
symétriques  des  soluliuiis  (  f)inmunt's  h  trois  équations 
exige  Télimluation  de  deux  ioconoues  entre  trois  équa- 
tions ,  et  généralement  la  détermination  des  fonctions  sy- 
métriques des  solutions  communes  à  k  équations  exige  Té* 
limination  de  Ar  —  t  inconnues  entre  k  équations* 

Extension  de  la  méthode  d*élùmnatîon  par  les  fonc" 
tions  syméirigueà ,  au  cas  et  un  nombre  quelconque 
d'équations. 

La  métbode  que  nous  aUons  exposer,  d'après  Poisson , 

donne  le  moyen  d  cliininer  h  —  i  inconnues  entre  A  é(jua- 
tions,  lorsqu'on  sait  éliminer  k —  2  inconnues  entre  k  — i 
équations,  et ,  par  conséquent ,  cette  méthode  ramène  tous 
les  caS)  en  dernière  analyse  »  à  Télimination  d'une  incon- 
nue entre  deux  équations. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  considérerons  quatre  équa- 
tions seulement,  entre  quatre  ou  un  plu6  graiid  lioaibre 
d  inconnues  -,  mais  on  verra  sans  peine  que  notre  raison- 
nement est  général  et  qu'il  s^appliquerait  sans  modifica- 
tion au  cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations. 

Soient  donc  les  quatre  équations 

F(4:,      s,  ii,...)  =  o, 

(0  '      f  ^ 

jr,  «,  «,.,.)  =  0, 

entre  quatre  ou  uu  plus  grand  nombre  d'inconnues  Jt',/, 
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ZyU^  etc.,  et  proposoii6*nous  d'éliminer  trois  inoonmies, 
x^jr^  z  par  exemple,  entre  ces  quatre  équations. 

Gonùdéronfl  en  particulier  le»  trois  premières  des  équa- 
tions (i) , 

!/  (x,  jr,  a,  «,...)  =  o, 

et,  rcgardaut  x,y,  z  comme  iouctions  des  autres  varia- 
bles u,  etc.,  désignons  par 

les  n  systèmes  de  solutions  communes  aux  équations  (a). 

Gela  posé,  remplaçons  {x,jr,  2),  dans  la  quatrième 
des  équations  (1),  successivement  par  chacun  de  ces  it 

systèmes,  cl  clésii^uonb  par  V  le  pruduÎL  des  résultats  ainsi 
obtenus,  eu  sorte  qu'on  ait 

Téquation 

(4)  V=a 

sera  Féquation  finale  résultant  de  Télimination  de  jr 
et  2  entre  les  équations  (i),  car  celte  équation  (4)  exprime 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (jue  les  équa- 
tious  (i)  admettent  un  système  (ar,  y,  z)  de  solutions 
communes.  D'ailleurs  V  est  une  loutlioTi  syméiri(juc  et 
enlièxe  des  solutions  communes  aux  équations  (2)  j  on 
pourra  donc  Vexprîmer  rationnellement  par  les  quan* 
tités  indépendantes  deXyjr^z  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions (i).  Pour  cela,  désignant,  comme  précédemment, 
par  t  une  nouvelle  variable,  par  a  et  o  deux  paramètres 
indéterminés ,  nous  poserons 

r  =  «  +  «7  +  Ss,    d'où   xsst  —  «/  —  Cs; 

en  substituant  cette  valeur  de  X' dans  les  équations  (2),  on 
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aiirt  les  trois  suivantes  : 

!/(/  — aj  —  e*,  /,  «,  ft,...)=:o, 
?  t'  — «/  — ^2,  /,  s,  j  =  o, 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer    et  js.  C'est  donc  k 

Féliminalion  de  deux  inconnues  (;nlre  trois  équations  que 
nous  ramcnuui»  i  élimination  de  trois  inconnues  entre 
quatre  équatious.  L'équation  Unale  en  t  qui  résulte  de 
réliminatiott  de^  et  z  entre  les  équations  (5)  aura  pour 
racines 

et  sera,  par  conséquent,  du  degré  n.  Supposons-la  for- 
mée, et  onlonnons-la  par  rapport  &  f  ;  elle  sera 

(6)    I"       r-»  -h .  .H-  /».-!  /  -»-/>•  =  o, 

p\  î  Pt  j  etc.,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  «,  etc., 
qui  coniicnnenl  aussi  les  païamèires  a  et  Cette  équa- 
tion (6)  servira,  comme  nous  l'avons  vu  précédenimenl, 
à  calculer  les  diverses  fonctions  symétriques  des  solutions 
commîmes  aux  équations  (a) ,  dont  Texprcssion  de  V  est 
composée,  et  le  problème  sera  enfin  résolu. 

Cette  méthode  conduirait ,  dans  les  applications ,  à  des 
calculs  d'une  longueur  rrhiiiante;  inais  nous  allons  en 
conclure  aisément  la  démonstration  du  théorème  de  Be- 
zout,  relatif  au  degré  de  Téquation  finale,  ce  qui  est  l'ob- 
jet principal  que  nous  ayons  en  vue. 

Théorème  de  Bezout  sur  le  degré  de  Véquation  finale. 

D'après  ce  qui  précède,  n  étant  le  nombre  des  solu- 
tions communes  (x,  z)  aux  équations  (lé),  on  ohiiendra 
une  équation  finale  du  même  degré  n  en  éliminant  deux 
inconnues  quelconques  entre  les  équations  (a).  Cela  est 
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d'ailleurs  évident  à  priori  j  car,  à  cause  de  la  géucralité 
que  nous  supposons  ans  équations,  tout  est  semblable 
par  rapport  kx^y^  etc.  Toutefois ,  il  est  important 
de  faire  cette  remarque,  parce  que  le  contraire  pourrait 

avoir  liou  sî  Ton  attribuait  aux  coefBcieiiiï  des  valeurs 
particulières. 

LsMMB.  —  Sin  désigne  le  degré  de  VéquaHhn  finale 

qui  résulte  de  VéUmination  de  deux  inconnues  entre  les 
trois  premières  des  équations  (  i  ) ,  et  m  le  degré  de  la 
quatrième  équation  (i)  >  /e  degré  de  t équation  finale  re- 
sultant  de  l'élimination  de  trois  inconnues  entre  les 
quatre  équations  (i)  est  au  plus  égal  à  mn. 

L'équation  (6) ,  qui  résulte  de  Félimination  dc^  et  z 
entre  les  équations  (5),  étant  du  degré  /i,  les  coefficients 
etc.,  sont  des  fonctimis  cnilères  de  r/ ,  etc.,  dont 
la  première  est  au  plus  du  premier  degré  ,  la  deuxième  du 
second  degré,  elc.  Cela  posé,  la  somme  des  puissances  sem- 
blables de  degré  {i  des  racines  de  Féqnation  (6) ,  c*e8t«à* 

dire  ^  (Xt  4-  ajri  -h  peut  s'exprimer  sous  forme 

cniière,  en  fouction  dus  coefficients  />, ,  ,  etc.,  par  une 
fornmk'  qui  est  au  plus  du  degré  ^  par  rapport  à  etc. 
(voir  première  leçon);  donc,  une  fonction  symétrique 

simple,  telle  que^-^^C  J^î  ^1  >      degré  p  -h  q  -i-  r  =  ^i^ 

s*ezprimera  par  une  formule  cpii  sera  elle-même  au  plus 

de  ce  degré  /ji,  par  rapport  à  a,  etc.  11  résulte  de  là ,  et 
du  nu^de  général  suivant  lequel  les  fonctions  svniétriques 
et  enlières  les  plus  compliquées  se  ibrment  à  l'aide  des 
fonctions  simples,  que  toute  fonction  symétrique  et  entière 
de  degré  ft  des  solutions  communes  (X| ,  fi^  jSi  ),  etc.,  aux 
équations  (2) ,  s^ezprimera  par  une  formule  entière  qui 
sera  an  plus  du  degré  ft  par  rapport  à  m,  etc.  Or  «  lia- 
euu  des  Ici  iuts  de  Texpression  de  V,  donnée  par  l'équa- 
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lion  (3),  est  le  pioduit  de  puissances  de  u,  etc.,  dont 
les  exposants  ont  nne  somme  mn  —  fc  inllérieure  k  nm^ 
par  nne  fonction  symétrique  endére  de  degré  fi  des  soln- 

ùuns  communes  (Xi,  }  ,  ,  »        aux  équations  (2). 

Donc  enfin,  chacune  de  ces»  parties  de  V  s'expriuiera  par 
une  formule  qui  sera  au  plus  du  degré  mn  par  rapport 
à  II,  etc.,  et,  par  suite,  Téquation  V=so  sera  au  pins  du 
degré  mi». 

Remarqi  E.  —  On  pourrait  faire  à  la  démonstration 

précédente  1  objection  (juc  voici  :  Le  raisonnement  sup- 
pose que  les  coefficients  ^, ,  /^j ,  etc.,  sont  entiers  par 
rapport  aux  variables  11 ,  etc. ,  ou ,  eu  d'autres  tenues ,  que 
Téquation  (6) ,  qui  est  du  degré  n  par  rapport  à  chacune 
des  variables  r  |  u ,  etc.  9  soit  de  ce  même  degré  par  rapport 
k  toutes  les  variables.  Or  cela  n'est  pas  tout  k  lait  évi- 
dent, quoique  les  équations  (i)  ou  (5)  soient  supposées 
chacune  la  plus  générale  de  son  degré.  Voici,  ce  me  semble, 
la  manière  la  plus  simple  de  lever  cette  objection.  Si  quel- 
ques-uns des  coefficients pt^pt^  etc.,  étaient  fractionnai- 
res, quelques-unes  des  racines  t  de  l'équation  (6)  devien- 
draient infinies  pour  certaines  valeurs  finies  des  variables 
«,  etc.  Or  je  dis  que  cela  ne  peut  avoir  lieu,  tant  qu'on 
laisse  indéterminés  les  cocilicients  des  équations  (2)  ou  (5), 
et  il  suffît  évidenunent,  pour  justifier  cette  assertion,  de 
citer  un  cas  où  cela  ne  soit  pas.  Supposons  qu'on  donne 
anr coefficients  des  équations  (5  )  des  valeui^  telles,  que 
chacune,  restant  du  même  degré,  se  décompose  en  fac- 
teurs linéaires  de  l  a  forme  t  ny  hz  eu  -h  . . .  -f-/  : 
on  pourra  exprimer  chacune  des  racines  t  de  1  équation 
finale  relative  à  ces  équations  particulières ,  en  fonction 
de  if ,  etc. ,  pav  les  formules  qui  servent  à  la  résolution  des 
équations  du  premier  degré;  et  ces  valeurs  de  t,  étant 
évidemment  de  la  forme  H-  . •  •  -f- y,  ne  pourront  de- 
venir infinies  pour  des  valeurs  finies  de  t/,  etc. 
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On  déduil  aisément  du  lemtiie  qui  fkrécède  la  domou»- 
trntinn  du  théorème  de  Bezout. 

Théoa^b.  —  Le  degré  de  réquaiUon  finale  ^luf  résulte 
de  rélùnination  de  k-^^i  inconnues  entre  k  équations 
est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Soient,  en  eÛct, 

les  degrés  de  k  équations.  Le  degré  de  Téquation  finale  ré- 
sultant de  Félimination  d'une  inconnue  entre  les  deux 
premières  sera  égal  à  //^ , ,  m , ,  ainsi  que  nous  Tavons  établi 

dans  la  uoisièmc  leçon  :  donc,  d'après  le  lemmo  qui  pré- 
cède, si  Ton  élimine  deux  iucoiinues  entre  les  trois  pre- 
mières équations,  le  degré  de  Inéquation  finale  sera  au  plus 
m,  mtXmt  t  ou  iiii  m%  m»  ;  de  même,  si  Ton  élimine  trois 
inconnues  entre  les  quatre  premières,  le  degré  de  Féqna* 
tion  finale  sera  au  plus  m,  m,  m,  x  ou  m,  m,  nt^. 
Et  Ton  voit,  en  coniinudiit  ainsi .  que  le  tlet;ré  de  Tik^ua- 
tion  finale  qui  résulte  de  l'éliminatiou  de  A — i  inconnues 
entre  les  k  équations  sera  au  plus  égal  au  produit  des  de- 
grés de  ces  équations. 

On  peut  même  ajouter  que  le  degré  de  Téquation  finale 
sera  précisément  égal  à  ee  produit,  si  les  é<[uations  pro- 
posées sont  elidcuue  la  plus  générale  de  son  degré,  comme 
nous  l'avous  supposé.  On  s'en  assure  aisément  en  consi- 
dérant un  système  de  k  équations  décomposables  chacune 
en  facteurs  linéaires,  ainsi  que  nous  l'avons  fiiit  dans  la 
troisième  leçon ,  pour  le  cas  de  deux  équations. 

Cquoll.s  I  iiE.  — Il  résulte  du  théorème  précédent  et  des 
développements  exposés  dans  la  quatrième  leçon ,  que  la 
résolution  de  plusieui  s  équations  simultanées  peut  se  ra- 
mener à  la  résolution  d'une  seule  équation  dont  le  de- 
gré est  généralement  égal  au  produit  des  d^rés  des  pro- 
posées. 
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Méthode  de  Tschtrnaûs,  pour  Jaiœ  disparaître  autant 
de  termes  que  Von  "veut  d*une  équation. 

Ou  peut  rattacher  à  la  théorie  do  rélimination  la  mt'- 
ihode  élégante  que  Tschirnaùs  a  donnée  dans  les  Actes  dv 
Letpstck  ponr  i683,  et  qui  sert  à  faire  disparaître  d*UDc 
éqnation  autant  de  termes  que  Ton  veut.  C2ette  méthode 
consiste  à  Irauslormer  réqualioii  proposée  fii  une  autre 
dout  la  racine  soit  uue  fonction  ratiouuciie  de  celle  de  la 
proposée,  ou,  si  Ton  veut,  une  fonction  entière  de  degré 
inférieur  à  celui  de  Téquation  proposée  ^  car  c'est  à  cette 
forme  que  peut  se  ramener  la  fonction  rationnelle  la  plud» 
générale  (troisième  leçon). 

Soit 

une  équation  du  degré  m,  et  posons 

^1 ,  etc.,  désignant  des  indéterminées,  et  n  un  entier 
înfi'i  u  ur  à  m,  ï/éfjuation  finale  en^,  qui  résulte  de  !*éli- 
miuatioa  de  x  entre  les  équations  (1)  et  (2),  sera  évidem- 
ment du  degré  m ,  puisque  y  a  autant  de  valeurs  que  t. 
Cette  élimination  peut  se  faire  par  les  fonctions  symétri- 
ques, de  la  manière  suivante  :  En  élevant  Téquation  (9.  ) 
aux  dili»  rentes  puissances  2,  3,. .  et  ayant  soin  de 

rabaisser  les  exposants  de  x  au-dessous  de  h  l'aide  de 
Téquation  (i),  on  aura  uue  suite  d'équations  de  la  forme 

/  =  A,  4-  -I-  ^j-r-  H-  ...  -h  b^-iX'  ~\ 
l       =  C|«  -H   H-  Cm-!*""', 

(3)   
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,  5| ,  etc. ,  sont  des  fonctions  homogènes  et  entières  du 

second  degré  des  indéterminées  «o»  «i,  etc.;  pareillement 
Co ,  c, ,  etc.,  sont  des  iunctiuns  honiogèiies  et  entières  du 
troisième  degré  de  etc.,  et  ainsi  de  suite.  Si ,  main- 

tenant ,  s^,  j,)  etc.,  désignent  les  sommes  de  puissances 
semblables  des  racines  de  Téqtiation  (1),  St»  St^  etc., 
celles  des  puissances  semblables  des  racines  de  l'équation 
cnj,  les  équa lions  (2)  ei  (j)  donneront 

(Si  =r  mû^  +  A,  i|  H-  A3  if     . . .  +  <t«- 1  s»-t 
S,  r=  wi>«  -h      .V,  -1-  />,  /,  ^-  -(-         ,  .^^  _  ,  , 


Connaissant  ainsi  Irs  .sommes  de  puissances  semblables 
des  racines  de  l'équation  en  j^,  on  formera  aisément  cette 
équation. 

On  peut  y  arriver  encore  de  la  manière  suivante.  On 
résoudra  les  équations  (3)  par  rapport  aux  puissances 

a:*,  x',...,  .r**""*,  et  1  on  portera  leurs  valenrs  dans  Té- 
quation  (a).  Ce  procédé  a  Tavantagc  de  doniver  la  valeur 
dex  exprimée  rationnellement  eiiy^  en  sorte  qu^on  con- 
naîtra chaque  racine  de  Téquation  proposée,  quand  on 
aura  résolu  Téquation  finale  en  y. 
Représentons  par 

cette  ét^uation  en  j^,  où  Çi*  ^t^*..,  sont  ibactions  des 
indéterminées  <i|,  a^^  etc.,  et  qui  exprime  la  condition 
pour  que  les  équations  (i)  et  (a)  aient  une  racine  com- 
mune. Je  dis  que  de  cette  seule  équation  (  5  )  on  peut  dé- 

duire  la  valeur  de  x  qui  correspond  à  chaque  vakur  de j^, 
et  même  la  valeur  d  une  puissanee  quelconque  de  x.  Eu 
elict,     est  une  fonction  des  iudéiermiuécs  a»,  at,  etc.| 


Digitized  by  Google 


8V1TIÈMB  LSÇOH.  Il5 

considérées  comme  des  fariables  indépendantes ,  et  Ton  a 
alors 

DifféreutioiiS  iiiaiiiltuaiU  réquatiou  (5)  par  lapporl  a  â|, 
dontjr,  etc.,  sont  iouctions^  on  aura 

et,  par  suite, 

</i(lt  (/(0t  I^Hf 

On  trouverait  de  même,  en  diflerentiant,  Féquation  (5) 
par  rapport  à  0| , 

^  ^  da-i  da-i     '  *  *  dot 

mr— •  -h  (»i  —  1)9»/*""'+. .  .H- ^'^^ ' 

et  ainsi  de  suite. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  <iu'il  suflBra  de  résoudre 
réquation  (5)  pour  avoir  résolu  par  cela  même  Féqua- 
tion  (i). 

Cela  posé,  on  peut  disposer  des  Indeierminécs  , 
<i] ,  etc.,  de  manière  à  faire  évanouir  n  termes  de  l  équa- 
tion en  jr,  à  partir  du  second  par  exemple.  Il  faudra  alors, 
d'après  les  formules  de  Newton ,  que  Ton  ait 

S|=:0,     Si=0,*..,  S«=:0. 

Or,  en  sei'cporiant  aux  équations  (4),  on  voit  que  S,  est 
du  premier  degré  par  rapport  à  ^^^-i  ^« 

du  deuxième,  St  du  troisième,  etc.,  S„  du  n**'^*.  Donc, 

a. 
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(1  aprc's  le  ihéorèniL'  de  Rerout ,  la  détcrumialiuii  de  ces 
indclerminces,  dont  1  une  peut  être  prise  arbitrairemeut, 
dépend  d*une  ëcpiation  du  degré 

et  )  8Î  Ton  voulait  faire  disparaître  de  Féqualion  (  5  )  tous 
les  termes,  k  l'exception  du  premier  et  du  dernier,  le 

probième  dcpcudiaii  d^unc  éi|^uation  du  degré 

1 .2.3. . .  (m  —  i). 

Cest  aussi  à  la  résolution  d'une  équation  de  ce  degré  que 
se  trouverait  ramenée  celle  de  l'équation  proposée  ^  car 
l'équation  (  5  )  n'ayant  alors  que  deux  termes  pourrait  être 

immtkliatemenl  résolue. 

jipplicaùon  aux  éc^uauons  dit  iroisiè/œ  et  du  t^uatrieinc 

degré. 

Nous  reviendrons,  dans  une  prochaine  leçon,  sur  la 
résolution  des  équations  générales  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré ^  mais  nous  ferons  voir  ici  comment  résulte 
immédiatement  de  la  transformation  deTschirnaûs  la  pos- 
sibilité d'effectuer  cette  résolution. 

Soit  d'abord  Téqualion  du  uoisièfue  degré 

4f  *  -H  ps^  -h  7«  -h  r  =  o  ; 

on  posera 

/  =  «  -h      -h  x% 
et  Ton  formera  Téquation  finale  en  y,  savoir 

On  déterminera  a  et  h  h  l  aide  des  ét|nations  P=o, 
Q  =  o,  qui  sont,  l  une  du  jireniier  de;;ré,  l  autre  du  se- 
cond; on  pourra  donc  les  rt'soudre  cl  exprimer  a  b  eu 
fonction  des  coefficients  de  la  proposée.  L'équation  en  y 
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se  réduisaul  aloi  s  à 

on  en  tirera  ces  trois  valeurs 

oc  et  6  désiguant  les  racines  cubiquc&  imaginaires  de  i . 
Connaissant  ainsi  les  trois  valeurs  de  y,  on  aura  facile- 
ment, par  ce  <pie  nous  avons  dit  plus  haut,  les  trois  va- 
leurs' de  x. 

Soit  cntin  1  é(|UâUou  du  quaUiunie  degré 

«♦  H-  /MP*  H-  qx^  -h  rr  -h  1  =  o  ; 
on  posera,  comme  précédemment, 

^  =  a      //X  -h  x% 

et  Ton  aura  une  équation  en  y  telle,  que 

On  détenu  ini  ra  a  et  6  à  Taitlc  des  équations  P=:o, 
R  =  o,  qui  sont,  l'une  du  premier  degré,  l'autre  du  troi- 
sième; on  pourra  donc  résoudre  ces  équations  et  exprimer 
a  et  &  en  fonction  des  coefficients  de  la  proposée.  L'éqna* 
lion  en  j^,  se  réduisant  à 

j^*H-Qr'H-S=:o, 

pourra  elk'-iuîjme  être  résdliit!,  puisqu'elle  est  bica^I  (N^ 
Gsnnaissaut  les  quatre  valeurs  de  on  aura  aussi  les 
quatre  racines  de  l'équation  proposée. 

On  trouvera  dans  la  j\ote  V  une  nouvelle  application 
remarquable  de  la  méthode  de  Tschi mails. 
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Dcvcloppemeiit  d'unt:  fonction  algébrique  implicite,  en  berie  ordonnée 
•uivant  ]«  pui«MDOM  décroistantet  de  m  Yaiiible.  —  Formation  de 
réqiMtioii  ftnale  qui  réralle  de  I*éli»lii«tion  d'une  inconnae  entre  deux 
équetiom  à  deux  inconnues.  Kouvelle  démonstration  du  théorème  de 

Bezout.  Somme  dos  racines  de  l'équation  6nale.  —  Nouvelle  démom- 
tration  d'une  formule  d'analyse.  —  Démonstration  d'un  théorème  de 
géométrie. 


Les  recherches  que  je  vais  exposer  dans  celle  leroii 
lotit  partie  d'un  beau  Mémoire  sur  l'élimiaatiou,  pu- 
blié par  M.  Liouviile,  dans  le  tome  VI  de  son  Journal  de 
Mathématiques, 

Développement  dune  fonction  algébrique  implicite,  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de 

sa  variable. 

Soil 

(0  Jtf(4?,  J^)  =  0,     OU  M=Oy 

tine  équation  iln  degré  m  entre  deux  variables  a:  ety.  Si 
celte  équation  est  du  degré  ///  par  rapport  à  elle  aura 
m  racines  V ,  qui  seront  fonctions  de  a: ,  et  que  nous  nous 
proposons  de  développer  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X.  En  réunissant  les  termes  de  même  degré  y  Fé~ 
quatioQ  (i)  pourra  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

(a)  Q  -Hx— /  (-^J  +  a--/,  (i)  +. .  .=o, 

ou,  en  posant  ^  =  u, 

(3)    «-/(«)  -f-*— '/(«)  + «'"-'/f(«}  H  =soj 
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/,  /i>  J\y  «U:.,  désignent  ici  des  polynAonw  donl  le  pre- 
initT  est  du  degré  iii  -^  l«  s  autres  s(hiI  au  plus  di-s  degrés 
in  —  I,  m  —  9,,  etc.,  n'speclivemcîU.  Dans  le  eas  le  plus 
général ,  ces  polynômes  sont  précisément  des  degrés  m , 
m  —  I,  m  —  a,  etc. 

Les  m  valeurs  de  »  foiunies  par  Téquation  (3)  sont  des 
fonctions  de  x ,  qui ,  pour  j:  =  oo  ,  se  réduiront  aux  m  ra* 
cincs  de  ré<|uation 

(4)  /(«)=o; 
on  pourra  donc  poser  généralement 

£  s'annulant  avec  -•  l^a  méthode  des  asymptotes  donne  le 

moyen  de  calculer  la  limite  du  produit  tx.  Nous  nous  bor* 
nerons  au  cas  où  les  racines  de  réquation  (4)  sont  iné- 
gales^ el  dans  tout  ce  (jui  suit,  cette  hy|K)lhèse  doit  être 
maintenue.  Portons  dans  Téquatiou  (3)  la  valeur  de  u 
tirée  de  (5)}  ou  aura 

(G)  x"'/(a  -h  t)-H  (a  -H  fi)  -h  x*"-'/,  (a ...  =  o. 

Développant  chaque  terme  par  la  formule  de  Taylor, 
ayant  égard  à  Téquatiou  (4))  et  divisant  par  x"'~*,  il  vient 

[(t*)/'(«)^-/(«)l 

faisons  maintenant  x  =  oo  dans  cette  équation,  et  dési- 
gnant par  a'  la  limite  de  e.r ,  il  vient 

(Ô)  «'/'(«)^/(a)=o, 

d*OÙ 

(9)  '='rw) 


(7) 
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Cette  valeur  de  od  sera  toujourft  finie,  car,  par  hypothèse, 
/  (a)  n'a  pas  de  racines  4%ale6. 

Puisque  tx  a  pour  limite  la  quantité  a',  dont  nous  ve- 
nons de  trouver  la  valeur,  ou  pourra  poser 


d*où 


lO)  fs=  —  -h-î 

XX 

e'  s'annulant  avec     Par  suite,  la  valeur  (5)  de  ii  devient 

(il)  a  ==  a   i — . 

X  X 

'  C'est  ia  série  daus  laquelle  u  se  développe ,  quaud  on  se 
borne  aux  deux  premiers  termes  j  -  est  le  reste  corres- 
pondant. 

On  peut  déterminer  la  limite  du  produit      de  la  même 

m ariière  (juo  colle  du  piochiil  ex.  Si,  uu  clltl,  on  porte 
<lans  réqualion  (7)  la  valeur  de  -  ,  tirée  de  (10),  qu^ou 
multiplie  ensuite  par  jt*,  et  qu'on  ait  ^ard  à  Téqua- 
tion  (8) ,  il  vient 

(i'x)r  («)  H-     r  i«)  ^  «r.  («j        +  e  =  o, 

en  désignant  par  E  une  somme  de  termes  qui  s  aiuiulcut 
avec  ~  ;  faisant  donc  x  =  oo ,  et  désignant  par  a"  la  limite 
«le  t'x,  on  a 

(>aj   «"/'  W  +  [f^  /"  W  +  «'/'.  («)  +/.  W]  =  o. 

équation  qui  détermine  la  valeur  de  a^'. 

Connaissant  la  limite  a!'  du  produit  e' jr,  on  pourra  poser 

t'«  =:  «"  4- «"  î 
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d'où 


(j3)  ,'=-.4.-, 

t"  étaDt  une  nouvelle  quantité  qui  s'évanouit  avec^*  Dia- 
prés cela,  la  valeur  (i  1)  de  u  devient 


(l4)  u=za-\  h  -1+3- 

C'est  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  11  quand  on  se  borne 

aux  trois  premiers  termes  ;  -;  est  le  reste  correspondant. 

On  pourra  obtenir  ainsi  autant  de  termes  que  l'on  vou- 
dra du  développement  de  u,  et  comme  y:=  ux^  on  aura, 
par  suiie,  autant  de  termes  que  Ton  voudra  du  dévelop* 
pement  de    ;  on  a ,  en  particulier, 


(i5) 


y  =  ùtx  +  tXf 

X  =  atx  "h  ot'  -h  s', 


r  :=  ax     «'  4-  —  •+•  — • 

XX 


La  seconde  de  ces  trois  iormules  compreud  louic  ia  tliéo- 
ric  des  asymptotes  rectilignesj  la  courbe  représentée  par 
Téquation  (1) ,  où  et  y  désignent  alors  des  ccx>rdonnées 
rectilignesy  a  pour  asymptote  réelle  ou  imaginaire  la 
droite  représentée  par  Téquation 

(16)  y  z=  QIX+ 

La  diâérence  s'  qui  existe  entre  les  coordonnées  de  la 
courbe  et  de  Tasympiote  est  généralement  un  infiniment 

petit  du  premier  ordre,  en  considérant  -  lui-même  comme 

uii  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

La  courbe  rcprcscutce  par  Téquatiou  (i)  admet  aussi 
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pour  asymptote  rKy|)ci'bole  que  représente  réquatioii 

a" 

(17)  jr  =  au:-+-a  -H 

mais  dans  ce  cas  la  dillérence  ^  des  ordonnées  des  deux 

X 

courbes  est  uu  infinimenl  pelii  du  second  01  di  e  au  nioius. 

La  coiirbe  (17)  pourrait  être  appelée  iisynij)tott'  fin 
deuxième  ordre  de  la  courbe  propo;»ée.  Et,  comme  on 
peut  pousser  aussi  loin  cpie  Ton  veut  le  développement 
de  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  jr,  on  pourra  former  une  infinité  de  couHses  des  degrés 
rcspectits  0,4?  ^^^-^  t:t  ^iii  auronl,  avi  c  la  courije  pro- 
posée, uu  asymptolisme  de  plus  eu  plus  iuiime. 

On  voit  aisément,  sans  quMl  soit  nécessaire  d'insister 
sur  ce  sujet,  comment  il  faudrait  modifier  la  méthode,  si 
Téquation 

/(«)  =  o 

avait  des  racines  ^aies,  contrairement  à  T hypothèse  que 
nous  avons  faite. 

Formation  do  Péguation  finale  çiti  résulte  de  f  élimina^ 
tion  d^une  inconnue  entre  deux  équations  A  deux 

inconnues.  Nouvelle  démonstration  du  théorème  de 
Bezout*  Somme  des  racines  de  l  équation  finale. 

La  ihéoric  qui  vient  d  être  exposée  permet  de  former 
autant  de  termes  que  Ton  veut  de  récjuation  finale  qui  ré- 
sulte de  rélimiuaiiou  d  une  inconnue  entre  deux  équa- 
tions. Soient  les  deux  équations  générales 

,  .  i        r)  =  0, 

^'^  \  N(*,  j)  =  o, 

des  degrés  ni  vA  n  i  (  sperlUenienl^  vu  réiiniïîSant  les  termes 
de  même  degré,  on  pourra  les  écrire  de  la  manière  sui- 
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vaille  : 


fyft^ft^  etc.,  sont  des  polyntoes  respectivement  des 
degrés  m,  m  —  i,  m —  2,  etc.  ;  F,  F, ,  F,,  etc.,  des  po- 
lynômes des  degrés      /i  — ji  —  2 ,  etc. 

Soient  j^i,  J^i,...^  les  valeurs  de  j  tirées  de  la 
première  des  équations  (i),  portons*les  dans  le  premier 
membre  de  la  seconde,  et  désignons  par  V  le  produit  des 
résultats  ainsi  obteniu,  de  manière  que  Ton  ait 

(3)         V  =  N(*,  y,)  N(x,  /O.  - .  N(*. 

1  équation  iinale  qui  résulte  de  l  éliuiinatiou  de  j  sera 

V  =  o. 

On  calculera  aisément  la  fonction  V,  en  développant  en 
série  suivant  les  puissances  décroissantes  de  chacun 

de  ses  facteurs,  dunt  rcxpiessiou  géncialc  est  N  (.r,  y). 
Je  dis  même  que  ,  si  l'on  ne  veut  connaitre  que  le 
premier  terme  de  V,  il  suâii  de  borner  les  séries  dont 
noua  parlons  à  leur  premier  terme;  que,  si  Ton  ne  veut 
que  les  deux  premiers  termes  de  V,  il  suffit  de  connaître 
les  denit  premiers  termes  des  séries ,  et  ainsi  de  suite. 

Sii[)poson5 ,  par  <*xenîple,  qu'on  ne  veuille  roimaître 
que  le  premier  teime  de  Y  ^  on  a ,  en  faisant  comme  pré- 

cédemment  w  =  -  » 

X 

N(»r,  /)  =  i«r"  F(«)  H-        F.(m)  4-  

Poaons  aussi,  comme  plus  haut, 
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e  étatu  uiiv  quantitéqui  s'annule  avec  ->  el  «  une  raciuc 
quelconque  de  l'équalion 

on  aura 

et  [)our  X  ^  œ  , 
ou 

(4)  N(af,  j)=«*F(a)4-«-E, 

£  désignant  une  quantité  qui  s*annu1e  ayec  D'après 

cela,  en  lepréseutant  par 

«i ,  a,,  .  .  .  ,  a<„  ' 

les  m  valeurs  de  a,  on  aura 


£j  y  Et  v*9      désignant  des  quantités  qui  s^évanonisseat 

avec  Multipliant  ces  équations  et  ayant  égard  à  l'équa- 
tion (3),  on  aura 

(5J       V  =  x-F(«,)F(«.).-F(«^)  +  «--H, 

H  désignant  une  quantité  qui  s*amiule  avec 
Le  premier  terme  de  V  est  donc 

x""'F(*.)F(«,)...Fva«)i 
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on  pourra  rexprimcr  vu  Ioîk  Iioti  ratiuuiit  Ui  des  rorftî- 
cîents  de  F  et  puisque  F  (a,  )  F  («i)...  F  est  une 
foQciion  symétrique  et  entière  des  racines  de  l'équation 

/(«)  =  o. 

Il  suit  de  là  que  l'équation  finale  qni  résulte  de  Pélimi- 
nation  de  y  entre  les  équations  (i)  ei  (2)  est  d'un  degré 

égal  au  produit  des  degrés  d(»  ers  ('qu.aions. 

Remarque.  —  Si  les  eocilicieiits  des  équations  (1)  ont 
des  valeurs  déterminées^  et  que  ces  équations  contiennent 
la  plus  lunae  puissance  de  jr^  l'équation  finale  résultant 
de  Féliminatlon  de  jr  sera  toujours  V  =  o^  et  Ton  voit  que 
le  degré  de  cette  équation  finale  sera  encore  égal*  au  pro- 
duit des  flegrcs  des  équations  proposées,  à  moins  qut;  les 
équations 

/(«)=o,  F(«)=ro 

n'aient  tine  ou  plusieurs  racines  communes,  auquel  cas 

ce  degré  s  abaissera  jiécessai rement. 

Pour  avoir  les  deux  premiers  fermes  de  réfpiatîon 
finale  V  =  o,  il  faut  t  onnaitre  les  deux  premiers  termes 
du  développement  de  M  (x,  y)  en  série.  Pour  cela,  dans 
îéquation 

I«(a:, /)  =  x-F(a)-i-x— '  F. («)-+-..,, 
nous  poserons 

If  ;=  a  H-  ^  -I  » 

t*  désignant  toujours  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  ~ , 
a  une  racine  de 

/(aj  =  o, 

et  a'  une  quantité  que  nous  avons  calculée,  et  qui  est 

déterminée  par  l'équation 
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on  anra  alors 

N      r)  =     F(a)  +       [«'  F'(«)  +  F, («)]         •  E, 

E  désignant  une  quantité  qui  8*annule  avec  ^*  Cette  for- 

mule  donne  le  développement  de  N  (Xy  j) ,  borné  aux  denx 
premiers  termes  \  en  y  remplaçant  et  par  chacune  de  sés  m 
valeurs ,  on  aura 

N(«,r,)=:j?»F(«,)-^«— [a.  r  («,)-»- F,  («,)] 4- 

N  (4?,  r»)  =  *"  F  (a,)  +  F'  («,)  +  F.  («0]  +      '  E„ 


K(*,y«)=:=«-F(«.)-hJf---'Kr(a.)+F.(a«)lH-«---i;.. 
Dans  ces  équations ^  £t,  Et»  etc.,  sont  des  quantités  qui 

s'évanouissent  avec  -<»  et  «',,«',,  etc.,  sont  les  valeurs 

de  qui  correspondent  aux  valeurs «i,  «t 9  etc.,  de  or. 
Multipliant  toutes  ces  éqtiations  et  désignant  simplement 

par  x'""'*  H  Tcusenible  des  termes  dont  le  quolicni  par 

jf""-*  s*annule  avec  -»  on  aura 

V=:ar-F(a.)  F  (a»)  •  .  .F(  a«) 
-H  X-'^'  F  («.)    («0-*^  («-)  2i          F  (a  )■  '  ^  • 

Dans  cette  dernière  formule,  la  quantité  H,  qui  est  infini- 
ment  petite  avec  -  )  contient  un  nombre  limité  de  termes, 
et  Ton  voit  que  le  second  terme  de  V  aura  pour  coefficient 

le  signe      sVtcadant  à  toutes  les  racines  »  de  l'équaiîon 

/(«)  =  o. 
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D'après  cela^  si  ïou  désigne  pj^r^  x  la  somme  Jes  racines 
de  Téqualion  finale  en  Xj  on  aura 

2-*--2< — F(«) 

ft  (a) 

OU  en  mettant,  au  lieu  de  a\  sa  valeur  —  '  .  ;  r 

/  («) 

On  ponrraît  calculer  ainsi  autant  de  termes  que  Ton 

voudrait  de  réqualiim  iinalc  V  o  ;  par  suite,  celte 
équation  tout  entière  :  seiileuieiit  les  calculs  deviennent  de 
plus  en  plus  compliqués,  et  nous  nous  bornerons  à  ce  qui 
précède. 

Nouvelle  démonstration  d'une  formule  d^anafyse. 

Au  lieu  de  porter  dans  réquation  N  =  o  les  valeurs  de 
jr  tirées  de  M=s  o,  afin  d'avoir  Técpialion  finale  V  ^  o, 
on  aurait  pu  faire  Finverse ,  porter  dana  Téquation  M = o 
les  Yaleura  de  y  tirées  de  N     o  ;  mais  alors  on  aurait  eu 

une  autre  expression  de  la  somme       des  racines  de  Téqua- 

lion  finale,  que  l'on  peut  écrire  s aii^  iairc  de  nouveaux 
calculs.  Ou  aura,  eu  eÛ'et,  évidemment 

les  sommes  du  second  membre  s'étcndant  à  toulcs  les  ra- 
cines S  de  réquation 

F(6}  =  oi 

en  galant  entre  elles  ces  deux  valeurs  de  ^  x,  on  aura 

y/,  (a)r(a)  ^  ^F.(a)  _  y  r,rg)r(^}  _ 

^7^{a)F  (a)      Zél  U)  -        F(6)/  (6) 
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les  sommes  du  premier  membre  étant  relatives  aux  ra- 
cines a  de  J  (a)  =o,  celles  dn  second  aux  racines  €  de 

(6)  =  G.  Dans  cette  fVu mule,  qui  exprime  un  théorème 
d'analyse,  ei  F  dcâigucnt  des  polynômes  quelconques , 
maïs  n^ayantni  racines  égales,  ni  racines  communes; y, 
et  Fi  désignent  aussi  des  polynômes  quelconques»  maïs  de 
degrés  respectivement  moindres  que  f  et  F. 

Supposons  cfue  le  ])olyu6me  F  soît  égal  à  J^el  que  Fi 
soit  identiquement  nul 5  réquaiion  précédente  se  ré- 
duit à 

ou  même  à 

puisque  chaque  terme'  du  second  membre  est  nul ,  le 
signe  2  étant  relatif  aux  racines  de  F  (o)  =  o.  Dans 

r  équation  précédente  ^  le  signe  ^  s*étend  aux  racines 

a  de  y(a)=:o,  et  F' désigne  la  cici  ivéc  d'un  polynôme 
quelconque  F  de  de^^ré  inférieur  à  f-^  par  conséquent,  F' 
est  uu  polynouie  quelconque  de  degré  inférieur  à  y.  La 
formule  précédente  est ,  comme  nous  Tavons  vu,  celle  dont 
M*  Liouville  a  déduit  la  décomposition  des  fractions  ra* 
tionnelles  en  fractions  simples. 

Démonstration  d 'un  théorème  de  géoméirîe, 

M.  Liouville  a  déduit  des  résultats  qui  précèdent  la  dé- 
monstration d'un  théorème  curieux  de  ^métrîe;  nom 
allons  la  présenter  ici  : 

Si  l'on  mène  à  une  courbe  algébrique  la  série  ries  tan- 
gentes parallèles  à  une  direction  donnée,  le  centre  des 


Digitized  by  Google 


MSOVIBXB  LBÇO».  1^9 

moyennes  dùtanees  des  points  de  contact  sera  iiÊdêpen^ 

dant  de  cette  direction. 
Soit  ^ 

M(ar,j)=rO 

r^qufttioii  d'ime  courbe  algébricjue  ^les  cooidonnéesréelles 
on  imaginaires  des  points  de  contact  de  cette  courbe  avec 

les  tangentes  parallèles  à  la  droite  y  =  ax  seront  les 
solutions  communes  aux  deux  équations 

Si  Tou  po&e  -  =  II,  et  qu'on  lepréseule  la  courbe  par 

Téquation  ^  (x,  u)=io^  les  coordonnées  x  et  u  seront  les 
solutions  communes  aux  deux  équations 

/      V  df     a  —  »  dm 

Soit  donc,  en  conservant  les  notations  employées  précé- 
demment, 

f  {«,  u)  =  «-/(II)  («)      .  M 

•/*)  /i ,  etc.,  désignant  des  polynômes  des  degrés  m, 
m  —  I ,  etc.  j  on  aura 

^  =         /(«)  H-  («  -  (a)  -h. . , , 

^*-/' (11)+ /;(«)+..., 

et,  par  suite-, 

tLe    .     X     du  ' 

en  faisant ,  pour  abréger, 

F  («)  =  //,/(«)  4- (a), 
(a)  {  F,  (•)  =  (m -i)/.  (Il)  4- («-«)/,'(«), 
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F  (u),  Ft  (il),  aie,  sont  des  polynômes  des  degr^  m-^ij 
m    a,  etc.  ;  car  dans  F  (  /i  ) ,  par  exemple ,  les  deux  termes 

du  degré  le  plus  élevé,  f|ni  prriTÎenneiii  de  nij  (u)  et 
de  (a  —  u)  J  '  [u)^  se  déiruiseot  évidemment  j  et  la  même 
chose  a  lieu  pour  Fj  (k)  ,  etc. 

L'é({aatioti  finale  résultant  de  rélimination  de  entre 
les  équations  (i)  est  donc  la  même  que  celle  cpii  résulte  de 
réliminatiou  de  u  entre 

jr-/(«)  H- x^'/ (») -h. .  .=  o, 

«•-*F(M)-h  a:*"*F.(w)  -4-...=xo. 

Si  donc  on  désigne,  comme  précédemment ,  par  ia 

souuue  des  racines  de  Téquation  linale,  ou  aui  a 

2é'--2é — F(«)"-' 

le  signe  ^  s^élendant  dans  le  second  membre  aux  racines 

de  Téquatiou 

et     étant  une  quantité  déterminée  par  l'équation 

Pour  avoir  l'exprei>siou  de        en  fonction  des  quautiu^s 

données  f  x ,  etc.,  différentions  la  première  des  équa- 
tions (2)  ;  on  aura 

(3)  F  (»)  =  (m  -0/'  (»)  H-  («  -  »)r  (»). 
Les  équations  (aj  et  (3)  donnent  ensuite 

x'F'(a)  -hF.(a)=  (/;i-i)[a7'(a]  4-/.(«}J 
-h  («-«)[«'/"(«)  4./;  («)], 

et,couuu<î        '  [y]  -h  y  nul, 

(4)  «T («)+  K,(.)  =  (n  -  »![»'/"(«) 
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on  aura  aussi ,  en  faisant  u  =  a  dans  la  première  des 
éf[uaiioDS  (i),  ei  remarquant  que  J^(x)  est  nul, 

(5)  F  (.)  =  (« -«)/'(.). 

Dm  équations  (4)  et  (3-)  on  tire 

a'F'(a)  +  K,(«)  _  «'/"  (»  j  4-/',  {«). 
Ft«)  ~    ■  /'(«) 

par  suite  9  la  valeur  de  est 

Z'--2é  -/'(aj  

On  voit  qu'elle  ne  dépetul  p  i>  de  a.  La  soaiijie  des  dis- 
tances à  l'axe  des  des  |>uuiis  de  coulaci  de  notre  courbe 
avec  les  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée  est 
donc  indépendante  de  cette  direction  ;  ce  qui  démontre  le 
théorème  énoncé,  car  l'axe  des  jr  est  mie  droite  quel- 
conque située  dans  le  plan. 

RF.MAnQiE.  —  La  démonstration  précédente  semble  en 
défaut  lorsque  l'équalion  /^(a)  =  o  a  des  racines  égales  ^ 
pour  montrer  que  les  condusions  sont  cependant  exactes 
dans  ce  cas ,  on  peut  employer  un  raisonnement  dont  nous 
avons  déjà  plusieurs  fois  fait  usage.  Il  suffira  de  changer 
infiniment  pou  les  coefficients  de  de  manière  (pie 
f  [y.)  z=  o  n'ait  pins  de  racines  égales  et  de  supposer  en- 
suite ces  changements  nuls  :  ou  aura  uue  courbe  infiniment 
peu  diflférente  de  la  proposée^  et  pour  laquelle  le  théorème 
aura  lieu  ;  d^où  Ton  peut  conclure  qu*il  a  lieu  »  à  la  li* 
mite,  pour  la  courbe  proposée  elle-même. 

CoROLLAutB.  — -  Désignons  txmjours  par       la  somme 

des  abscisses  des  points  de  contact  d  une  courbe  algébrique 
avec  les  tangentes  cjui  font  Tangle  tù  avec  la  direction  des 
X  positives,  et  faisons  varier  ta  de  sa  différentielle  dtù'^ 

9- 
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comme  ^  x  tie  dépend  pas  de  cet  angle,  on  aura 

r 

^fltr  =  o. 

Mais,  en  désignant  par  âs  Tare  infiniment  petit  qui  a 

pour  projection  dx ,  on  sl  djc  z=  ds  cos  eo  ^  par  suite , 

2    cos  w  =  o ,    ou  =  o , 

puisque  costù  et  #/gi>  sont  coostauts.  ^  est  la  valeur  du 
rayon  de  courbure  p  ;  on  aura  donc 

on  aura  ausai 


ilésiguaut  le  ra^on  de  courbure  delà  développée,  cl 
ainsi  de  suite. 

En  outre,  si  (etu  représentent  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  {x^  j),  on  a 

donc,  eu  ayaut  égard  aux  formules  précédeutes, 

c'csl-à-dirc  que  le  centre  des  moyennes  distances  de«! 
points  de  contact  d  une  courbe  algébrique  avec  la  série 
des  tangentes  parallèles  à  une  même  direction,  est  le  même 
que  le  centre  des  moyennes  distances  des  centres  de  cour- 
bure  correspondants. 
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DIXIËME  LËCON. 

Développement  en  séries  ordodiiceii  siiÎTant  les  puissances  décroissantes 
de  la  variabl,  de  plusieurs;  fonctions  ;iljjél)ri(iiu"s  (Infinies  par  autant 
d'équations.  —  rorniulion  d**  l'tWptation  iinale  qui  résulte  de  IVlimina- 
lîoM  de  deux,  troiî»,  etc.,  inconnues  entre  trois  ,  quatre,  etc.,  «équations. 
iSuuTelle  démonstration  du  théorème  de  Htizout.  Somme  de»  racine»  de 
réqttation  Anale.  —  Démonstration  d'une  formule  do  M.  Jaeobf  Ex- 
tension du  théorème  de  géométrie  démontré  dans  la  leçon  ipéeédente. 


L'analyse  que  Dona  avons  âéwdcjffpée  dans  la  dernière 
leçon  pem  être  aisément  généralisée  >  et  étendue  i  1  éli- 
mination de  deux,  trois,  etc.,  inconnues  entre  trois, 

quatre,  etc.,  équations.  CVst  ce  que  nous  allons  étaliiir, 
en  adoptant  pour  i'exposiliuu  le  uième  ordre  que  daus  la 
lefon  précédente. 

Développement  en  séries  ordonnées  suivant  les  puîs^ 
sances  décroissantes  de  la  vitriabie,  de  plusieurs 
fonctions  algébriques  définies  par  autant  d'équa* 
tiens. 

Soient 

(i)  M(*,  j^,  s)  =  o,  N(«,7,s)=o 

deux  équations  générait  s  des  degrés  m  cl  n  respectivement 
cuire  les  trois  variables  z  j  la  première  x  étant  con- 
sidérée comme  indépendante  «  les  deux  autres  ^  et  x  en 
seront  des  fonctions.  En  réunissant  les  termes  de  même 
degré,  les  équations  (i)  pourront  s'écrire  de  la  manière 
suivante  : 

(a)  l 
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on,  en  posant -  =  i«.  -  =  i', 

(  «"F  («,  .)  -f-x"-'  F,  (w,  •')4'...s=  o. 

y  el  F  sont  des  polynômes  des  degrés  m  et  n  respect! ve** 
ment,  entre  les  variables  u  et  i';  y*,  et  Ft  sont  respectif 
tcment  des  degrés  m  —  i  et  n  —  i ,  et  ainsi  des  autres. 

En  vertu  des  i('suUal5  obtenu^  dans  la  leron  précé- 
dente, le  nombre  des  solutions  communes  aux 
équations  (3)  est  m?i  ,  ainsi  que  le  nombre  des  solution» 
communes     ^  €  )  aux  équations 

(4)  /(«,  e)  =  o,    F(«,6)  =  Oi 

et  les  /////  svsirmes  de  soluiifms  roiiiaïuncs  des  ('<jiia- 
lions  (3)  se  réduiront,  pour  a*  =  oo  ,  aux  mn  systèmes  df 
solutions  communes  des  équations  (4).  On  pourra  donc 
poser  généralement 

£  et  n  désignant  des  quantités  qui  s  aunuleul  avec  Ces 

quantités  sont  d^ailleurs  les  restes  des  séries  dans  Jes^ 

quelles  ii  et  v  se  développent  quand  on  borne  ces  séries  à 
leur  j)i'L'nil<'i'  terme.  Pour  calculer  les  liniiles  des  pro- 
duits £X)  r,x^  nous  suivrons  la  même  marche  que  dans 
la  leçon  précédente.  En  portant  dans  les  équations  (3)  les 
valeurs  de  u  el  tirées  de  (5) |  et  ayant  égard  aux  équa- 
tions (4),  on  a 

i' rfi;"*""  71  "*■"*)  6)4-...] 

En  divisant  ces  équations  respectivement  pat  x*"^*  et 
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Jt"*"*,  faisant  eiisuiie  a:  ^  oo  ,  et  posaut 
on  obtient 


t35 


(6) 


d'où  Fou  lire  les  valcuii>  suivantes  de     et  ô'; 

d  a.  d  ^       d  ^  il  (X 
6     d^  dot 

En  désignant  par  e'el  n'  de  nou?elles  quantités  iniinimenl 

pentes  avec  ~  >  ou  pourra  poser 

/  ,   /  fit  ,  t 

et,  par  suite  « 

a      £  «      6  73 

it=:«H  h->     f— 54  h-i 

XX  XX 

on  aura  ainsi  les  deux  premiers  termes  des  séries  dans  les- 
quelles u  et  ou  jr  et  ^  peuvent  se  développer»  et  Ton 
voit  aisément  qu'on  pourra ,  de  la  mémo  manière ,  obte*- 

uir  les  termes  suivants. 

La  même  méthode  s'appliquera,  sans  modification,  au 
cas  de  ^  —  i  équations  entre  variables,  pourvu  qu'on 
écarte,  comme  nous  Tavons  fait  jusqu'ici ,  en  raisonnant 
sur  des  équations  générales ,  quelques  cas  particuliers  qui 
peuvent  se  présenter. 
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Formation  de  Véquation  finale  t/ui  résulie  de  téhmU 
nation  de  deux  y  trois  ^  etc,  inconnues  entre  trois, 

quatre,  etc.,  équations.  Nouvelle  démonstralion  du 
th  i'orème  de  Bezout,  Somme  des  racines  de  Véquaiion 
finale. 

Ou  peut,  par  l'analyse  précédente,  former  autant  de 
termes  que  Ton  veut,  de  l'équation  fioalc  qui  résulte  de 
l'élimination  de  deux,  trois,  ecc.,  inconnues,  entre  trois^ 
quatre 9  etc.,  équations. 

Soient,  par  exemple ,  les  trois  équations  générales 

(i)  M(x, s)  =  o,  i}  =  o,    P(*,j,  a)=o, 

des d^rés  m,  n,  p  respectivement,  entre  trois  inconnues 
or,  y,  en  réunissant  les  termes  de  même  degré,  ces 
équations  seront  ; 

+  i) +•••  =  •• 

y'i  F  et  ^  sont  des  polynômes  des  degrés  m ,  n  respec- 
tivement, par  rapport  aux  deux  variables  qu'ils  renfer- 
mient )  /i ,  Fi ,  f  t  wat  respectivement  des  degrés  m  —  i , 
n  ^  I ,  p  —  t ,  et  ainsi  de  suites 

Désignons  par 

les  mn  systèmes  de  .solutions  ronimunes  aux  deux  pre- 
mières des  équations  (i)»  et  posons 

Téquation  finale  résultant  de  Télimination  de ^  et  s  entre 
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les  équations  (i)  sera 

V=o, 

et  c'est  celle  équation  qu'il  s'agit  de  calculer.  On  y  par- 
viendra en  développant  en  série  chacun  des  facteurs 
P  {Xi  jTf  z)  de  Y,  et  il  suffira  de  connaître  autant  de  termes 
du  développement  de  P  qu*on  en  vent  avoir  dans  Y.  Nous 

nous  bornerons  ici ,  coninir  uuus  1  avorjs  fait  dans  la  luçou 
précédente,  à  calculer  les  deux  premiers  termes  de  V,  ce 
qui  suffît  pour  connaitre  le  degré  et  la  somme  des  radoes 
de  Téquation  finale. 

On  a,  en  faisant,  comme  précédemment,  *^  =  u,  -  = 

et,  si  Ton  pose 
il  vient 

Ë  s'annulant  avec  -9  ainsi  que  e  et  v}.  En  metuui  dans 

l'équation  précédente,  à  la  place  de  X  ci  y  y  leurs  mn  va- 
leurs, il  vient 

P(x,  j,,  2,)  =  xPf^  (a,,  6.)  -f-  xP  E,, 


£1,  £1,...,  £m«  étant  des  quantités  iniiniment  petites  avec 
^*  Enfin ,  en  multipliant  toutes  ces  équations,  on  a  la  va- 
leur suivante  de  Y, 

V  =  «-*/'f  (a,,  6,)f(«„  S,)'-  -  f 

où  H  désigne  une  quantité  qui  6  anntile  avec  -•  Le  pre- 
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niier  icrme  de  V  esi  donc  * 

11  suit  de  là  que  le  degré  de  l'équalioii  iinale  résuhatit 
de  rélimination  do  y  et  z  entre  les  trois  vquatîons  (i) 
est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations  ^  ce  qui 
fournit  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de 

Bezout. 

Si  l'on  veut  obtenir  les  deux  premiers  termes  de  IVqna- 
lioii  iiuale  V=  o,  îl  est  nécessaire  de  calculer  les  deux 
premiers  termes  du  développement  de  P  (x,  j",  z)  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x.  Pour 
cela,  dans  Téquation 


iv  iiÀb  poserons 


a'  t' 
»  =  «  H  h  -  ♦ 

X  X 

V  =  6  H  h—» 


e'  et  K^ésiguani  luujourb  des  quautités  qui  s  évanouisheut 
avec  -9  a'  et  6'  des  quantités  déterminées  par  les  équa- 


lions 


La  valeur  de  P  (•^'9  J  >  2)  pourra  aiois  s  écrire  de  la  ma- 
nière suivante  : 

en  désignant  par  K  une  quantité  qui  s'annule  avec  -  :  on 
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aura  donc 

P(jr,  Xi»  s,)  =  Jr/9(a,,  €,) 

Dans  ces  equaiions  uous  avons  mb, pour  abréger,  ^  >etc., 

à  la  place  de  'ii^^lli^,  clc.  j       a,,  clc,  désigaent  les 

valeurs  de  a'  qui  correspondent  aux  valeurs  «j ,  a»,  etc., 
de  a  j  enfin,  £i,       etc.,  sont  des  (quantités  infinimcul 

petites  avec     En  multipliant  toutes  ces  équations ,  on 

aura  la  valeur  suivante  de  V  : 

Te 

-h  x-v-  t  («„  6.)  -  -  ? 6-) 2  ^yY«76)  


où  H  désigne  une  quantité  qui  s'annnle  avec  ^9  et  ou  le 

signe  ^  s'étend  à  toutes  les  solutions  communes  (a,  6), 
des  deux  équations 

/{a,  6)  =  o,    F^«,€)  =  o. 

Le  second  terme  de  V  est  donc 
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el  si  1  on  désigne  par  la  somme  des  racines  de  i  ét^ua- 
lioQ  finale  V  =  o,  ou  aura 

En  rem|ilacant,  dans  cotte  formule,  a'  et  6'  par  Icun» 
valeurs  écriies  plus  haut,  et  faisaut,  pour  abréger, 

ou  aura  cette  expressiou 

2 ^ff,{a/C}      viy.(a,CiA^a/0  4-F.(«,e)B(«,€) 

OÙ  les  sommes  du  second  membre  sont  relatives  k  tous  les 

4X)uple8  de  ^ulutiuns  communes  aux  deu\  i>([ualions 

/(a,«)=:0,  F{«,e)=so. 

fx>  calcul  des  deux  premiers  termes  de  l'équatiou 
ûnale,  qui  résulterait  de  l'élimination  de  a  —  1  incon- 
nues entre  fi  équations,  n*ofiHra  pas  plus  de  difficulté, 
quel  que  soit     que  dans  les  deux  cas  particuliers  que 

nous  avons  développés;  la  marche  à  suivre  est  toujours  la 
nirmc,  el  I  on  peut  considérer  comme  i^éui  1  aie  la  nou- 
velle démonstration  que  nous  avons  donnée  du  théorème 
de  Bezout  pour  le  cas  de  deux  ou  trois  équations. 

Démonstration  d^une  Jormuie  de  A/.  JacobL 

Pour  obtenu  1  é(|ualion  ûnale  V  =  o,  nous  avons  poite 
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dans  la  Iroisierae  des  équations  données  les  valeurs  de  y 
et  tirées  >  deux  jnemirres  ;  mais  on  aurait  pu  opé- 
rer de  deux  autres  maoïères  diil'érentcs  :  ou  aurait  pu,  par 
exemple,  porter  dans  la  première ,  les  valeurs  de  ^  et  7  j 
tirées  des  deux  dernières,  et  Ton  aurait  obtenu  une  ex- 
pression dilTérente  de ^  x,  qui  se  déduirait  évidemment 

(le  telle  déjà  tr  ouvée,  en  changeant  1  une  en  Tautrcy et  y, 
fi  et  f  I ,  etc.  On  aura  donc 

mais  ici  les  sommes  qui  figurent  dans  le  second  membre 
sont  relatives  aux  solutions  communes  des  équations 

r(7,*)  =  o,    y(7,*)  =  o. 
Egalons  les  deux  valeurs  trouvées  pour  ^  jc,  et  suppo- 
sons que  les  polynômes  Fi  et^^t  soient  identiquement  nuls; 
on  aura 

en  se  rappelant  que  le  signe  ^  s  étend  ^  dans  le  premier 

membre,  aux  solutions  roiiuîiunes  de  f  {^-i  €)=o, 
F(a,^)=:o,et,  dans  le  second  membre,  aux  solutions 
communes  de  F  (7,  ^)  =  o,  9  (7,  =  o.  On  peut,  dans 
cette  formule,  considérer  les  polynômes /,  F  et  y  comme 
absolument  arbitraires  ;  et,  quant  au  polynôme  fi,  il 
n'est  assujetti ,  par  notre  analyse ,  qu  à  la  seule  condition 
d*ètre  de  degré  inférieur  à  ^.  Sup|>osons 

ç(a,  €)  =  C(a,  6); 

la  somme  du  second  membre  de  l'équation  précédente 
sera  alors  relative  aux  solutions  communes  des  deux 
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équations 

F(7,d^;:=o,    0(7,  <î}  ~o, 

et,  par  conséquent,  chacun  de  ses  termes  sera  identicpic* 
meut  nul.  On  aura  donc 


2 


c(.,«)- 


ou 


1?      1^  ~ 

le  signe  ^  s  cleudani  aux  solutions  t  ounnuucs  des  deux 
équations 

/(cc,6)=o,  F(x,6)=u. 
Cette  formule  curieuse ,  où    désigne  un  pol3fn6me  quel- 
conque de  dçgré  inférieur  à  celui  ^«  ^  ^  —  7^' 

l'extension  de  celle  que  nous  avons  démontrée  dans  la 
cinquième  Irçon,  et  à  laquelle  nous  avons  été  de  nou- 
veau conduit  dans  la  leçon  précédente.  Elle  a  été  dé- 
montrée pour  la  premièro  fois  par  M.  Jacobi ,  et  M.  Liou. 

ville  Ta  trouvée,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire  voir, 
comme  une  conséquence  naturelle  de  ses  recherches  sur 
Félimination. 

Extension  du  théorème  de  géométrie  démontré  dans  la 

leron  précédente, 

M.  Liouville  a  donné  dans  son  Mémoire  la  démonstra* 

lion  du  théorème  suivant ,  qui  est  l'extension  de  celui  que 
nous  avons  établi  dans  la  dernière  leçon  : 

TnÉOEàxE.  —  Si  l'on  mène  à  une  surface  algébrique 
la  série  des  plans  tangents  parallèles  à  deux  directions 
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fixes  ^  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de 

contact  sera  indépendant  de  ces  deux  directions. 

Si 

est  l'éqnalion  d*iiiio  surface  algébrique,  les  cooitioniRM  s 
des  poiuls  de  contact  de  cctie  surface  avec  les  plans  tan- 
gent&  parallèles  au  plan  qui  a  pour  cquations 

z  =:ax  -i-  by, 

seront  données  par  les  trois  équations 

=  =  rfT^^TS-^^- 

II  suHit ,  pour  établir  le  théorème  qui  vient  d'être  énoncé, 
de  calculer  la  somme  des  racines  de  Téquation  finale  qui 
résulte  de  l'élimination  de  deux  inconnues  entre  les  trois 
équations  précédentes.  En  suivant  la  marche  que  nous 
avons  tracée ,  on  trouvera  que  cette  somme  est  indé[U!n- 
daiilede  a  cl  de  h.  Ce  calcul  ne  présentant  aucune  difli- 
culié)  nous  nous  dispenserons  de  le  présenter  ici,  et 
nous  renrerrons ,  pour  plus  de  détails ^  au  Mémoire  de 
M.  Liouville.  On  y  trouTera,  du  reste  »  un  grand  nombre 
de  conséquences  curieuses  que  nous  ne  pourrions  déve- 
lopper sans  sortir  de  limites  que  nous  nous  sommjes 
imposées. 
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Théorème  far  le  nombre  de  valeurs  que  peut  prendre  une  fonellon  qwuid 

OO  y  permute  les  Icllrcs  qu'elle  renferme.  —  Des  fonctions  semMnMe*. 
—  Propriétés  des  fonctions  semblables  des  racines  d'une  équation. — 
Examen  des  cas  particuliers  qui  fnnt  exception.  —  Méthode  pour  calculer 
une  fonction  des  racines  d'une  équation,  quand  on  connatl  une  antre 
fonction  quèloonquo  des  raeinoi. 


Parmi  les  travaux  publiés  (îepuis  un  siècle  sur  la  théorie 
algébrique  des  équations  ,  1  uu  des  plus  imporlanis  est, 
sans  contredit,  le  célèbre  Mémoire  de  Lagrange,  que  nous 
ayons  déjà  eu  Toccasion  de  citer»  et  qui  fait  partie  des 
Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  pour  1 770  et  1 7  7 1 . 
On  rencontre,  entre  autres  résultats  remarquables,  dans 
ce  grand  ira\  ail ,  le  beau  iliéorème  que  voici  : 

Dès  quon  aura  trouvé,  par  un  moyen  quelconque^ 
la  Videur  d^une  fonction  radonneUe  des  racines  d^une 
équation,  on  pourra^  en  général^  trouver  la  val&tr  d'une 
autre  Jonction  rationnelle  quelconque  des  mêmes  racines, 
et  cela  jjur  le  moyen  d'une  équation  simplement  linéaire. 
Quelques  cas  particuliers  exigeront  la  résolution  d'une 
équation  du  deuxième,  du  troisième,  etc,  degré* 

La  démonstration  de  ce  théorème  et  le  développement 
de  ses  conséquences  feront  le  sujet  de  cette  leçon;  mab, 
pour  ne  pas  interrompre  notre  exposition ,  nous  commen- 
cerons par  établir  une  proposition  iniportanie,  dont  nous 
aurons  besoin. 
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Théorème  sur  le  nombre  de  valeurs  que  peut  prendre 
une  fonction  quand  on  y  permute  les  iMres  q^ette 
renferme, 

âoit 

Vs=P(ii,  *,  c^...,  k,  i) 

une  fonction  de  m  lettres     by  Cj.,,j  ky  L 
Désignons,  pourabr^er, 

A]  y    Aa  9    A}  y  •  •  «  y  Aj^ 

les  M  =r  1.2... m  pcrmuialioDs  doui  ces  lettres  sont  sus- 
ceptibles ,  et  représentons  par  la  notation 


Topératicin  f[ui  consiste  à  remplacer  les  lettres  de  la  per- 
mutation A  et  par  celles  de  même  rang  dans  la  permuta- 
tion Af  :  cette  opération  se  nomme  une  substitution. 
On  obtiendra  toutes  les  valeurs  que  la  fonction  V  peut 

prendre  parles  permutations  des  lettres  /i,  b^  c,  etc., 
en  lui  appli(|uaiil  les  M  substitutions 

dont  la  première  est  une  substitution  identique}  il  en 
résultera  ,  pour  la  fonction  V,  M  valeurs  que  nous  dési- 
gnerons par 

Vi  I     y .  •  •  y  Vu  • 

Ou  voit  que  le  nomijie  des  valeurs  (lisiinciesde  V  est  au 
plus  égal  à  M  :  mais  il  peut  ^Irc  mointlre  ;  cela  arrivera , 
par  eicemple,  si  la  fonction  V  est  symétrique  par  rapport 
à  quelques-unes  des  m  lettres  a,  ^,  etc. 
11  peut  arriver  aussi  qu'une  fonction  qui  n'est  synié- 
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triqiu     i  rapport  à  aucunes  lettres,  ne  puisse  pas  cepen- 

tlaiu  acquérir  M  valeurs  dislincles.  Nous  citerons  poui 
exemple  la  ionctiou 

ipii  ne  peut  acquérir  que  deux  valeurs»  bien  qu  elle  ue  soit 
pas  symétrique  par  rapport  k  deux  des  trois  lettres  qu^elle 
renferme. 

Quand  nous  disons  qu'une  substitution  change  om  ne 
change  pas  la  valeur  d'une  fonction  ,  il  vsi  h'ien  entendit 
que  uous  faisons  abstraction  des  valeurs  numériques  qu'où 
peut,  ultérieurement,  attribuer  aux  lettres,  et  que  nous 
ne  voulons  parler  que  de  la  valeur  algébnçue  de  la  fonc- 
tion. Ainsi  la  fonction 

est  changée  par  la  substitution  quoique  la 

nouvelle  valeur  qu'elle  prend ,  savoir, 

puisse  être  égale  à  la  première ,  si  Ton  attribue  des  va» 
leurs  convenables  aux  lettres  a  ,h  ^  c. 

TnÉoafexB.  —  Le  nombre  des  valeurs  distinctes  que 
peut  prendre  une  fonction  de  m  lettres ,  quand  on  y 

permute  les  lettres  qi^elle  renferme,  est  toujours  un 
diviseur  du  produit  i . 2 . 3 . . .  m. 

Supposons  que  les  valeurs  de  la  ionctiou  V, 

fomiées  comme  il  vient  d'être  dît,  ne  soient  pas  toutes 
distinctes ,  et  que  le  nombre  de  celles  qui  sont  égales  i 

V«,  pal-  exemple,  soitn*,  que  l'on  ail,  par  conséquent, 
ces  n  valeurs  égales 

(»)  V^=rVj=y,=...=  V., 
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^  correspoudeut  reapectivement  aux  permutations 
(^]  -Aflit  Ag,       . . . ,  A^, 

OU»  en  d'autres  termes ,  qui  se  déduisent  de  Vi  par  les  suIh 

stitutions 

Soient  V«'  l'nne  des  fonctions  (1)  qui  ne  sont  pas  égales  à 
V«,  A^.  la  permutation  correspondante ,  en  sorte  que  V^, 

se  déduise  de  Vt  par  la  substitution       ^9  et  considérons 

les  n  permutations 

(4)  Ag»,  A^.,...,  A^,, 

formées  de  telle  sorte  que  Ag# ,  A/' ,  etc.  y  se  déduisent  de 

Aec%  de  la  même  manière  que  A^,  A.^,  etc.,  se  déduisent 

de  A«,  c  est-à*dire  en  exécutant  les  mêmes  changements 
entre  les  lettres  qui  occupent  les  mêmes  places.  Par 
exemple ,  si  Ag  se  déduit  de      en  remplaçant  dans  A^  les 

lettres  ([ui  occupent  les  rangs  i,  2,3,4)  respectivement 
par  celles  qui  occupent  les  rangs  a ,  4  »  <  t  ^9  de  même  aussi 
Ag#  devra  être  formée  en  remplaçant  les  lettres  qui  occu- 
pent dans  A^/  les  rangs  i ,  9. ,  3 ,  4  î  respectivement  par 

celles  qui  occupent  les  rangs  2,  4»  '9  ^> 
Soient  aussi 

(5)  v^/,  Vg#,  Vy/,.,.,  v^i 

les  valeurs  de  V  en  nombre  égal  à  /i,  et  qui  correspondent 

aux  pcmiutaiioiis  (4)  j  c'esi-a-dire  qu'on  déduit  de  \ x  par 
les  substitutions 


10. 
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Je  dis  qifce  les  égalités  (2)  entraîneront  nécessairement  le» 
suivantes  ; 

En  elFet,  et  Vg  se  déduisaui  tle  Vj  par  les  subsiiiutjons 
(a*  )  '  ( a  )  '  évident  qne  ae  déduira  de  par 
la  substitution  pareillement,  V^.  se  déduira  de 

eu  appliquants  cette  dernière  la  substitution  i^/j' 
Or,  par  hypothèse,  la  substitution       j  ne  produitaucuft 

changement  sur      ,  donc  la  substitution  ^ 

duii  a  aucun  changenent  sur  ,  ^arV^,,  A^.,  Ag»  ne 
sont  autre  chose  que  ,  A^ ,  Ag  où  l'on  a  changé  la  no- 
tation d'une  certaine  manière.  On  a  donc  V^,=  V^»,  et 
l'on  voil  que,  pour  la  mémo  raison  ,  les  fonctions  (5)  se- 
ront toutes  égales  enlre  ellt's.  D'ailleurs  1rs  fonctions  (5) 
correspondent  respectivement  aux  permutations  (4)»  qui 
sont  évidenunent  distinctes  et  diflërentes  des  |>ermuta- 
tions  (3)*,  donc  elles  se  trouveront  parmi  les  M  fonc- 
tions (i) ,  et  Ton  aura,  par  suite, 

RI  =  ou    M  'y>  2//. 

Si  M  >  2  n  et  que  V^»  désigne  l'une  des  valeurs  de  V  dis- 
tinctes de  et  de  V^, ,  on  fera  voir,  romme  précédem- 
ment, que  la  série  (1)  contient  n  nouveaux  termes 

^ei"»  ^'^6"»         1    '  •  »  ♦ 

tous  égaux  entre  eux  :  on  aura ,  pai>  conséquent, 

M=;3/t   ou  M>3/fi 
et,  en  poursuivant  ce  raîscg^ement,  on  voit  que  les  M 
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fonctions  de  la  série,  (i)  se  partageront  nécessairement  en 
nu  certain  nombre  u  de  grou^ies  composés  chacun  de  if 

fonctions  égales  cuire  elles  :  ou  aura  donc 

U  =  ^ff^    dou      =  — î 

le  nombre  a  des  valeurs  distinctes  de  V  est  doue  un  divi- 
seur du  produit  M=st.a.3...f7i«  comme  nous  Tavions 
annoncé. 

Ce  théorème  a  été  démontré ,  pour  la  première  fois,  par 
l-.igi.mge,  (laus  le  Mémoire  cilé  plus  haut.  Nous  avons 
suivi,  dans  la  démonstration  précédente,  la  marche  indi- 
quée par  M.  Cauchy  dans  son  Mémoire  sur  le  nombre  des 
valeurs  que  peut  f^endi^  une  fonction  quand  on  yper'» 
muie  les  lettres  quelle  renferme^  Mémoire  ipii  fait  partie 
du  tome  X  du  Journal  fie  P École  Polytechnique* 

Des  Jonctions  semblables. 

Deux  fonctions  de  m  quantités  sont  dites  semblables 
lorsque  les  substitutions  qui  changent  la  valeur  de  Tune 

changent  aussi  la  valeur  de  l'autre,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  lorscjue  les  sabsuiiilious  <}ui  laissent  1  inu»  d'elles 
invariable  ne  produisent  non  plus  aucun  changement  sur 
l'autre. 

Ainsi ,  deux  fonctions  symétriques  des  m  racines  d'une 
équation  sont  deux  fonctions  semblables  qui  ne  peuvent 

prendre  (hacune  qu  une  seule  valeur j  et,  plus  générale- 
ment I  si 

désignent  les  m  racines  d'une  équation  de  degré  m ,  deux 

fonctions  symétriques  de  n  d'entre  elles . 

par  exemple,  seront  aussi  deux  fonctions  semblables  de» 


m  racines,  et  chacune  délies  pourra  acquérir  \u\  nombre 
de  TaleuiY  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres 
H  a  fi ,  c'est-à-dire  égal  a 

m[m  —  i). .  ,(m  —  n  -ht) 
i.a.  ..Ji 

JNÎous  ne  considérons  ici  que  des  Ibuctions  rationnelles. 

a 

Propriété  des  fonctions  semblables  des  racines  d^une 

équation . 

Deux  fonctions  semblables  des  racines  d'une  équation 
sont  exprimables  rationnellement  Tnne  par  Fautre,  en 
sorte  que  si  l'on  connaît  la  valeur  d'une  fonction  quelcon^ 
que  des  rarînes ,  on  pourra  déterminer  U  Taliwr  de  toiitea 

les  fonclioiis  semblables. 

Il  y  a  pourtant  quelques  cas  d'exception  que  nous  exa-« 
mÎTKTons  en  détail. 

Soient,  en  effet, 

les  m  racines  de  Téquation 
et 

V  =  F(jp,, Jf,, . 

deux  fonctions  rationnelles  et  semblables  de  ces  racinea 
dont  la  première  est  supposée  avoir  une  valeur  connue* 

Appliquons  simultanément,  aux  fonctions  F  et/,  toutes 
les  1.3. 3... m  substitution!  possibles;  il  en  résultera 

pour  V  un  l  ei  tain  nombre  p  de  valeurs  distinctes  >  que  jjç 
représente  par 
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el  pour  la  fonctiou  semblable  les  fi  valeur»  correspon- 
dantes 

On  peut  former,  par  la  méthode  indiquée  dans  la  troi- 
sième leçou,  Téquation  qui  a  pour  racines  les  valeurs 
de  V  :  soit 

(4)  V^-4-P.V"-'H-  P,V*""'H-...  +  Pj.-»V-+-P^  =  0, 
ou 

+  (Vj=Of 

celle  ëqualiofi ,  tionl  les  coeiiieieats  sont  expiiiiiablcs  ra- 
tionnelleoienl  par  ceux  de  Téquation  proposée.  On  pour- 
rait formeri  de  la  même  manière  f  Téquation  qui  a  pour 
racines  les  fi  valeurs  de  mais  cette  équation  ne  nous 
sera  pas  nécessaire. 

Considérons  niaintcuanl  U  iouction 

où  n  est  un  nombre  entier  quelconque  ;  les  valeurs  que 
peut  prendre  cette  fonction  par  les  diverses  substitutions 

seront  évidemment 

puisque,  généralement,  toute  substitution  qui  change  V 
en  change  aussi  en  y^^  et  il  suit  de  là  (troisième 
leçon)  que  la  quantité 

ViVi  -t-  V?  -h  v,v,  -h . , .  -h  v; 

sera  une  fonction  symétrique  des  m  i  a(  inesa:,,  a:»,."?  'a»» 
et  qu'elle  pourra,  par  couséqueut ,  s  exprimer  ration- 
nellement en  fonction  des  coefficients  p%^ptj  etc.,  de  Té- 


I 
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quation  (i),  quel  que  soit  Fentier  n.  Donnons  à  n  k»  va<* 
leurs  successives  o,  i ,    , . . . ,     —  posons 

r,  4-  r,-4-      -h.  .  t»y 

(5)(   r.  4- v;  j-,  -h  v;^,  -h. . .  -4-  yj,    =  r„ 

Les  seconds  membres  /o ,  ,  etc.,  de  ces  équations  sont 
tous  exprimables  rationnellement  en  fonction  des  coeffi- 
cients de  Téquation  proposée  et  des  quantités  connues 
qui  entrent  dans  F  et  /;  on  pent  donc  les  considérer 

comme  connus,  et  si  Toii  icsoui  les  /x  équations  (5)  par 
rapport  à  /j,  ?  •  •  •  ?  7/<  ?  chacune  de  ces  valeurs  de  se 
trouvera  exprimée,  comme  on  va  voir,  en  fonction  ra- 
tionnelle de  la  valeur  correspondante  de  V. 

Ajoutons  les  équations  (5),  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  les  facteurs 

^1»  i»i  •  •> 
et  faisons ,  pour  abréger, 

on  aur^ 


(7) 


\  =r  /«X«  4-  f|  X,  4- . .  •  +  tft^i  X|»_t  4-      1 9 


çt  si  l*on  vciut  la  valeur  de  jp  par  exemple,  il  suflGra  de 
déterminer  les  facteurs  Ào,  X| ,  etc.,  de  manière  que  Toi^ 
ait 

(8)      t(VO  =  o,   v(Y.)  =  o,..',   f(V^)  =  o, 
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excepté  <j»(V^)  =  0;  alor»  réquation  (7)  doDncra 


(9) 


et  il  ne  resie  plus  qu  à  trouver  les  Talenrs  de  Xi ,  3l| ,  etc.  ; 
ce  que  Fou  peut  faire  très-aîsémetit  de  la  manière  sui- 
vante. 

Les  équations  (8)  qui  détermineat  ces  facteurs  cxpri> 
ment  «jue  l'équation 

t(V)  =  o 

a  pour  racines  Vj ,  Vi, . . . ,  V^,  exce|)lé  V  ^  j  mais  Téqua- 
tion  (4) 

+  (V)  =  o 

a  ces  mêmes  racines,  v  coirip!  is  \ j  tîl  comme  d'ailleurs 
les  plus  hautes  puissances  de  V  dans  <p  (V  )  et  dans  ^  (V) 
ont  pour  coefficient  Tunité,  on  aura  identiquement 

0|i ,  pn  déveioppaut  le  quolient  de  ^  (  V  )  par  V  —  V. , 


V  — 1 


p. 


y/* 


Pt 

P.  \p 

Vl 


•  •  •  H"  P/K— I 


+  p,  v;- 


En  identifiant  cette  valeur  de  g>(  V)  avec  celle  (itninée  par 
Téquation  (6),  on  obtient  les  valeurs  suivantes  des  fac- 


piu..  4-  Pm-,  V/,  -h . .  .-t-  p,  v;*"'  -f-  v;^-'. 

Ces  factears  étant  tous  exprimés  en  fonction  de  \  ^  et  des 

quaiitiiés  connues,  il  en  sera  de  mèmti  de  jp  .  On  peut 
donner  à  l'expression  de  j^^  une  forme  très-simple. 
Ën  faisant,  pour  abréger  l'écrîtare, 

T^_i  =.  t^—'i  4-  P|       -H  P,       H- ...  4-  P^-ï  f#  ) 
T^i  s  f^_^  ^  P|       4-  .... .  -4-  Fj»«.j  Ify 


i54 

leurs  V: 


T,=sf.  +  P,^, 

le  numérateur  de  la  valeur  de  ,  donnée  par  l'équa- 
tion (9),  sera 

T.  V^'^'  H-  Tt  yj^-'-h ...  4-  Tu-,,  Vp  -h  T;.-.  • 

et  quant  au  dénominateur,  il  est  égal  à  f  (  ),  c^est-à- 
dire  à  la  valeur  que  prend  la  fraction  J*^^^  pour  V=:  Va  : 
cette  valeur  est     (  Vp),  ^'  désignant  la  dérivée  de  ^.  Or, 

f  ( V )  œ  p      '     ( -  ,)  p,  v''  '  4- . . . -H  Pp^,  î 
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on  aura  donc  U  valeur  tuivaule  de  : 

011,  en  désignant  simplement  par  V  Fnne  quelconque 
des  Taleors  V, ,  V|,  etc.^  par  y  la  valeur  correspondante 

|f  V*-  -h  (i*  -  0  P.  V*-'  -i- . , .  +  a       V-hP^.  * 

valeur  que  nous  représenterons  aussi ,  pour  abréger,  par 

_e(V) 

Examen  des  cas  particuliers  qidfont  exception. 

Diaprés  ce  qui  précède,  les  valeurs  àcjx  »  X«  v  >  >'yiA  s^®^- 
primeront  rationnellement  en  fonction  de  V|y  V,,...,  V^^ 
respectivement  par  les  formules 

(-3)  +^(v.r'*"  '^'^■"^(M 

Mais  quelques-unes  de  ces  équations  seront  illusoires  si 
l'équation 

+  (V)=o 

a  des  racines  égales;  elles  le  seront  même  toutes  si  la 
précédente  équation  en  V  n^a  que  des  racines  multiples. 
Toutefois^  si  Yj»  est  une  racine  simple  de  Téquation  en 
la  yaleor  correspondante     sera ,  dans  tous  les  cas^  don-i 

née  par  la  formule 


_e(Vp) 
•  '     f  (Vf ) 
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Les  cas  d*exception  que  nous  venons  de  signaler  peuvent 
évidemment  se  présenter  ;  car,  bien  que  les  fonctions 

Vi »  Vf, . .  • , 

soient  distinctes,  quant  à  la  forme  ali^ébrique ,  si  les  quan- 
tités jTi ,  etc.,  dont  elles  dépendent,  oui  des  valeurs 
déterminées^  quelques-unes  de  ces  fonctions  peuvent  être 
numériquement  égales.  Alors  les  équations  (  5  )  sont  insuf- 
fisantes pour  déterminer  y , ,  y^^  etc. 

Supj>osoiis  ,  par  exemple,  (pie  V;  =  V^,,  mais  que  toutes 
lei  autres  valeurs  de  \  suieul  ditlei  t  vx  dislinctesde  V,  : 
les  inconnues  et  j  2  n'entreront  dans  les  équations  (5) 
que  combinées  entre  elles  par  voie  d^ addition ,  et  ces  équa- 
tions (5)  ne  pourront  déterminer  que 

qui  sont  au  nombre  de  —  1  ;  Tune  des  équations  (5)  dc-^ 
viendra  inutile ,  et 9  en  se  bornant  aux  fx  —  i  premières, 
on  aura 

( /i  -H     )  +  >î  +  J«  -h •••-+-      =  ^0, 
Vi  (7.  H-  X7)  -h  V,/,  H-. .  .-H  V^j^s:  r,, 

A»-»  fl-t 

En  opérant  sur  ces  équations,  comme  nous  Favons  fait  sur 
les  équations  (5),  on  déterminera  les  inconnues 

qui  se  trouveront  exprimées  respectivement  en  fonction 
rationnelle  de 

V,  ou  V,,  V,,. .  . ,  V^. 
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Et  généralement  si  Féquatioii  > 
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4{V)  =  o 

a  a  racines  égales  à  Vj ,  ê  racines  égales  à  V«,  de,  les 
équations  (5),  dont  quelcpies-unes  deviendront  alors  inu« 
tiles,  ne  pourront  faire  connaître  qne  la  somme  des  a  va- 
leurs  de  y,  qui  oorrespondeni  aux  oc  valeurs  de  Y  égales 

à  V, ,  en  fonction  rationnelle  de  V,  ;  celle  des  6  valeurs 
de  r,  qui  corrt^|intidenl  aux  o  valeurs  de  V  <%ales  fi  V,, 
eu  fonction  raliounelle  de  Vt  »  et  ainsi  de  suite.  \  oici 
Gomment  on  pourra ,  dans  ce  cas ,  déterminer  les  valeurs 
dejr* 

Supposons  qu'on  ait  ces  a  valeurs  de  \'  ^ales  entre 

elles, 

V,  ==  V3  =: .  ■ .  s  ; 
on  pourra  lalculer,  en  fonction  de  \  1 ,  la  ^onimc 

On  pourra  aussi  calculer,  de  la  même  manière,  la  somme 

des  carrés  de  ces  quamiiés.  la  somiue  dv  leurs  cubes,  etc., 
eienlin  la  somme  de  leurs  puissances  a-^  on  pourra  donc 
former  (  troisième  leçon)  Tëquation  de  degré  a ,  qui  a  pour 
racines  les  quantités  9  >  •  •  m  *  Ainsi ,  quand  Téqua- 
tion  en  V  a  des  racines  égales ,  la  détermination  de  la 
fonction  si  inblable  à  V.  pciu  dépendre  d'une  équation 
du  second,  ou  du  troisième,  ou  etc.,  degré. 

On  peut  former,  sans  faire  de  nouveaux  calculs,  la 
somme  des  valeurs  de  y  qui  correspondent  aux  valeurs 
%ales  de  V,  et  la  déduire  des  équations  Supposons, 
par  exemple,  que  Vj  =  V,,  mais  que  les  autres  valeurs 
V3  ,  V4,  etc.,  soient diiléi'culc6  de  \  ,  ;  aiipnentous  les  cuel- 
iicieuts  deTéquation  proposée  (1)  dequaniiiés  inGniment 
petites,  de  manière  que  V»  ne  soit  plus  égal  à  V, ,  et  po- 
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sons  V,  =  V,  +  A  f  A  étant  un  infiniment  petit  :  on  anra 

^.  _Q(v.)  _e(v.4-^) 

Soit 

.HV}  =  (V-V.)(V-V,-/i)-j..(V}; 

on  anra ,  en  diffërentiant , 

f(V)  =  (V-V.)(V-V.-/Of.(V)-|-[a(V«V,)-A,*.{V), 

et,  par  suite, 

f  (V.1)  =  -A+.(V.),    +'(V.-hA)  =  A+.(V.-l-A), 

oU|  eu  négligeaot  les  puissances  de  h  supérieures  à  la 
première  dans  4^'  (  V|  +  À)  « 

f  (v.-hÂ)  =  H.(v.). 

D'après  cela,  les  valeurs  dejt  Qijr%  seroui 


donc 


_  — e(V.)        _B(V.  +  /0 

Af  (V.)  '         /*+.(v.}  • 


A*.(V.) 


Cetle  équation  est  inexacte ,  puisque  nous  avons  n^li^ 
les  puissances  de  h  supérieures  â  la  première;  mais  elle 
sera  exacte  à  la  limite ,  pour  A  =  o,  c'est-è-dire  quand 

oïl  égalera  à  zéro  les  quantités  ajoutées  aux  coefficients  de 
rëquatiou  proposer.  Or,  pour  A  =  o,  on  a 

 ^  ^(v.) 

«t 
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c*eBl-à-dire 

on  aura  donc ,  eniin» 

/.  -f-/,_e^(V) 

et  l'on  ferait  voir  asseai  aisément  que  si  l'on  a ,  eu  général , 

V|  =  Vj  £2  .  •  •       V«  9 

ou  aura  en  même  temps 

(i4)        r»-^/»-f->.'-H/«_Q°'~'(v.) . 

«  r  (v.)  ' 

en  sorte  qu  on  obtiendra  la  moyenne  arithmétique  des 
valeurs  de  y  qui  correspondent  aux  valeurs  de  V  égales 
à  V, ,  en  prenant  la  valeur  illusoire  de  yx ,  donnée  par  les 
équations  (i3) ,  et  substituant  au  numérateur  et  au  dé* 
nominateur  de  cette  valeur  de  ,  leurs  dérivées  d'ordre 
a  —  I  par  rap^ioit  à  \\,  La  dL*moiislratiuu  de  Téqua- 
tion  (i4)  noiire  aucune  difficulté^  mais  comme  cette 
formule  est  seulement  curieuse  et  ne  nous  sera  d'aucune 
utilité,  nous  nous  bornerons  ans  développements  qui 
précèdent. 

Métikode  pour  calculer  une  fonction  des  racines  d*une 

équation  j,  (juand  on  connaît  uiie  autre  fonction 
4fuelconçue  des  racines. 

La  théorie  qtû  vient  d'être  exposée  peut  être  aisément 
étendue  au  cas  où  la  fonction  inconnue/  n'est  pas  sem- 
blable à  la  fonction  donnée  V. 

Nous  désignerons  toujours  par  jTi ,  Xs •  •  i  les  m 
racines  de  l'équation  proposée,  et  par  M  le  produit 
1.2. 3... m.  Si  Ton  applique  simultanément  aux  deux 
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fonctions  \  eiy  ïeb  M  substitutions  que  1  on  peut  faire  > 
il  en  résultera  pour  V,  M  faleurs , 

Vi,  Vij  Vj, .  • , ,  Vji , 
et  pour  jr,  M  valeurs  correspondantes 

r 

X*>       X*»  •  •  •  f  Xu* 

le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  Vou  de  s*îl  n'est 
jpas  égal  à  M,  sera  un  diviseur  de  M,  ainsi  que  nous 
Vavons  di'nioiiiré  au  comuicncement  de  cette  leçon.  11 
cbn  vien t  de  distinguer  deux  cas  : 

'1**.  Supposons  d'abord  qae  les  M  valeurs  de  Y  soient 
distinctes,  algébriquement  partant,  ce  qui  n*empècbera 
pas  que  quelques-unes  de  ees  valeurs  ne  [)uissent  ètfe 
niiinériqueflieiit  égales,  et  ne  laisons  d'ailleurs  aucune 
hypothèse  sur  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  y. 
Dans  ce  cas,  la  métbode  précédemment  exposée  s'appli- 
quera, sans  modification,  à  la  détermination  de  chaque 
valeur  de  y  en  fonction  de  la  valeur  correspondante  de  Y. 
On  aura  toujours^  en  conservant  nos  mêmes  notaiîou$, 

_    T,  V^-'  4-  T.  V"-^  H-  ...  4-  1^_,V  -4-  T^,.    __  e(V). 

seulement,  on  aura  ici  |ui  =  M ,  et  en  donnant  à  Y  succes- 
sivement ses  M  valeurs,  l'équation  précédente  fera  con- 
naître toutes  les  valeui  s  de  <  hacune  répétées  le  même 
ntmibrc  de  loi.^  ,  et  exprimées  chacune  par  la  valeur  de  V 
correspondante.  Si  Téquation  ^(V)  =  ()  a  des  racines 
égales,  on  opérera  comme  si  V  et  étaient  des  fonctions 
semblables. 

2^.  Supposons  que  le  nombre  des  valeu  rs  distinctes  de  Y 

soit  moindre  que  M  :  désignons-le  par/;i,  et  ^>05ons 
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les  M  valeurs  de  V 

se  partageront  alors  en  n  groupes  contenant  chacun  n 
valeurs  ^ales.  Soient 

9  Vm^»  . . ,  •  •  t  Vfai 

ces  p  groupes,  et  daignons  toujours  par  la  valeur  de  y 
correspondante  à  . 

Pour  ramener  ce  cas  à  celui  des  louciious  semblables  , 
désignons  par  z  uue  fonclioa  symétrique  et  rationnelle 
cpieleonque  des  ^antités 

X*f  «r»>  •  •  •  >  » 

U  est  évident  que  V  et  «  seront  des  fonctions  semblables  ; 
on  pourra  donc  exprimer  z  en  fonction  rationnelle  de  V. 

Quand  on  aura  ainsi  calculé  n  fonctions  symétriques 
des  fjiuitililés  y  1 ,  }^,,...,  ■)'„ ,  on  pourra  foniuT  Téquatiou 
du  degré  n ,  qui  a  poux*  racines  ces  n  valeurs  de  j^. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  quon  pourra  toujours 
dëtemîiier  les  racines  Xty..^  d'une  équation 
donnée ,  si  Ton  connatt  la  valeur  d'une  fonction  V  de  ces 
racines;  pourvu  que  les  1.2.  À.., m  valeurs  que  prend 
cette  fonction,  quand  on  y  permute  ]vs  racines,  soient 
dilléreutes,  non-seulement  sous  le  rapport  de  la  forme 
algâ>riqne,  mais  encore  au  point  de  vue  numérique. 

En  eflèt ,  on  peut  supposer  que  la  fonction  ioconnuey  se 
réduise  à  Tune  quelconque  des  racines  ,  à  Xi  par  exemple; 
alors  on  pourra  exprimer  en  fonctioii  rationnelle 
de  V  et  des  coefficients  de  l'équation  proposée  :  si  ensuite 
on  suppose  que  j  se  réduise  k  une  autre  radine  x%f  on 
pourra  de  même  eicprimer  Xt  en  fonction  rationnelle 

II 
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de  V,  et  ainsi  de  suite.  D'où  il  résulte  que  si  la  valeur 
donnée  de  V  est  conunensurable,  les  racines  de  Téquation 
proposée  seront  fontes  commensnrables. 

Mais  si  la  fonction  \  n  a  pas  toutes  ses  valeurs  dis- 
tinctes, que  I  on  ait,  par  exemple, 

V.  =  v,=  v„ 

et  si ,  faisant  toujours  jrssXf^  les  valeurs  de  y  corres- 
pondantes sont 

x^p  a:,,  Xj, 

la  méthode  précédente  ne  fera  pins  connaître  ces  racines , 
elle  permettra  seulement  de  former  i  é(|uatiou  du  troi- 
sième degré  dont  elles  dépendent. 

La  théorie  qui  vient  d*ètre  exposée  comprend  tout  ce 
que  Ton  sût  de  plus  général  sur  rabaissement  des  équa- 
tions quand  on  connaît  une  relation  entre  les  raeineat 
car  ce  cas  est  cudemment  le  môme  que  celui  où  l'oi» 
donne  la  valeur  d*une  fonction  des  racines. 
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Application  de  la  théorie  exposée  dans  la  \e<^n  précédente.  Nouvelle 
déuuMMlMUon  d'un  tb^rèine  établi  (l«a»«ett»  leçon. 


Application  de  la  théorie  exposée  dam  la  leçon 

précédente* 

Quoique  la  ihcoriu  exposée  dans  la  précédente  leçon 
soit  très-simple,  je  ne  crois  pas  inutile  de  montrer  sur 
un  exemple  comment  les  calculs  doivent  être  exécutés. 

Nous  nous  proposerons  de  calculer  Tune  des  trois  ra- 
cines ^1,  Xi ,  Xt  de  Féqnatlon  du  troisième  degré 

X  —  6  a;' -h  »  I —  6  =  o, 

Xi  par  exemple,  sackant  que  la  fa«ctî<m 

V  =:  X,       2      —  i^X^ 

est  égale  à  3. 
Faisons 

et  api^îquons  am  fonedons  Y  et  ^  les  i.s.S  »6  sabsl»* 
tutions 


il  en  i^ukera  les  six  valeurs  suinrantes  pour  V  et  j  : 


V. 

ri 

V, 

V, 

4  j-,, 

V. 

V» 

4*>» 

*M 

V. 

4*M 

tl. 


1^4  UOliltlÈME  LEÇOKr 

Soit 

V«-f.  P,  V  +  P,V*     P» +  P4V»4-  P»V  -h  Pt=  O 

1  équaliouqui  a  pour  raciues  les  six  valeurs  de     ou  trouve 

P,=  i2,    P,  =  — 2,    P3  =  — 336, 
P4  =  —  287,   P»  =  ao52,    P,  =  2oi6î 

il  faut  calculer  ensuite  les  quaulités  ^a»  ^  »  >  ;  's  r 
telles  que 

par  la  méthode  des  fonctions  symëtrîqaes:  on  trouve 
ainsi 

/,=  12,    ^,=  — 16,  r,=:264, 
r,=:— 1240,      =  11692,  --80396; 

et  en  posant,  comme  préc^emment, 

T»=<i+P,/«4-Pi^a-+- P.'a-t  P«*i4-P»<,, 

T,=r,-*-P,^,H-P.f., 
T,  =  l,  +  P,f», 
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Ou  a 

T»  =5  1800,    T,  =  — 1884,    Tj  =  ~ao72, 
Ta  =  46»    T,  =  128,    T,=  ia. 

MainteiMiit  la  formule  générale 

~  6  V*-h  5  P.  V*+  4  P,  V»-|-  3  P,  V»+  a  P,  V  +  P4  * 
<nk  ïou  doit  affecter  jr  et  V  de  mêmes  indices ,  devient 

_  i2V*-h  i?-8V'4-48V^—  ^o-iz  \       1884  V  4-  iboo 
6  V*    60  V»  — "bV^  ~  1008    —  574  V  -h  2o52  ' 

Pour  avoir  la  racine  Xi^  il  faut  faire  V  =  3,  et  Ton  trouve 
ainsi 

^  —  -  79^0  _  ^ 

*i  —  ZF7~  ~—  ^* 

^2040 

On  voit  ,  {)ar  c<*  (jiii  précède,  que  les  calculs  auxquels 
coudai l  notre  ilieorio  sont  d  une  longueur  rebutante, 
même  dans  les  cas  les  plus  simples  ;  mais  il  ne  faut  pas 
oublier  qae  nous  nous  plaçons  au  point  de  vue  théo- 
rîc|ue,  bien  plutôt  qu*à  celui  de  Tapplication.  Toutefois 
ces  calculs  se  simplifient  en  suivant  une  nouvelle  marcbe 
indiquée  par  Gallois  et  que  nous  allons  faire  counaitre* 

Nouvelle  démonstration  d'un  théorèr/w  établi  dans  la 

leçon  précédente, 

1  UL0E£ME.  —  Si 

(I)  /(*)  =  o 

est  une  équation  quelconque  de  degré  m,  mau  qui  h  a 
pas  de  ruines  égales,  et  que 

soà  une  fonction  rationnelle  des  racines  Xi^  x^^. .  .y 


l6)5  DeUElàXB  LBÇOJI. 

de  r équation  (i) ,  tellement  choisie,  que  /ex  i .  a.3.  .  .m 
valeurs  qu  elle  prend ,  quand  on  y  permute  les  racines, 
soient  toutes  différentes ,  on  pourra  expruner  les  m  ra- 
eines  Xt^  x,^  en  fonction  rationnelle  de  V. 

Voici  comment  Galloî«  défenontre  co  diéorème  dm  le 
Mémoire  inséré  au  tome  XI  du  Journal  de  Mathéma^ 
tiques  de  M.  Liouvillc. 

Nous  désignerons  par  V  f  la  valeur  doniiéede  V,  et  par 

les  (ILS  1 .2.3.  • .  (m— <?i)  vakura  que  prend  quand 
on  y  pern^nte  (es  m — ^  i  racines 

sans  changer  la  place  de  Xf  On  aur^  alors  une  équaiion 
en  V  du  degré  fi,  savoir  ; 

(a)  (V-V,)(V^Y.)...(V-V^)  =  o. 

dont  les  racines  V,,  ,  etc.,  seront  toutes  différentes  et 
dont  les  coefficients,  qui  sont  des  Ibnctions  symétriques 
des  racines  Xf ,  0:^ ,  • .  « ,     de  Téquatioii 

 =0, 

s'exprimeront  rationnellement  par  les  ooefficienla  de  celte 

é(juatîoii ,  c'cst-à- lii  L'  (  u  tou<;iioii  de  x,  et  des  coeffîcîeiiLs 
de  réquaiion  proposée  (i).  Par  suite,  Téquation  (a)  pourra 
être  mise  sous  la  forme 

(3)  F(V,x,;  =  o. 

P  dés^gQAitt  une  fonction  rationnelle  de  V  et  de  Xf  Or 
l'équation  (a),  ouTéquation  (3),  est  satisfaite  pour  V=V,j 
0.11  aura  donc  identique  nient 

F(V.,<r,)=so. 
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D^ott  il  suii  que  ré<[ualîon 

(4)  F(V„^)  =  o 
sera  salisfai  te  |)o  u  i 

x  =  jp,, 

t.'t,  par  conséquent,  les  équations  (i)  el  (4)  auront  une 
racine  commune  x,.  Je  dis,  de  plus .  (juc  ces  équations  ne 
sauraient  avoir  d'autre  racine  commune.  Supposons»  en 
eflel,  que  Téquaiion  (4)  soit  satisfaite  pottr  ss  jf, ,  on. 
aura  îdenticitieinem 

F(V.,«.)=:o; 

par  suite ,  1  équation 

(5)  F(V,  *,)  =  o 

sera  satisfaite  pour  V  =  Vf  Or  Téquation  (5)  se  déduit 
de  TéquatioD  (3 ) ,  ou  de  l'équation  (  ^) ,  eu  chaugeaRt  Jù^ 
et  jTt  Tune  dans  Fautre  :  d'ailleurs ,  par  ce  cbangement^ 
les  quantités  Vj,  V,,...,  se  changent  en  d'autres  V', 
V*,,, ..,  V'^,  toutes  distiucles  des  premières  par  hypo- 
thèse; l'éqtution  (5  )  peut  donc  se  mettre  sous  la  fonne 

(V-V.)  (V^V,)...  (V-V;)=:o. 

et  Ton  voit  qu'elle  ne  saurait  avoir  V|  pour  racine. 

Les  équations  (i)  et  (4)  n'ayant  que  la  seule  raciue 
commune  jCt  »  on  déterminera  aisément  cette  racine.  Pour 
cela  on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 

J  {oc)  et  F(V,,  a:),  et  Ton  poussera  Topéralion  jusqu'à 
ce  qu  on  obtienne  un  reste  du  premier  degré  en  x  :  en 
égalant  à  zéro  ce  reste,  on  aura  une  équation  qui  lera 
connaître  la  valeur  de  Xt , 

x.  =  ^i(V,)    ou    *.  =  ,KV); 
el  cette  valeur  de      sera  évidemmeni  rationnelle  en  V» 
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w  ropëration  du  plus  grand  commun  dif  iteur  ne  pent 

jamais  întrodiiîrc  de  radicaux. 

On  pouiiali  opérer  de  même  pour  trouver  les  autres 
racines,  et  Ton  aurait  ainsi  pour  toutes  ces  racines  de» 
cxpresnom  rationnelles,  telles  que 

CoftOLLAiieT.— L^^qoationenVdn  degréMs=i.9.3. .  .m, 

i^ai  a  pour  racines  toutes  les  M  valeurs  de  V,  ettioïkt  les 
coefficieuts  s'expriment  rationnellement  par  ceux  de  Fé- 
quation  proposée,  jouit  d'une  propriété  reniarcpiabie  qui 
consiste  en  ce  que  tontes  ses  racines  penvent  être  expri- 
mées rationnellement  par  l*nne  quelconque  d*entre  elles. 
Soient 9  en  effet,  V  et  \\  deux  des  valeurs  de  V;  V«  est  une 
fonction  rationnelle  des  rauiius  -Tj,  Jtv?  ^m-)  lesquelles  , 
d*après  ce  qui  précède,  sont  des  fonctious  rationnelles 
de  V  :  on  aura  donc 

V,=  ©(V), 

©  dé.siu;naiu  luie  foneiiuii  rationnelle. 

Corollaire  II.  —  On  peut  aussi  déduire,  de  ce  qui 
précède,  la  proposition  suivante: 

Étant  données  tant  irrationnelles  algébriques  gu^on 
"voudra,  on  peut  toujours  les  exprimer  toutes  en  /onction 
rationnelle  d'une  même  irrationnel  le. 

Soient,  en  eflet, 

ft  irrationnelles  algébriques  quelconques  ^  on  pourra  for^ 
mer  une  équation  dun  certain  degré  m,  à  coefiidenta 
oommensunUes,  dont  ces  n  quantités  seront  racines,  cl 
qui  n*aura  pas  de  racines  égales.  Soient 

les  m  racines  de  cette  équation,  et  désignons  par  V'  une 
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AMictioii  rationnelle  de  ces  m  racines  telle,  que  ks  vt- 

lenrs  qu'elle  piend  juir  les  .siil)siituiinns  soient  toutes  dis- 
tinctes. V  sera  uue  irraliouncllc  algébrique  en  iouclion 
de  laquelle  les  n  irratîonnellos  données  pourront  s'expri- 
mer ralionnellementf  d*après  le  théorème  précédent* 

Nous  admettons  comme  évident  qu^on  peut  toujours 
former  une  fonction  rationnelle  de  m  quantités  inégales 
telle,  que  les  i .  2 . 3 ...  m  valeurs  qu'on  eu  déduit  par  les 
substitutions  soient  dillérentes. 

Application  à  un  exemple,  —  Le  théorème  précé- 
dent fournît  une  méthode  beaucoup  plus  simple  que  celle 
qui  résulte  de  la  théorie  de  Lagrange,  pour  déterminer 
les  racines  d'une  éc|uatîon  quand  on  se  donne  une  fonc- 
tion de  ces  rat  ifie  s.  iSous  jik  n  iions  comme  exemple  le 
cas  de  Téquation  du  troisième  degré. 

Soit  Téquation 

(1)  •  je-|-/>i«»-h/l,x  -|-;>j=ro, 

et  posons 

V  =  axi  H-  à^t  rxj. 

En  permutant  les  lettres  Xt  et  X|,  ou  aura  ces  deux  va- 
leurs de  V, 

Va  =  flx,  4-       4-  ex  fi 

l'équation  en  V  sera  alors 

(V-V.)  (V-V,)  =  o, 

ou 

V»-  [aux,         -4-  c)  (x,^x,)]y 

On  peut  chasser  Xt  et  Xt  de  celte  équation  à  l'aide  des  re- 
lations 

X2  -f-       ~         pi  —  X,  , 

x,xj         —     (x,  4-  X,)  =  p,     /»,  X,  -h  xj, 
x]+xl^(p]^ip,)^x% 
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et  Toa  aura 

I        V  — [(2*1-6  — c)«,-/i,(^H-c}]V  J 
(a)  <     r  -h  6'       —  /i6  —  <ic  —  6c)  1  J  =  o. 

Il  faudra  maintenam,  pour  avoir  «1 ,  faite  x  =  X|  dans 
)e  premier  membre  de  r^iuatîoii  (t)  el  chercher  le  plus 

grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme  c|n<î  Ton  ob- 
tiendra ainsi  et  le  premier  incrabie  de  l'équalion  (2)  : 
il  n'y  a  même  aucun  calcul  à  faire  dans  le  cas  particulier 
où  Ton  a 

fl'  -h  6*  -4-  c'  —  «6  —  nr  —  6c  =  o  ; 

car  alors  Téquation  (  2)  ne  conlieni  plus  que  la  première 

puissance  de  Xt ,  el  elle  en  fait  connaître  immédiatement 
la  valeur.  Ce  ras  simple  se  présente  si  Ton  prend  pour  a, 
^,  c  les  trois  racines  cubiques  de  T  uni  té. 

Soit  et  une  racine  cubique  inuiginaire  de  l'unité 9  et 
posons 

a  s=  1»   6  =  «y  cs=:«% 
on  aura^  en  remarquant  que  01  -h  a'  -f*  i  =  o, 

_  v>^/,.v  +  (/>;  -  3/>,) 
-  3  V  
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Propriétés  des  racine*  de  réquation  bin6mc.  Dos  racincH  primitives  et  de 
lour  nombre.  —  Digression  sur  la  résolution  niinieri(jiic  de  IVquali«>n 
a  laquelle  se  runiène  l'cquation  bindmc,  quand  un  lui  applique  la 
méthode  d'abaissement  de»  équations  réciproques.  Exposition  de  la 
méthode  de  H.  Sturm  pour  la  séparation  dea  raeines. 


Les  racines  de  Tunité  joiicnl  un  rôle  imporlanl  dans  Ja 
ihéorîe  de  la  résolution  algébrique  des  équations,  dont 
nous  allons  bientôt  nous  occuper  ;  je  crois  donc  utile  de 
rappeler  ici  les  propriétés  de  ces  racines,  dont  quel- 
ques-unes sont  démontrées  dans  les  Traités  élémentaires 
d' Algèbre. 

Propiieit.^  (les  racines  de  i' équation  binôme.  Des 
racùu'S  prùnitives  et  de  leur  nombre* 

1.  Les  racines  communes  à  deux  équations  binômes, 
telles  que 

*** 

sont  également  mcines  de  l'équation 

Oiii  %  désigne,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nom'- 
bres  m  et  it. 
Supposons,  en  efi't  t,  «jue  Ton  ait  à  la  fois 

flT  s  I    et    «*  =  I  ; 

soit  m  >•  n ,  et  désignons  par  q  le  quotient  et  par  /*  le 
reste  de  la  division  de  m  par  n ,  en  sorte  que  m  =  nq-\-  ri 
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on  aura 

Mais,  à  cause  de  a"  s=  i ,  on  a  aussi  a"^  =  i  ^  donc 

D'où  l'on  Gouclat  aisément  que  si  r,  r\  r'',...,  $  sonlles 
restes  auxquels  conduit  la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  entiers  m  et  n,  on  aura 

et,  par  conséquent,  toute  racine  commune,  a,  aux  deux 
équations  proposées,  est  aussi  racine  de 

11  est  évidetii  d'ailleurs  que^  réciproquement,  les  racines 
de  celte  dernière  équation  appartiennent  aux  deux  équa- 
tions proposées  r 

II  résulte  de  là  que  si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux, 
les  deux  équations 

n*ont  d'autre  racine  commune  que  Tunité,  et  que,  si  m 
est  un  nombre  premier,  Téquation 

X**  =  I 

n'a  de  racine  commune  autre  que  l'unité,  arec  aucane 

équation  de  môme  forme  et  de  degré  moindre. 

II.  Si  OL  désigne  u(ie  racine  quelconque  de  l'équation 
binôme 

îouie  puissance  de  a  est  aussi  racine  de  la  même  èqtut- 

iion. 

L^équation 

entraitic,  t'ii  ellei, 

5(**  =  I,    OU    (a*)*  =  t, 
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et,  par  coméqpientf  tous  les  tenoes  de  la  série 

sont  racines  de  Téquatiou  proposée.  Or,  à  cause  de  a'"= 
on  a  aussi 

d'oà  il  suit  que  la  série  précédente  contient  au  plus, 

comme  cela  doit  être,  ni  i^uanlilés  distinctes,  savoir  : 

•  8,  et\  «S  ..,  a*  ou  t. 

Si  m  est  un  nombre  premier,  et  si  a  n'est  pas  égal  à  l'u- 
nité, les  m  termes  de  la  série  précédente  sont  diflérents; 
car  si  Ton  avait ,  par  exemple , 

/t'  et  n  -h  n'  étant  inférieurs  à  m,  on  aurait,  en  divisant 
para"', 

ce  qui  ne  peut  être,  puisque  Téquation  jr^sss  i  ne  saurait 
avoir  d^autre  racine  commune  que  Tunité  avec  x"=i.  Il 

en  résulte  ce  théorème  : 

Si  m  est  un  nombi-e  pivnuet'f  et  que  a  soit  une  racine 
quiconque  de  Véquation 

autre  que  Vunilé^  les  m  racines  de  cette  équation  seront 
représentées  par 

Cette  proposition  n^a  plus  lieu  lorsque  m  est  un  nombre 

composé,  et  qu^on  prend  pour  a  une  racine  quelconque  de 

mais  elle  aura  lieu  évidemment,  d*après  ce  qui  précède, 
si  Ton  prend  pour  a  une  racine  qui  n'appartienne  en 
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même  temps  à  aucune  ëqualion  t  ào  n  iafé» 
rieur  a  m. 

Cela  posû,  nous  appellerons  tacùies  fjrùmtiues  de  IV- 
quatioii  bindme 

les  racines  de  cette  équation  qui  n^appartiennent  à  au* 

cuae  éi^ualiou  de  degi^  moindre  et  de  mèuie  fonue ,  lelle 
que 

X*  =  I. 

Si  m  est  premier,  touté  racine  de  jr"  =     autre  que 

est  une  racine  primitive  ;  et,  <laiis  luus  Ils  cas,  chaque 
racine  primitive  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  donner 
toutes  les  racines  par  ses  diverses  puissances. 

Nous  allons  démontrer  actueUement  Texistence  des  ra^ 
cines  primitives  pour  toute  équation  binôme,  de  di^gré 
non  premier,  et  déterminer  en  même  temps  le  nombre  de 
ces  rat  mes  primitives. 

III.  Considérons  d  abord  le  cas  où  le  degré  de  1  équa* 
tion  binôme 

est  une  puissance  d'un  nombre  premi^*!*     et  soit 
toute  racine  non  primitive  de  Téquation 

doit  appai  tenir  à  ime  équation  telle  que 

où  B  désigne  tm  diviseur  de  p'^  :  mais  tout  diviseur  de  p^ , 

autre  que       lui-même,  duii  diviser  done  les  ra- 

cines d«  Téquation  précédente,  et,  par  suites  touAes  lea 
racines  non  ptwutùfes  de  la  proposée,  doivent  appartmir 
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D'ailleurs  luuu  s  les  racines  de  cette  dernière  apparUennent 
é?idemment  à  la  proposée  \  le  nombre  des  racines  non  pri- 
mitives de  la  proposée  est  donc  el,  par  conséquent, 
cduî  des  racines  primitives  est 

Noos  allons  faire  ronnattre  la  manière  dont  sont  for^ 

mées  les  racines  primiiivcs. 
G>usidérons  toujours  Téquatioii 

(0 

et  soient  Oi  une  racine  quelconque  de  réquation 
6t  une  racine  quelconque  de 
09  une  racine  quelconque  de 

et  ainsi  de  suite,  jusqu  à  re  qu'on  obtienne  une  dernière 
équation 

dont  nous  désignerons  par  6^  mie  raeine  queit  onque.  SI 
l*on  fait 

(a)  «  =t       .  «CiBu-i^/i»» 

rette  expression  de  a,  qni  a  p''  valeurs,  puisque  6»  a  /7 
valeurs  )  qu*à  chacune  d'elles  correspondent  p  valeurs  de 
Gt,  etc.,  donnera  précisément  les  p'*  racines  de  l'équa*» 
tîon  (t). 


1^6  TKEiïlÈME  L£ÇON. 

On  voit  d^abord  que  les  valeurs  de  a  saiisfoul  à  Téqua- 
lion  (i),  car  on  a  ' 


et,  par  suite, 


Il  siiiHt  donc  do  démoulrer  que  les  valeurs  de  a  sont 
diâlÎDCtes.  Supposons  que  deux  de  ces  valeurs  soient  égales 
entre  elles,  que  Ton  ait,  par  exemple, 

(3)         6.6,6,.  ..6;t-,6^=€;  6;  6;...  6'     6'  ; 

eu  élevant  cette  égalité  à  la  puissance  ^,  et  se  rappelant 
que 


(4) 


6j'=i,    6j=6,,...,    6j^=6^_, , 

6;'=6;,...,  6';=6;_.. 


on  aura 


(5)         €.6,6,...6^«,  =  6;  6;6;...6j^^^. 

Des  égalités  (3)  et  (5)  on  tire 


en  opérant  sur  Tégalité  (5)  comme  nous  venons  de  faire 
sur  réalité  (3) ,  on  obtiendra 


6  ^ 


et,  en  continuant  ainsi,  on  arrivera  à cetle conséquence  : 
que  réalité  (3)  ne  peut  exister  à  moins  que  les  quanti- 
tés 6i ,  ne  soient  respectivement  égales  anic 
quantités     ,  6^  ,.  . . ,  6\  D*où  il  suit  que  ré<|ualioii  (2) 

donnera  eficctivement  toutes  les  racines  de  Téquation  (1). 
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Ckerchous  main  tenant  quelles  sont  celles  de  ces  racines 
«pli  sont  primitWes.  Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué, 
les  racines  non  primitives  de  Téquation  (i)  sont  celles  qui 
satisfont  à  Téquation 

=  Il 

Supposons  donc  que  1  ou  ait 

en  supprimant  les  facteurs  égaux  à  Tunité ,  cette  équation 
se  réduit  à 

(6)  . 

Mais  des  égalités  (4)  on  déduit 

par  suite ,  F  équation  (6)  exige  que 

Par  oà  Ton  voit  que  la  valeur  de  ae  donnée  par  la  for-^ 

mule  (2)  sera  une  racine  primitive  ou  non  primitive  de 
l'équation  (1),  suivant  que  ê|  sera  différent  de  x  ou  égal 
k  I. 

De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  la  proposition  sui- 
vante : 

Tn^oiikME.  ^  La  résolution  de  Vètftmtion  binôme 

af"  =  I ,  r^ont  le  degré  m  est  une  jiuissancc  tj.  d'un  nombre 
premier  se  ramène  à  tlétertmner  une  racine  6|  autre 
ifue  funité  de  Véquation  xf  =  1^  une  racine  quelcon- 
4fue  de  Véquation  x^^^^y  puis  une  racine  quelconque  0» 
de  jc^=  6t,  efc. 

Car  on  aura,  par  ce  moyen ,  une  racine  prîmiiive  de 
i  équation  proposée,  latjuelle  doiuiera  toutes  les  autres  par 
ses  diverses  puissances.  - 

\% 


ffS  TÉVIZIBltE  LBÇOH. 

ÏV.  Considérons  maintenant  le  cas  {[énéral  où  le  degi-ë 
m  de  Téquation  binôme 

(l)  «""si 

est  un  nombre  tom|^>osé  quelconque;  dccouiposons  ce 
nombre  en  ses  facteurs  premiers,  et  soit 

p^q^, ,     r  désignant  des  nomkbre»  premiers  quelcom^ues 
inégaux. 
EcrivODs  les  équations 

désignons  par  Ç  uni»  racine  quelconque  de  la  première, 
par  y  une  racine  quelconque  de  la  seconde,  etc.,  par  à  une 
racine  quelconque  de  la  dernière ,  et  posons 

(  3 }  a  =  €y .  .  . 

Cette  expression  de  a  a  in  valeurs ,  puis({ne  G,  ^, . . . ,  oui 

respectivement  17*, . . . ,  valeurs  ;  je  dis  que  ce  sont 
précittément  les  m  racines  de  l*4qnation  (  1  ) . 

Il  csL  d  abord  évideul  que  la  précédente  valeur  de  « 
saûsfait  à  Téquation  (i),  car  ou  a 

=1,  7'  =r,...,  y  =1, 

et,  par  suite, 

•d'où 

11  faut  prouver  maintenant  que  les  m  valeurs  de  et  sont 

diflérenlcs.  Supposons  ,  eu  ellet,  que  deux  de  cei»  valeurs 
de  a  soient  égales,  que  Ton  ait,  par  exemple, 

comme  les  quantités  S'^  yS*  *)  à'  ne  sont  pas  toutes  égales 
respectivement  à  •  • ,      admettons  que  6'  diffère 


Digitizeo  Ly  ^oogle 


TREIZIÈME  LEÇOJI*  179 

de  6  et  ëlefOQS  l'égalité  précédente  à  la  puissance  .  .r^^ 
on  aura 

(C'y. .  .rf'"'^7:z  {iry\ .  .r)»"  • 

et,  en  supprimant  les  facteurs  égaux  à  i , 

«         i  9  ï 

mais      et  6^  étaul  deux  racines  distinctes  de  Téqualiou 

si,  peutent  s*eipriner pAr deux  poissmcea d'une 
inème  racine  priinitiye  €  de  cette  équation;  poaoDè  doMi 

n'  cl  n  étant  <Cp^'  Aluis  la  dernière  égalité  deviendia 
OU  y  simplement, 

d  ou  il  buit  que  ê  est  une  racine  commune  aux  deui 
équations 

et  satisfait,  par  conséquent,  à  Téquation 

0  désignant  le  plus  grand  commun  diiriseur  à  ^  et 

n^*  , ,  .r^ ,  Mais  ce  plus  tji  and  commun  tliviscui  0  e^l ,  au 

plus .  égal  an,  et,  par  conséquent,  il  est  inférieur  à  p^'^ 
donc  6  n'est  pas,  comme  nous  Tavons  supposé,  une  racine 

primitive  de        =  i. 

On  voit ,  par  là ,  que  la  formule  (3)  donnera  bien  les  m 
racines  de  réquatîon  (k). 

Cela  posé)  je  dis  que  si  6,  y,.  • . ,  d  désignent  des 

12. 
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racines  primilives  du  celles  des  équations  (2)  auxquelltu»* 
elles  appartiennent  respectivement,  la  valeur  de  a  donnée 
par  la  formule  (3)  sera  une  racine  primitive  de  Téqua- 
tion  (1). 

Si ,  en  eÛet,  le  contraire  a  lieu,  a  satisfera  à  une  éi^ua* 
tion 

X  =  I, 

dont  le  degré  0  est  «n  diviseur  de  m,  et  il  y  afura  au  moins 
un  facteur  premier,  parmi  ceux  de  m,  qui  entrera  dans  B 
un  moins  grand  nombre  de  fois  que  dans  m  :  supposons 
que  le  facteur  premier  p  soit  dans  ce  cas  ^  $  divisera 

,  .r\  et,  par  suite,  a  sera  racine  de  l'équation 

on  aura  donc 

Mais 

donc 

€^     '  =1; 

d'où  il  suit  que  €  est  racine  de  Véquation  (4)  ;  or  elle  Tes! 
aussi  de  la  preniière  des  équations  (2),  d'ailleurs,  le  plus 
grand  comuiuu  diviseur  entre  les  degrés  de  ces  deux  équa- 
tions est  1?^^'  ;  done  €  est  racine  de  Téquation 

=1; 

maisrt'la  est  conlrel  îiypollièse,  puisque  o  n-présenie  une 
racine  primitive  de  la  première  des  équations  (a). 

n  résulte,  de  U,  que  si  Ton  ne  prend  pour  €,  7, . . . ,  ^ 
que  des  racines  primitives,  de  la  première,  de  la  se- 
conde ,  etc. ,  de  la  dernière  des  équations  (  2  ) ,  la  ibr-* 
aiule  (3)  ne  donnera  que  des  racines  primitives  pour 
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Téqiiatioa  (i).  Il  esl  d*ailleiirs  facile  de  voir  que  ai  6|  om 
y,  •  •  •  9  ou  ^  n'est  pas  ane  racine  primitive  de  celle  des 

^c|uations  (2),  à  lacjucUc  cUf  appartient,  la  valeur  dv.  x 
donnée  par  la  formule  (3)  ne:  sera  pas  non  plus  une  ra~ 
cine  primitive  de  Téquation  (1).  Supposons  »  en  elfet, 

que  6  ne  soit  pas  une  racine  primitive  de  x^^  ^  i'^  on 
aura  alors 

jf'^*=i,  /=!  

cl,  par  suite, 

ce  qui  montre  que  a  ou  €7. .  .d  satisfail  à  une  équation 
binôme  de  degré  inférieur  h  m. 

On  j)Lnit  inaîiUcii.iiiL  i  niniaîtiu  le  nombre  des  racines 
primitives  de  1  équation  ^i).  En  etfety  le  nombre  des  ra- 
cines primitives  6  est,  comme  on  Ta  vu  précédemment, 

—      j  celui  des  racines  primitives  y  esl  de  même 

~  ^  9  etc.^  donc  le  nombre  des  racines  primitives 
ot  de  Téquaiioa  (i)  est 


ou 

m 


On  peut  aussi  énoncer  la  proposition  suivante  : 

TuÉoEBMB*  —  La  résolution  de  l'équation  biaôme 
je^ssi^  oà  m  est  un  nombre  composé  guelconifue,  se 
ramène  à  la  résolution  des  équations  de  même  formie, 
et  qui  ont  respectivement  pour  degrés  les  nombres  pre^ 
micrs  ou  puissances  de  nombres  premiers  qui  dànsefkt  le 
nombre  m, 

V.  Soient  a ,  6 ,  y, . . . c»  les  m  racines  de  Téquatiou 
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m  étant  qiielooiH|iie.  On  aura ,  par  les  formules  Newton 

(premièi*e  leçon),  les  relations  suivantes  : 

«-hC-hy-f*  -|-«»^o, 

«•+  ^-h  y'-**  4* 


çl,  généralement  j  a  cause  df  a^"*"*  =  a  ,  la  somme 

a'^-h^^+j^-h  ..-4-»/* 

sera  égale  à  m  ou  à     saivant  que  ^  sera  divisible  ou  non 

divisible  par  nt. 

VI.  Quant  à  Téquaiion  binôme  plus  générale 

elle  se  ramène  à  la  forme 
si  Ton  pose 

♦ 

désignant  l'un^  q[neloon((tte  des  quantités  qui  ont  a 
ponr  puissancé 

On  peut  démontrer,  à  T^ard  de  ces  extractions  de 
racines  m'*'**',  un  théorème  tout  semblable  à  celai  qui 
concerne  les  racines  m*^*""  de  l'unité,  lorsque  m  est  un 
nombra  eomposé* 

Supposons  d^abord  qne  m  soit  le  produit  de  denx  nom- 
bres premiers  entre  eux  p  et     on  aura 

5<r  =  <»^,> 
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or  on  peut  toujours  trouver  deux  entiers  ^  et  v  teb  »  que 
Ton  ait 

puisque  p  eiq  sont  premiers  entre  eux:  on  aura  donc 


Ainsi  Textraction  d*ane  racine  de  degré  pq  se  ramène  tou- 
jours, lorsque  p  et  g  sont  premiers  entre  eux  .  ;i  1  i-xtrac- 
iion  de  deux  racines ,  Tune  du  degré  p,  Taulie  du  degré  q. 
On  a ,  par  exemple ,  quel  que  soit  a , 


a  =  y/a .  y/î. 

Et,  en  générai,  si 

#7, .  .  . ,  /•  désignant  des  nombres  quelconques  premiers 
entre  eux,  deux  à  deux,  on  pourra  écrire 

formule  dans  laquelle  |,  o»  sont  des  nombres  entiers 
positifs  ou  négatifs. 


Digression  sur  la  résolution  numérique  de  l équation  à 
Inquclle  se  rainane  V équation  binôme  y  quand  on  lui 
applique  la  méthode  d'abaissement  des  équations  ré" 
aproques*  Exposition  de  la  méthode  de  M*  Sturm , 
pottr  la  séparation  des  racines» 

J'exposerai  ici ,  à  l'occasion  des  équations  bin(^mes  qui 
viennent  de  nous  occuper,  la  belle  méthode  de  M.  Sturm, 
pour  démontrer  la  réalité  des  racines  de  certaines  classes 


* 
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d'équations  et  effectuer  ensuite  la  séparation  de  ces  ra-> 

cines. 

Considérons  Téi^uaiion  binôme 

où  m  est  un  nombre  impair  quelconcpie  d  fA  -H  i  ^  En  difi- 
sant  Féquation  (i)  par  ar-^  i,  die  devient 

(2)  4pa/»4.  -H  -H  i  =  o; 

et  Ton  transforme,  comme  on  sait,  cette  équation  (2) , 
conformément  h  la  méthode  des  équations  réciproques  , 

eu  une  autre  du  degré  en  la  divisant  par  x^,  et  posant 
fnsuife 

1 

X 

l'équation  {•2),  divisée  par  xf*,  devient 

('"■"i^)  î)-"' = 

ou 

(3)  V^-h  V^_,-i-...-^-y,-t-V.-h  1  =  0, 

en  faisant  généralement 


on  peut  exprimer  facilement  Vj  ,  Vj,..,,  V^,  en  font* 
(ÎQn  (le  2,  de  la  manière  suivante  : 
&i  l'on  multiplie  les  deux  équations 


I 
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cm  a 
doù 

(4)  V.=r»V.^.-V^,. 

Cett€  relation  tait  connaître  la  valeur  de  chaque  fonction 
V.  en  quand  on  connaît  lea  deux  précédentes.  Or  les 
deux  premières  V»  et  Vi  sont  connues  :  on  a 

on  pourra  donc,  à  Taidc  de  Téquation  (4)9  calculer  les 
valeurs  des  fonctions  Vf  »  V9 ,  etc. 
On  trouve  ainsi 

I  V-i  ^ —  Z'^  — •  3  s  f 

(5)  <  V4  =  **  — 4»'-*-2, 


11  serait  assez  (iillicile  de  déduire  de  ces  loriuules  IVx- 
pressiou  générale  de  V„.  iNous  domieroiis,  dans  la  pro- 
chaine leçon,  le  moyen  de  former  cette  expression,  et 
nous  noua  bornerons  pour  le  moment  aux  remarques  sui- 
vantes : 

I*.  V„  est  un  polynôme  du  degré  w  en     qui  ne  rcn- 

furmc  ([uc  des  puissances  de  z  de  même  parité  que  //  ; 
2".  Les  doux  premiers  Icrincî»  de  V„  sont  «" — 
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En  effet,  réqualloï)  (4)  fait  voir  que  si  \n-i  et  V^_s  ^^a- 
iisfont  à  ces  condiiions,  V„  y  satisfera  également,  et  Ton 
voit,  à  Tinspection  des  équations  (5),  que  V»,  V|,  V^, 
et  V«  y  Mlisfont;  d^où  l*on  conclut  immédiateiDeDt  la  dé- 
monstration. 

Posons  maiulcuaut 

(6)  U,=  V.H-  V^.-h...H- V,H-V,-hi; 

U„  sera  un  poljnème  du  degré  it  en  2,  et  Téquation  (3), 
à  laquelle  nous  avons  ramené  Téquation  (i),  sera 

Uj»=  o. 

Les  foiicuoiis  U,,  sont  susct:j.jLibl<.;s  d  un  mode  de  ibima- 
tien  identique  à  celui  des  fonctions       c'estrà-dire  que 
on  a 

En  eilct,  ou  a,  par  lequation  (4)? 


en  ajoutant  ces  étiuationt.,  et  ayant  c^gard  à  Téquation  (6), 
il  vient 

U.—  V,  -  1  =  »  (U,_.  -  i)  -  (U«_,  +  1); 
et  comme  V|  = 

{7)  U«  =  a  U««,  -  U»-n 

équation  qui  se  déduit  de  (4),      remplaçant  la  lettre  Y 
par  U. 
Comme  ou  a 
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1  équatiou  (7)  dotmera  successivemeul  leâ  valeui^s  des 
fonctions  Uty  Us»  etc.  \  on  trouve  ainsi 

U.=  i, 

tl,  =  8  -f-  I, 


Quant  À  l^expressiou  générale  de  U.,  elle  se  déduit  très- 
aisément  de  celle  de  Y»,  ainsi  que  nous  le  Terrons  dans  la 
procliaine  leçon. 

Nous  allons  à  présent  (iemoiitrer  la  réalité  des  racines 
des  équations 

V/«  =  0,  U^=:o, 

et  indicpier  en  même  temps  le  moyen  de  séparer  ces 
racines. 

De  l*équation  V^=:  o.  ^  Nous  nous  occuperons  d'a- 
bord de  Féquation 

Considérons,  avec  M.  Sturm,  la  suite  des  fonctions 
V|K,  V^-.i,  V^^t>->>9  Vi,  Vi,  V#, 

dont  la  dernière  est  constante  et  égale  à  3.  Trois  fonc- 
tions consécutÎTes  V„,  V..!,  V«.t  sont  liées  entre  elles  par 

Féquation 

(a)  V.  =  *  V,_.  -  V^,} 

d*On  il  suit  que  : 

i".  Deux  fondions  constkîutîves  V„  et  V„_i  ne  peuvent 
s'annuler  pour  une  même  valeur  de  2,  puisqu'alors 
tontes  les  fonctions  suivantes  devraiwt  également  s'an«> 
•  nuler  pour  la  même  valeur  de  «  ;  ce  qui  est  impossible  » 
la  dernière  étant  constante. 
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a**.  Si  une  fonction  V„_i  s'anniile.  pour  une  certaine 
valeur  de  z ,  celle  qui  la  précède  et  celle  qoi  la  suit  ont 
des  sigoes  contraires. 

Il  rësuhe  de  là  que  si  Ton  fait  varier  z  depuis  y.  jus- 
qu  à  6,  la  suite  des  siij^ncs  des  fonctions  V  ne  |x>urra 
perdre  ni'gagncr  de  variations,  que  lorsque  z  passera  par 
une  valeur  qui  annule  V^,  et  que  si  la  suite  des  signes 
des  fonctions  V  perd  ou  gagne  h  variations  quand  z  varie 
de  a  jusqu'à  6,  Téquation  (i)  a  ati  moins  k  racines  com- 
prises entre  a  et  o. 

Cela  posé,  on  déduit  aisément  de  1  équation  (a),  que 
Ton  a  pour  ^  =  —  2 , 

V*=-4-2,    V.=  -.3i,    V,=  -h2,    V,=  — 2,..., 
et,  pour  «  =  4-  a, 

en  sorte  que  la  suite  des  signes  des  fonctions  V  perd  fx 
variations  quand  z  varie  de  —  a  jusqu'à  +  a  \  d'où  il 
suit  que  Téquation  (1)  a  ses  jui  racines  réelles  et  comprises 
entre  — >  a  et  +  a. 

En  outre,  puis(|uc  toutes  les  racines  sont  réelles,  la 
suite  des  signes  des  fonctions  V  perdra  eflectivement  une 
variation  chaque  fois  que  z  ,  variant  de  —  a  jusqu^à 
-I-  a,  dépassera  une  racine  de  Téquation  (i),  et  cette 
variation  se  perdra  entre  les  deux  premiers  termes  de  la 
suite,  de  manière  que  V^_i  jouera,  par  rapport  è  V^, 
le  même  rùlc;  qu(^  si  elle  en  était  la  dérivée  ;  ce  qui  veut 
dire  que  les  racines  de  V^_,  =  o  pourront  servir  à  la 
séparation  des  racines  de  V^=  o.  Enfin,  si  «  et  6  sont 
deux  nombres  quelconques  compris  entre  —  a  et  4-  a, 
Téquation  proposée  a  autant  de  racines  entre  a  et 
qu*il  y  a  d'unités  dans  Texcès  du  nombre  des  variations 
de  signes  de  la  suite  des  fonctions  V  pour  z  =:  Xj  sur  le 
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nombre  des  \  a!  laiious  de  sigues  de  cette  suite  pour  z  ~  6. 

De  l'équation  U^=o.  —  Ce  qui  précède  r  applique 
textuellement  à  Pecpiatioii 

qui  se  trouve  dâtis  les  mêmes  conditions  que  Inéquation 

Si  Ton  considère  la  suite  des  iouctiuus 

Ujnj  l}jui_if  Ujui_}}**>9  U»»  U|,  Uj, 
on  voit  que  la  dernière  est  consume,  et  l'équation 

conduit  iacilement  à  celle  c(>nscc|ULUCe>  que  la  suite  des 
signes  des  fonctions  U  ne  peut  perdre  ou  gagner  de  varia- 
tions quand  on  fait  varier  z ,  ([ue  lorsque  z  atteint  et 
dépasse  une  v^eur  qui  annule  la  première  de  ces  fonc* 
tions;  d*on  il  suit  que  Téqnation  proposée  a  au  moins 
autant  de  racines  entre  a  et  ê  qu'il  y  a  de  variations  per- 
dues ou  gagnées  dans  la  suite  des  signes  des  fonctions 
quand  z  varie  de  01  à 

On  trouve,  d'ailleurs ,  que  pour  2  =  —  s ,  la  suite  des 
signes  des  foneti<ms  U  présente  jui  variations,  tandis  qu'elle 
n*en  présente  aucune  pour  «  s  -H  a  ;  d*où  Ton  conclut 
que  Téquaiion  =  <»  a  ses  ^  racines  réelles  et  comprises 
entre  —  2  et  H-  2. 

On  démontre  très-simplement,  dans  les  cours  d  algèbre 
élémentaire,  la  réalité  des  racines  des  équations  que  nous 
venons  de  considérer;  mais  j*ai  cru  devoir  présenter  ici  In 
méthode  de  M.  Sturm,  parce  qu'elle  s'applique  avec  succès 
fians  un  grand  nombre  de  cas. 
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t'urinuUuu  d  une  équation  diflerenliellc  linéaire  du  deuxième  ordre,  à 
laquelle  satisfait  la  fonction  Vu.  —  Expression  du  polynùmc  Va.  —  Ex- 

prewioBB  de  coa  jm  et  do  ^^|~  00  fooetion  de  cm       ExpreMioa  du 

polyDôme  Ua.  —  Foimacioii  d'une  équation  diSéientiélle  linéaire  du 
deuxième  ordre»  à  laquelle  satisfait  la  fonction  Un.  — -  Houvelle  meniéftf 
de  démontfer  la  réalité  dea  racinee  des  équationa  Vu  s=  o,  U«  s  o. 


Je  présenterai  dans  cette  leçon  quelques  développe- 
ments sur  k  s  polyiiumes  V,,  et  II„ ,  auxquels  aous  a  con- 
duits la  cousidératiou  de  Tétiuation  binôme. 

Formation  d'une  équation  différent'wUe  linéaire  dû 
deuxième  ordre f  à  laquelle  satisfait  la  fonction  Vu. 

\  n  est  une  fonction  entière  d  une  variable  z.  On  a 

et 

(2)  «  =  «4-i» 

doù 

Diiférentions  Téquation  (i)  par  rapport  à     il  vient 
Ou 

<4)  ('-î)'i  =  «('"-^)' 
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dîffërentions  anssi  cette  équation  (4)  par  rapport  à  ii 
YÎent 

OU,  en  multiptiant  par  x, 
mais  <m  a 

donc  Téquaiion  (5)  devient 

C  est  réquation  diiiiérenlîcllc  que  nous  voulions  obte- 
nir, et  qui  nous  servira  à  déterminer  Fexprpssion  du  po^ 
]jn6me  V«.  Il  est  aisé  de  démontrer  que  ^  ou  le  produit 
de  par  une  constante  arbitraire,  est  la  seule  fonction 
entière  et  rationnelle  de  z  qui  puisse  satisfaire  à  Féqua^ 
tion  (6).  Kn  eflfet,  considérons,  au  lieu  de  V„,  la  fonction 
plus  générale 

(7)  IN»A«'-b5;, 

où  A  et  B  sont  deux  conslanies  ai  i)i  ti aires.  Kn  opérant 
sur  0„ ,  comme  nous  venons  de  faire  sur  V»,  on  arriver» 
à  réquation  différentielle 

(8)  (..-4)!^+.^-,'e,  =  o. 

qui  ne  (iiltei  e  de  (6)  qu'en  ce  q ut  \   v  esl  remplacé  par 
Cette  équation  (8)  a  évidemment  pour  luic^rale  générale 
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l'équation  (7)  ^  que  Ton  peut  met  Ire  sou»  la  forme 

eu  désignant  par  GeiC  deux  oonstanles  arbitraires. 

D  ailleurs  x"-h--,  est  précisément  V„ ,  et  1  équation  (4) 
donne 


d'où  il  résulte  que  Tinlégrale  générale  de  l'équation  (8) 
est 

G  et  C  étant  les  deux  constantes  arbitraires;  et,  par  con-^ 

séquent ,  le  produit  de  V„  par  une  constante  C  est  la  fonc- 
tion rationnelle  la  plus  générale  qui  puisse  salislaire  a 
Téquatiou  (8). 

Expression  du  polynôme  V,», 

Nous  savons  que  est  un  polpiôme  du  degré  a  en  jS  , 
qui  ne  renferme  que  des  termes  de  même  parité  que  n; 

nous  savons  aussi  que  le  terme  du  plus  haut  degré  a  pour 
coefUcient  T  unité.  Nous  poserons  donc 

et  nous  allons  chercher  k  déterminer  les  coefficients 

Af,  eir..  par  la  condition  que  V„  satisfasse  à  Téquatiou 
diUéreutielle 
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Ou  lire  de  Téquation  (i),  par  la  dillëreiiiiatioii, 

-!-(«  — 2/?)  (/I  —  a/>  —  i)  A^«"^^»H-.. 

et,  en  mbstituaot  dans  TéqiuatioD  (  2  )  les  valeurs  de  Y», 
^^2»  le  coefficient  de  sera 

+      — 2;>) 

ou 

—  4/'(«  —Z')     _  4     _  2^  4-  2)  (/I  —  2/^  H-i)  A^_.,, 
mais  ce  coeiBcient  doit  être  nul ,  on  a  donc 

_       (jg~2/>-i-2)(/l  —  2/?-H)^ 

Cette  relation  conduit  aisément  &  Fexpression  gcncrale 
de  hp  \  car,  le  coefficient      de  z"  ctaiil  égal  à  j,  on  a 

_     (it  — 2/yH-2)(<t  — 2pH-i)  ^ 


  (  /?  — -  2    -H  4  )  \    —  2/^4-3) 


_  (^-2)(/»^3) 

~         "^"2.{«-2)         ^'  ' 

l) 

Al       '  >-  c* 

En  multipliant  toutes  ces  équations,  et  supprimant  le» 

i3 
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facteurs  communs,  il  vient 

.     ^^«(n — '  )    — p—2)...{fi—  2/?  4-2)  (it — a/>-hi) 

-    i;*-  1.2.3...,.  ^ 

la  valeur  du  polynôme  V„  est  donc 
[  V.  =  ^  1         + .  ni. -i)  in -5) 

1.2  1.2.3 

On  peut  obtenir  de  diverses  manières  rexpressiou  du 
polynôme  V„  que  nous  venons  de  former.  On  peut ,  en 
particulier,  déduire  cette  expression  de  la  formule  qui 
fait  connaître  les  sommes  de  puissances  semblables  des 
racines  de  Tëquation  du  second  degré ,  ainsi  que  cela  se 
trouve  expliqué  dans  la  Note  I.  La  mclliodc  que  nous 
avons  adoptée  ici  est  loi  t  simple  el  elle  a  surtout  l'avan- 
tage de  pouvoir  être  employée  utilement  dans  un  assez 
grand  nombre  de  questions  analogues. 

Expressions  de  cos  na  et  de   en  Jonction  de  cos  a. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  identique 
k  celui  qui  a  pour  objet  de  trouver  Texpression  de  cos  na 
en  fonction  de  cos  a.  Si ,  effet,  on  pose 

X  =  cosa  4-  ^ — 1  sÎD  a, 

on  a 

s  =  2cosa9    Va  =2  cos /la. 

ETprîmer     en  fonction  de  z ,  c*est  donc  exprimer  cos  na 

en  fonction  de  ros/i.  En  remplaçant  V„  el  z  pai  cos /ia, 
et  a  cos  a  dans  i  équation  que  nous  avons  trouvée,  il  vient 

ft       3  ) 

cos  na  =  2*""'  cos"  a  —  2*~'  n  cos*~'  a  -+-  2"*"* 


cos'^a  — 

I  .a 


^       '  I  .2  3.  .  J? 
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sin  Ma  n^est  jamais  exprimable  eu  fonction  ralionnclle  de 

cosa,  mais  le  rapport         Test  toujours.  En  difTéren- 

*  *        sin  a  ' 
liant  réquation  précédente  par  rapporta  a  y  et  divisant 
ensuite  par  —  n  sin  a ,  on  a 

=  a--»coif^'a.  a--^(«-  a)cos--^«-l-i--»^.^l^l^^ 

I .a.3. • .p 

Enfin,  en  changeant  a  en  -  — a  dans  les  équations  (i) 

et  (  2),  on  aura  deux  autres  formules,  qui  feront  conuaitre, 

en  fonction  rationnelle  de  sin  a,  cosna  et         si  n  est 

'  cosa 

cosna       ,  ,  .  , 

p^ir»  ^  -  et  sin  na  si  n  est  impair. 

Expression  du  polynôme  Un. 
Nous  ayons  trouvé ,  en  différentiant  V„  par  rapport  à  x, 

('-î)^="('"-?îV 

on  déduit  de  là 


«  rfV.  «•  .  ,  r  I 

on  aurait  de  même 

 ;  — ss -f-4p"-« -H. ,  .H  1  1  , 

et,  par  suite, 

i3. 
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mais  le  second  membre  de  cette  équation  est  pr^isément 

i'gal  à  Un  )  on  a  donc 

Un  =  1  • 

n  di      II  -h  t  02 

De  l'expression  précédemment  trouvée  pour  \«,  on  lire 

on  a  aussi ,  en  changeant  n  en  n^i^ 

n-ht    dz  ^       '  t.a 

Par  suite,  la  \aleur  de  U„  sera 


1  .a 

4-  (^"3)  (^-4)  ,y(^--(^-VH~0 

T  .2  ^  1 .2.  .  /> 

-h(^t)P  i  i-  '  i  ««-«f-l  -f-  .  .  .  , 

*       '  1.2.  ../I 

Dans  cette  expression,  les  termes  de  même  parité  (]^ue  n 
proviennent  tous  de  —^^f  1^  autres  proviennent  de 


Formation  dune  équation  dijjércntielle  linéaire  du 
deuxième  ordre  y  à  laquelle  satisfait  la  fonction  U». 

On  pourrait  employer,  pour  déterminer  le  polynôme  U„. 
un  procédé  semblable  à  celui  dont  nous  nous  sommes 
servi  pour  calculer  Y„  ;  on  formerait  ainsi  une  équation 
différentielle  à  laquelle  satisferait  et  dont  on  dédui- 
rait ensuite  la  valeur  de  ce  polynôme;  cette  seconde 
marche,  que  je  me  borne  k  indiquer,  est  beaucoup  moins 
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simple  que  celle  que  nous  avons  suivie,  mais  l'équation 

dinérenlielle  dont  nous  venons  de  parler  est  utile  à  con- 
uaitrc.  Voici,  je  cruis,  le  moyen  le  plus  aisé  de  la  trouver. 
Ou  a 

U,=  i-.) -h  (a:- 4- .-h      4- ^) -h  .  , 

d'où,  en  difierentiant  par  rapport  à  x,  se  rappelant  que 
^  =  I  —      ^(  multipliant  ensuite  par  Jc, 

multipliant  par  x  —         observant  que 

(,-iy=,'-4  et  (*'-;^)  ('-î)=V^.-V^„ 
il  vient 

-  4)  ^ = «  (     -  v.-,»)  +  («  - 1)  (  V.- V..,) .  • . 

OU 

4)  aU.=  il  V^,  -4-  («  +  1)  V.. 

Difiënntiant  cette  équation  par  rapport  à     on  obtient 

Mais  nous  avons  déjà  trouvé 


U«  5=  -  — r-  H  ;  ; 
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oa  a  donc  euûu 

(1)  (»'  — 4)^"-h2(2H-i)^— «(/H-i)U.=  o. 

C  est  1  c  (juntion  dilleientielle  que  nous  voulions  former. 
Il  suit  de  là  qae  Féquation 

(2)  (..-4)^H-2(«-hi)^-»(ii+i)©,=  o 

est  satisfaite  par 

e»  =  U„  ou  e,  =  CU,, 

C  désignant  une  ronslant<*  arbitraire;  et  cette  soiuliuii 
eu»  est  ia  seule  solution  ratioanclie  de  Téquation  (2). 
On  s'en  assure  aisément  en  cherchant  l'intégrale  générale 
de  Féquation  (a),  qui  est 

G  et  c  désignant  deux  constantes  arbitraires;  on  voit 
que  cette  valeur  de  0„  n^est  rationnelle  que  si  Ym  fait 

C'  =  u ,  auijucl  cas  elle  se  réduit  à  Clj„. 

NouifeUe  manière  de  démontrer  ta  réalùé  des  racines 

des  équations  V„  =  o,  L „  =  o. 

Les  deux  équations  différentielles  que  nous  avons  for- 
mées et  auxquelles  satisfont  les  fonctions  Va  et  U«)  per- 
mettent de  démontrer  la  réalité  des  racines  des  équations 

Vi,=  o,    U,  =  o. 

Cette  remarque  est  importante,  car  un  procédé  analogue 
pourra  être  employé  dans  beaucoup  d'autres  cas.  Nous 

ne  nous  occuperons  (jiie  de  re(|uatioii  V„  =  o;  les  mcmcs 
considérations  s'appliqueraient  à  1  equaiioii  U„  =  o. 
Noits  avons  trouvé  Téquation  didérentielle 
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diflUrentions  p  —  a  tm  celle  ëquadoD,  el  observons  que 
on  aura 

J^es  équatioDS  (1)  el  (2)  peuvt  iil  s'écrire  aiasi  : 
(3)  < 

Cela  posé,  coiisidcrons  la  suite  formée  de  la  fonction 
et  de  toutes  ses  dérivées»  savoir  : 

la  dernière  de  ces  fondions  est  constante.  On  voit,  en 

ouUi',  par  les  équalions  (3) ,  que  ; 

i".  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  s*aiHiuIer 
pour  une  même  valeur  de  z  comprise  ciure  —  2  et  4-  2  ; 
car  alors  toutes  les  suivantes  s'annuleraient  pour  cette 
valeur  de  je  ,  ce  qui  est  impossible,  la  dernière  étant  une 
constante  différente  de  zéro. 

2",  Si  une  foiK  tion  s'annule  pour  une  valeur  de  z  com- 
prise entre  —  2  et  -h  2,  la  fonction  qui  la  précèile  et  celle 
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qui  la  suit  sont  de  signes  contraires  pour  cette  mène 
valeur  de  z. 

U  ré8i||te  de  là  que,  si  ron  veut  appliquer  la  mélliode 
de  IVI.  Sturm  à  Téquation 

(5)  V.=  o, 

on  pourra  substituer  la  suite  (4)  à  la  suite  des  fonctions 
que  l'on  obtiendrait  en  exécutant  sur  \^  et  sa  dérivée 
ropération  du  plus  grand  commun  diviseur,  avec  la  pré- 
caution qu'exige  la  méthode  relativement  au  changement 
de  signe  des  restes  ;  pourvu  qu^on  ne  fasse  varier  g  que  de 
—  2  à  +  a.  Et  si  a  et  6  désignent  deux  nomLics  quel- 
conques compris  entre  —  a  et  -h  a ,  tels  que  a  <C  l'«i- 
quatioQ  (5)  aura  autant  de  racines  comprises  entre  a  et  6 
qu'il  y  aura  d*unités  dans  Texcès  du  nombre  des  varia* 
tions  des  signes  de  la  suite  (4)  pour  2  =  ce,  sur  le  nombre 
des  variations  des  signes  de  cette  suite  pour    =  6. 

Faisons  d'abord  z  =  —  a,  les  équations  (3)  donneront 

et,  par  conséquent,  la  suite  (4  )  présente  n  variations  de 
signes  pour  z  s=  —  a« 

Faisons  ensuite  ^  =  +  a  ;  les  équations  (3  )  donneront 

et,  par  conséquent,  la  suite  (4)  ne  présente  aucune  varia- 
tion pour  z  =  i. 

Donc,  enfin,  les  it  racines  de  l'équation  (5)  sont  réelles 
et  comprises  entre  —  a  et  +  a. 
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QUINZIÈME  LEÇON. 

Résolution  de  l'équation  générale  du  troisième  degré. — Méthode  de  Hudde. 
—  Méthode  de  Lagrange.  —  Comparmitoii  dm  dmix  wiétlwlw  précé- 
dente». —  Méthode  de  TiehlmeAs.  —  Méthode  dlSoler. 


Résolution  de  réquathn  génénde  du  troisième  degré. 

Je  me  propose,  dans  cette  leçon,  d^exposer  les  princi* 
pales  méthodes  oomiues  pour  la  résolution  des  équations 
du  troisième  degré. 

Méthode  de  Hudde, 

Des  diverses  méthodes  connues  pour  la  résolution  de 
l'équation  générale  du  troisième  degré,  la  plus  simple  est, 
sans  contredit,  celle  de  Hudde.  C'est  aussi  celle  que  nous 

exposerons  la  première. 

Ck>mmc  on  peul  toujours  faire  disparaître  le  second 
terme  d^une  équation ,  nous  considérerons  Téquation 

débarrassée  du  terme  en  x*.  Posons 

(a)  x  =  jH-s, 

y  ttant  une  nouvelle  variable  et  z  une  fonction  de 
que  nous  nous  réservons  de  déterminer,  de  manière  que 
Féquation  transformée  en  y  rentre,  s^il  est  possible,  dans 
les  classes  d*équalions  que  nous  savons  résoudre.  Rem- 
plaçons dans  Téquation  (i)  ^  par  sa  valeur  tirée  de  (2), 
on  aura 

[y  -h  s)' -h (r  -h     +  </  = 
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OU 

(3)  (/'-^^'-H     H-      -^^)  i^/i-l-/')  =  o. 

Si  f  maintenant,  on  détermine  z  par  la  condition 

3rs-h/?  =  o, 


on  a 


3r 


etl  ^équation  (3)  se  réduit  à 


ou 

(4)  j4-Hyj^-g==o. 

Cette  équation  en  y  peut  se  résoudre  à  la  manière  des 

équations  du  second  degré,  car  elle  ne  tonticiii  <\uv  les 
puissaïK  cs  et  j".  Eliisuile ,  quand  y  sera  connu,  on 
aura  x  par  la  loruiule 

L^équaiiou  du  sixième  degré  (4)  7  ^  laquelle  nous  rame- 
nons ainsi  réquatlon  proposée,  a  été  appelée  par  Lagrange 
la  réduite  ou  résolyante  de  l'équation  (i). 

Quoi<[ue  cette  résolvante  ait  six  racines,  la  formale  (5) 
ne  donnera  pourtant  que  trois  valeurs  de  comme  cela 
doit  être.  ]^n  cilet  ^  la  résolvante  11e  change  pas  quand  ou 

change  y  en  —  sorte  que  ses  six  racines  forment 

trois  groupes  tels,  que  le  produit  des  deux  racines  de 

chaque  grouj>eesl  égal  à  — ^)  cl  il^esl  évident  que  la  for- 

mule  (5)  donnera  la  même  valeur  pour  jet  quand  nn  rem- 
placera y  successivement  par  les  deux  racines  d^un  même 
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groupe.  Ceci  va  résulter,  au  aurplua,  de  l'expression  même 
des  valeura  de  x  dont  noua  allona  noua  occuper. 
De  Féquation  ( 4)  on  tire  cette  valeur  de  y'» 


ou 

(6)  y>^-\±>lii, 
en  faisaut ,  pour  abr^er, 

R  =  ^  +  £l; 
4  «7 

enfin,  l'équation  (6)  donnera 

(7J  r=y^-?±v'â- 

Cotle  expression,  à  ciu^e  des  valeurs  niulli[ileb  des  radi- 
cauX)  représente  bien  les  six  racines  deréquation  (  4  )  ;  mais 

nous  admellrons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  ^  —  |     y  R 

représentera  seulement  Tune  des  trois  racines  cubiques  de 

»  I  dz  ^R.  Ce  sera  celle  que  Ton  voudra,  mais  ce  sera 

toujours  la  méme^  en  sorte  que,  si  a  et  ê  désignent  les 
deux  racines  cubiques  imaginaires  de  Tunité,  les  six 
racines  de  Téquation  (4)  pourront  éfre  représentéca  par 


i«)  V-^^vri>  «y-^iVR,  s^'-^±v^R. 

Et  comme  des  deux  radicaux 


le  premier  nous  représente,  par  notre  convention,  relie 
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dcâ  irois  racines  cubiques  de  — ~  -h  V'R  nous  vou- 
drons, le  second  également  celle  des  trois  racines  cu- 
biques de  ^  ^         que  nous  voudrons ,  et  qu'en  outre , 

leur  produit  a  pour  cube  —  ~»  nous  pouvons  cbotsir  les 
valeurs  de  ces  deux  radicaux  de  luauière  que  leur  produit 

soit  égal  à  — ^;  un  aura  alors 


(9)  ^-Izp^K^- 


—  P 


Si  maintenant  on  porte ,  dans  réquation  (  5  ) ,  chacune  des 

valeurs  (8)  dej",  on  aura,  en  se  servant  de  l'équalion  (9) 
et  se  rappelant  que  ocê  =  i,  les  valeurs  suivantes  de  x  : 


qui  se  réduisent  évidemment  k  trois  distinctes,  savoir  : 


Digitized  by  GoOgle 


QUINZIÈME  LEÇON.  ao5 

Ces  trois  racines  de  Téquation  (i)  pourroiit  être  repré- 
sentées par  la  formule  unique 

dite  formule  de  Cardan,  pourvu  qu'alors  on  laissi*  aux 
radicaux  cubiques  toute  leur  gcncralilé,  mais  qu  on  n'as- 
socie  cufiemble  que  les  valeurs  de  ces  radicaux  qui  donneot 

UJi  piuduit  égal  à 

Si ,  dans  la  formule  (lo),  on  combine  chaque  valeur  du 
premier  radical  cubique  avec  cbaque  valeur  du  second ,  on 

aura  en  tout  neuf  valeurs  de  j:,  qui  seront  les  racines  des 
trois  t^qualious 

45*  H- pas-j-  ^  -=  o, 

ainsi  qu'on  s'en  assure  aisément  en  faisant  disparaître  les 
radicaux  <îe  réfjualion  (lo). 

Tout  ce  qui  précède  a  lieu,  quelles  que  soient  les  quan- 
tités p  et  g,  réelles  ou  imaî^in aires.  Nom  allons  ajouter 
quelques  détails  relatifs  seulement  au  cas  où  les  coeffi- 
cients sont  réels. 

Discussion  de  la  formule  de  Caidan,  —^p  et  g  étant 
réels ,  supposuus  R  ^  o ,  ou 

les  deux  radicaux  qui  entrent  dans  Péquaiion  (lo)  aunmt 
cbacnn  une  de  leurs  trois  valeurs  réelles.  Désignons  par  A 

la  \  Il  ur  réelle  du  premier,  par  B  celle  du  secuiid,  les  trois 
valeurs  du  premier  radical  seront 

A;    Asy  A€y 
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cdles  du  second  seront 

et  comme  les  valeurs  des  deux  radicaux,  qu'il  faut  pren- 
dre ensemble,  doivent  avoir  un  produit  réel,  on  aura, 
pour  lea  racines  de  l'équation  (i) , 

A  -f-B, 

Aa-hB6, 
A€-hB«. 

D'aillenn,* 

jiss  z  ,       g  as  y 

a  a 

les  trois  raciucs  de  1  équaiiou      seront  donc 

A+B . A— B 


A -f-B    et  ±:  i/--3. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  l'équation  (i)  a  deux  racines  imagi- 
naires. 
Si  Ton  a  R  S5  o,  on 

4/^-1-  279' =3  O, 

la  seule  dillërence  avec  le  cas  précédent  est  que  Ton  a  ici 
B  =  A  )  alors  l'équation  (1)  a  ses  trois  racines  réelles, 
mais  deux  sont  égales  entre  elles. 

Supposons )  en  troisième  lien,  R  ^o,  o« 

chacun  des  radicaux  qui  entrent  dans  la  valeur  de  x 
aura  ses  trois  valeurs  imaginaires ^  mais  il  est  facile  de 
voir  que  Féquation  (1)  a  ses  racines  réelles  et  inégales. 
Soient)  en  effiet, 

A4-B|^,    «(A-hB^^),    6(a  +  Bv^), 
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les  trois  racines  cubiques  de  rcxpiession  imaginaire 

—  j  H-  V  R  ï  rexpressîon  imaginaire  conjuguée  —  ^  —  ^ 
aura  évidemmeni  pour  racines  cubiques 

et  comme  les  valeurs  des  deux  radicaux  qui  forment  la 
valeur  (10)  de  jr  doivent  avoir  un  produit  réel,  on  aura 
les  trois  valeurs  suivantes  de  x  : 

(A-i-Bv-7)4-  (A-Bv^^), 
a(A-hBv^^)-h<(A— Bv^), 
6  (a  -H  B  v"^)  -h  «  (a  —  B  V/^); 

ou,  en  remplaçant  a  et  6  par  leurs  valeurs, 

aA,    — A-t-Bv^,    — A  —  B^. 

L'équation  (i)  a  donc  ses  trois  racines  réelles,  comme 
nous  Tavions  annoncé,  et  il  est  très-facile  de  montrer 
qu'elles  sont  inégales. 

En  eiTet,  on  ne  peut  avoir  d'abord 

—  A-f-B^  =  — A  — Bv^, 

car  il  eu  résulterait  B  =  o,  et  la  quantité  —  ^4-  \fK  se- 
rait ^ale  à  la  quandté  réelle  A',  ce  qui  est  contre  T hypo- 
thèse. On  ne  peut  avoir  non  plus 

car  il  en  résulterait  l>  =  ±:  A  v^3  j  par  suite, 

A  4-Ii  V— T=A(idbv^)  =  — 2«A, 
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et 

—  ?  +  JK  s:s  —  8«»  A»  =— 8  AS 

ce  qui  est  encore  contre  Thypothèse^  puisque  le  second 
membre  est  réel. 

Le  cas  fjue  nous  a^  ons  examiné  en  dernier  lieu  csi  fort 
remarquable  j  car,  bien  qu*alors  les  trois  racines  de  Té* 
quation  du  troisième  degré  soient  réelles,  la  formule  de 
Cardan  présente  leurs  valeurs  sons  une  fonne  compliquée 
d'imaginaires  :  et  si,  pour  faire  disparaître  ces  imaginai- 
res ,  on  cherchait  k  mettre  les  radicaux  cubiques  qui  en- 
trent dans  la  formule  de  Cardan  sous  la  forme  A  +  b  —  1 1 
on  trouyerait  que  les  quantités  A  et  R  dépendent  d'une 
équation  toute  semblable  à  la  proposée.  L'équation 
en  A,  par  exemple,  aurait  ses  trois  racines  réelles,  et 
Ton  trouverait,  par  conséquent,  une  expression  de  A 
égalciMeiil  compliquée  d'imaginaires.  C'est  pour  cette 
raison  que  le  cas  dont  il  s'agit  ici  a  été  nommé  le  cas  irré- 
ductible. 

La  formule  de  Cardan  ne  peut  donc  èervir  à  la  résolu- 
tion numérique  de  Féquation  du  troisième  degré  que  si 
une  seule  racine  est  réelle.  Mais  dans  le  cas  irréductible, 

l'équatiuii  se  réjoui  uès-si mplement  en  faisant  usage  des 
lignes  trigonométriques.  Si  i  on  pose,  eneilet» 

la  quanliié  p  cl  i  angle  o)  se  trouveront  détermines  par  les 
formules 

fOSw  =r= 
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et  1a  formule  de  Cardan  donnera 


xss  |/p  (Veosw+  ^^^siti*»  4- Vco»«»  —  V — *  «ow)j 
\/p  désignant  une  quantité  réelle.  On  a  d^aillenra 

\WU'^>J  —  i%\n^=:co%  — j  h  V — 1  an  ^  9 

Vcosw — y  — iflin«*=coa  — ^  y— iim  j — « 

où   a  Tune  des  trois  valeurs  o^  i  »  a.  On  doit  donnera  k 

la  même  valeur  dans  ces  deux  formules ,  car  il  faut  que  le 
produit  (le  leurs  premier»  lucmbres  soit  réel  \  ou  aura 
donc 

j        (k)  +  a  A"  ir 

X  =  2  y'p  COS  1  î 

et  les  trois  racines  de  l'équation  seront 


aypcosïf»   aypeos — = — »  aypcos 


On  pourra,  dans  chaque  cas,  calculer  par  logarithmes 
les  trois  racines  dont  nous  venons  de  donner  rcxpreasion. 

Méthode  de  La^range. 

Considérona  Téquation  complète  du  troisième  degi  6 

(i)  x»-hP««  +  QjrH-R  =  o, 

ft  désignons  par  .r,  ,  .r  » ,  T3  ses  iiois  laciiH's.  D'après  la 
théorie  exposée  dans  les  ouzième  et  douzième  leçons,  on 
pourra  déterminer  les  valeurs  des  racines  Xj,  Xu  ^st  si 
Ton  parvient  è  connaître  la  valeur  d*une  fonction  quel- 
concjuede  ces  racines,  tellement  choisie  cependant,  que 
les  six  vaIcLii  -ï  tju  elle  peut  prendre  par  les  i  .9...^  permuia- 
iiuus  des  lettres  jCi,  Xi,      soient  différentes.  La  méthode 

-4 


Digitizeu  Lj  oOOgle 


2IO  QUINZIEME  LEÇON. 

de  LagrangCf  cjue  nous  allons  exposer  ici,  consiste  à  dé- 
terminer directement  la  valeur  d*une  fonction  linéairedes 
trois  racines,  telle  que 

(a)  ^  =  «r, +.A«,H-B«„ 

où  A  et  B  désignent  des  constantes  quelconques,  et  à  dé- 
duire eosuite  de  celle  fonclion  l'expression  des  racines 
elles-mêmes. 

Si  Ton  fait  subir  aux  lettres  X| ,  X| ,  Xt  toutes  les  per- 
mutations possibles ,  on  aura  les  six  valeurs  suivantes  de 

la  fonction  t  : 

f,  r::  jt,  -h  Ax,  -h  Bx,, 
r,  t=  jp,  -H  Ax,  H-  B«s, 
r,  =  je,  + Ax,-hBx,, 
1*4  =  -f-  Ax,  -h  Bxj , 
=  x,  4-  Ax,  -h  Bxj, 
\  ff     X}  -f-       +  B JTi , 

et  cette  fonclion  t  dépendra  de  T  équation  du  sixième 
degré 

(4)    - -  '0  - '0   -    (/ - u)  =  o, 

qui  pourra  être  résolue  à  la  manière  des  équations  du 
second  degré,  si  Ton  pcul  disposer  des  roiislanles  indé- 
terminées A  et  B ,  de  façon  qu'elle  ne  renferme  que  la 
sixième  et  la  troisième  puissance  de  f.  Il  faut  et  il  suffit , 
pour  qu'il  en  soit  ainsi ,  que  ^  €  désignant  Tune  quelconque 
des  racines  de  l'équation  (4))  ^  une  racine  cubique  ima- 
ginaire de  Funité ,  a  /  et  a*  f  soient  aussi  racines  de  récpia- 
tion  (4).  Voyons  si  cette  condition  peut  être  remplie. 
D'abord  cuti  et  a^ti  ne  peuvent  éU'C  égaux  ni  à  f,,  ni  à 
ni  à  car  autrement  on  aurait  a  =  i;  il  faut  donc  que 
Ton  ait 

oit.Tsti  et 
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ati^ti  et  a*f|  =  f«. 

Ces  doux  dernières  écjua lions  ëqiiivaleuL  aux  précédentes, 
puisque  rien  ne  distingue  h  s  racines  oc  et  a*  Tune  de 
l'autre  )  nous  adopterons  les  dernières ,  et  comme  elles 
doÎTcnt  avoir  lieu,  quelles  que  soient  x^fX^^Xn^  nous  en 
déduirons  les  valeurs  suivantes  de  A  et  B  « 

A  =  a,    B  =  a'. 
Il  arrive  alors  que  A  et  B  ayant  ces  valeurs ,  on  a  aussi 

^en  sorte  que  si  Ton  prend  pour  valeur  de  t 

/  =  jri  + et  jr, + 
réquation  en  t  aura  pour  racines 

et  sera ,  par  conséquent , 

Ott 

eu  faisant 

Lorsque  les  valeurs  de  tt  et  ft  seront  connues,  celles  de 

Xi,  X,,  or,  le  seront  aisément;  on  a,  en  effet, 

(7)  —  P  =  jFi+jr,4-4î„ 

et  en  ajoutant  les  équations  (6)  et  (7),  il  vient,  à  cause 
de  et*  -h  «  -M  =  o, 

(8)  =r  

'4- 
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PouravoirXs,  il  faut  ajoiuer  les  trois  cquaiions  (6)  el  (7), 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  a* y  a  et  if 
on  a  ainai 

.  .  —  p  -h  «y.  +  «ft 

(9)  *»=  3  » 

el  enfin  on  obdenl  la  valeur  suivaDle  de  Xt , 

(10)  «,=  j  > 

en  ajoutant  les  équations  (6)  et  (7),  après  les  avoir  res- 

peclivemenl  multipliées  par  a,     et  i. 

Tout  est  donc  ramène  à  résoudre  l  équation  (5),  qui 
est  alors  une  rcduuc  ou  une  résolvante  de  Téquatioa  pro- 
posée. Cherchons  d'abord  à  exprimer  les  coefficients  de 
la  résolvante  par  ceux  de  Téquation  proposée,  ce  qui  est 
possible,  puisque  ces  coefficients  t\-^t\  et  t]t\  sont  des 
fonctions  symétriques  des  racines  de  Téquation  proposée. 

Si  l'on  niulliplic  les  deux  équations  (6),  et  qu'on  ait 
égard  à  la  rclatiou  a'  +  a  -i-  1  =  o ,  il  vient 

tt  f|  =  jr|         -f-  •fj  —  Xx     —  X\Xi  —  X|  Xn 
—  ( *i  H"    "4"      "~  3  (jf|  dît  "4"  '1  •'f»  "4"  Jf» 

et,  par  conséquent, 

(11)  /,f,=  P'-3Q; 

si,  enfin,  on  ajoute  les  deux  équations  (6),  après  les  avoir 
élevées  au  cube ,  on  a 

4- /;  =  a  (  j:;  4.  ;t; -t- ^{) 
-  2F4-9PQ— a7Rj 
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la  résolvante  (5)  devient  donc 

r  •  —  {—  a  P»  -t-  9  PQ  —    K  )  ^  «  -i-  (  P>  —  3  Q  )>  =  0. 

En  posant 

eUe  se  réduit  k  Téquation  du  second  degré 

0»  — (— 2F  +  9PQ  — a7a)ft4-(P*— 3Q)»  =  o; 

et,  en  appelant  $t  et  $t  les  deux  racines  de  cette  éciuation, 
on  doit  faire 

Les  équations  (8),  (9)  et  (10)  deviennent  alors 


—  P  H-  vj.  H-  V^Q, 
3 


 3  ' 

p-i-«y5r-<-ct*yôr 
5  * 

on  prendra  pour  y^6i  1  une  quelconque  des  H  ols  valcuis 
de  ce  radical,  mais  la  même  dans  les  trois  formules  : 

<piant  à  Tautre  radical      9  m  valeur  est  déterminée 

quand  on  a  fixé  celle  de        car  l'équation  (11)  nous 

donne 

yë;.yôr=p'— 3Q. 

11  suii  de  la  que  les  trois  racines  pourront  être  représen- 
tées par  la  iormule  unique 

—  P  -f-  v'Qi  -h  s/^ 

'=  3  ' 
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qui  n^a  que  trois  valeurs  distinctes,  si  Von  cousidère  que 
\/d%  y  est  mîSf  poar  abréger,  a  la  place  de — ■« 

Comparaison  des  deux  méthodes  précédentes, 

La  méthode  de  Liagrange ,  que  nous  venons  d'expo&er, 
est  moins  simple  qne  celle  de  Hudde;  mais  elle  est  plos 
directe.  Toutefois  ces  deux  méthodes  fournissent  la  même 
résolvante,  et  nous  allons  voir  qu*on  est  naturellement 

conduit  a  la  mëlhodc  de  Lagiaiige,  en  ëludiani  à  iund 
celle  de  Hudde. 

RejM^enons  Téq^atiou  générale  du  troisième  degré 

(1)  Px'-f-Qx R  =:  o. 

Pour  appliquer  la  méLliode  de  Hudde,  oii  commence  par 
faire  disparaître  le  second  terme,  en  posant 

* — 1+^. 

ce  qui  ramiàne  Téquation  à  la  forme 

(2)  =5  0; 

on  pose  ensuite 

et  Ton  obtient  enfin  cette  résolvante 

(3)  j'  +  qy-^^^O. 

Gela  posé)  si      désigne  Tune  des  trois  racines  eu- 

Q  /  /y* 

biques  de  —  -  -h  y^"^^'J^t        ^  ^^is  racines 
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cubiques  de  —  j —  y^^"^^'        multipliée  par  j-j, 

donne  pour  produit  --^^  les  six  racines  de  Téqpia- 
tîon  (3)  sont 

cl  celles  de  1  équation  (a) 

par  suite ,  en  appelant  Xi  >  o^i y  Xt  les  trois  racines  de  Vé- 
quation  (i),  on  a 

P 

*i  =  — 3 
P 

=  —  2  H-  a*ri  +  «Ji» 
P 

=  —  2  -h  a/i  -H 

Si  Ton  ajoute  ces  équations,  après  les  avoir  respective- 
ment multipliées  d*abord  par  a,  a*,  puis  ensuite  par 
j,  a*,  a,  il  vient 


3 

4P|  H-  «Xs 


On  voit  par  là  que  la  méthode  de  Hudde  revient,  au 
fond,  à  former  une  résolvante  en  jr  dont  la  racine  ait  pour 
valeur 

j=  5  , 

et  que  cette  résolvante  ne  diffère  de  celle  de  Lagrange  que 
[lar  le  facteur  3  qui  tlivise  les  racines. 


Digitized  by  G<5bgle 


%l6  QUINZIEME  LEÇOK. 

Méthode  €ic  Tschirnaus, 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  mentionner  la  me- 
tli( nh»  générale  de  Tschirnaus,  pour  faire  disparaître  d'une 
équalioii  autant  de  termes  que  Ton  v  eut.  Il  en  résulte 
une  méthode  pour  la  résolutioii  des  équations  du  troî* 
Même  degré)  ainsi  que  nous  en  avons  déjà  fait  la  re- 
marque. Les  calculs  qu*exige  l'appl  ication  de  cette  méthode 
sont  plus  simples,  si  Ton  a  la  précaution  de  débarrasser 
d  abord  1  equaiion  proposée  de  son  second  terme. 

Soit  Téquation 

(1)  «»-4-/Mf-hy  =  o, 

et  posons,  conformément  à  la  méthode  de  Tschirnaus  y 

(2)  =  a  -I-      H-  x*. 

Si  Ton  élimine  x  entre  les  équations  (i)  et  (a) ,  on  ob- 
tiendra cette  équation  en/, 

(3)  j^^-A/'-f-Bz-^Crso, 
où  1  on  lait,  pour  abréger, 

A  = —  3tf  2/7, 

B  =  3o'  —  ^pa  -i-  pb^  -h  3  7^  -H  p\ 

C  :=  —  a}-^%pa* — p^a  — pb^a  —  Zqba  H-  qb^-^  pqb q*. 

Quant  à  la  valeur  de  x  en  fonction  du  j ,  on  peut  la 
calculer  au  moyeu  de  la  formule 

'^db"  3JH-2A/4-B  ' 

ainsi  qu*on  Ta  vu  dans  la  huitième  leçon. 

Entin,  ou  déterminera  a  et  6  de  manière  que  Ton  ait 

A=o,  B=so. 
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Comme  ces  équations  sont|  l'iuie  du  second  degré,  l'autre 
du  premier  degré  entre  <t  et  ^ ,  on  trouvera  facilement 

les  valeurs  de  a  et  6^  1  é(|uaLiun  ^3)  ciuiuicra  alors 

ei  Téquation  (4)  fera  connaître  ensuite  les  trois  valeurs 
dex. 

Cette  méthode,  fort  simple  au  point  de  vue  théorique, 
conduit  à  des  calculs  très-laborieux. 

Méthode  d*Eider. 

Nous  nous  bornerons  à  mentionner  cette  méthode,  qui 
rentre,  au  fond,  dans  celle  de  Tschimaûs.  Elle  consiste 
k  éliminer  y  entre  deux  équations  de  la  forme 

et  à  identifier  l'équatioii  finale  on  x  avec  Féqualion  pro- 
posée, dont  la  résolution  s'ensuivra  évidemment.  On  peut 
disposer,  à  volonté,  de  la  valeur  de  Tune  des  indétermi- 
nées a,      c,      on  peut  faire,  par  exemple,  a  =  i  ou 
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é 

équations  du  troisième  degré  dont  deux  racines  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  de  la  troisième  et  des  qoantitéa  «onniitt.— 
Étude  d*iiiM  elaate  étendue  d'éqnttiont  nimiériquee  du  tcoiiiitene  degié, 
qui  poMèdent  une  propriété  femarqueble. 


Des  équations  du  troisième  degré  dont  deux  racines 

peuvent  s*('Xprimer  rationnellcmciiL  an  Junctioii  de  la 
troisième  et  des  quantités  connues. 

Considérons  réquauun  du  troisième  degré  débarrassée 
du  second  terme 

(i)  X* -H /wf  H- <y  =  o , 

et  dans  laquelle  p  et  q  désignent  des  foactions  ration- 
nelles de  quantités  quelconques  qu'on  regarde  comme 
eonnues.  On  peut ,  comme  on  va  voir,  expi  imer,  dans  un 
cas  assez  étendu ,  deux  quelconques  des  trois  racines  de 
Féquation  (i)  en  fonction  rationnelle  de  la  troisième  et 
des  quantités  connues. 
Désignons  par  j  et  z  devLX  quantités  ayant  pour  produit 

-^^9  et  dont  les  cubes  ont  respectivement  pour  valeurs 

2    V  4  27 

soient  aussi  «  et  6  les  deax  racines  cubiques  imaginaires 

lie  l'unuc  ;  les  troi>  raciues  u-  ,  a'i,  a  s  de  Féqualion  (1)  ont 
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«1=  6j^H-«», 


ai9 


ainsi  qu'on  Ta  vu  dans  la  dernière  leçon  ^  on  a  d'ailleurs 

«  =  5  '   5 

par  suite,  les  valeurs  de  Xi  et  x%  deviennent 


ar,  s= —  — r    V  ?» 


(4) 

a  a 

on^  à  cause  de  la  première  des  équations  (3). 


(5) 


X         Y  —  Z 
X,  =  h  

a  3 


Xt  =  —  Y  —  3. 


On  voit,  par  là ,  que  T,  et  r,  sont  exprimables  en  fonc- 
tion rationnelle  de  x  et  des  quantités  connues,  si  la  quan- 
tité y—  £       3  Fest  elle-même. 

On  a,  par  les  équations  (2) , 


et,  par  hypothèse, 


p 


d'ailleurs 
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donc 


porunt  cette  valeur  de  y  —  z  dans  les  équations  (5) ,  il 
vient 


S5  _  î_  îti^rLîI?!. 

d^où  il  résulte  queXi  etx,  s'exprimeronten  fonction  ration- 

ncUe  de    et  des  quauiiiés  connues,  si  sj  — 4/^'  —  ^7^* 
est  exprimable  en  fonaion  rationnelle  des  quantités  con- 
nues dont  p  etg  dépendent. 
On  peut  simplifier  les  précédentes  expressions  de  Xt  et 
Nous  ferons  d'abord 

(6)  4;»»4-a7^«=^r% 

r  pouvant  être  l'éel  ou  imaginaire  ;  et  remarquant  ensuite 
que  X  doit  satisfaire  à  Inéquation  (i) ,  nous  remplacerons 

dans  les  valeurs  de  Xi  et  x§ ,     par  —  PfLltS^  on  aura 


ainsi 


rx 


2  2(2/m;4-37) 


Comme  ces  deux  formules  se  déduisent  l'une  de  l'autre 
par  le  cbangement  de  r  en  —  r,  les  valeurs  de  :rt  et  Xt 
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seront  loaies  deux  comprises  dans  la  fonnule  unique  * 

* 

X  rx 
""2     2(2/»jr-f- 3^)' 

—  2/?x'-f-  (r—  3o)x 
  ■  ■  p  — i     II    I  ^ 

2  (  2/?J  4-37) 

où  Tcm  remplacera  r  successivement  par  ses  deux  valeurs 
tirées  de  l'équation  (  6  ) . 

X  est  une  fonction  rationnelle  non  entière  d^une  ra- 
cine a:  de  IVquaiion  (i);  on  pourra  donc,  par  Tuii  des 
procédés  indiqués  dans  la  troisième  Jcçon ,  mettre  sa  va- 
leur sous  la  forme  d'un  polynôme  du  second  degré  en  x. 

Pour  cela  9  on  divisera  d*abord  le  premier  membre  de 
réquatîon  (i)  par  3^»  et  l'on  sera  conduit  ainsi 

à  régalité  suivante  : 

8^(«* + j»«  -f-    i=ï  (2/>*  H-  3^)  (4         6/1^*  4-  4/»*+  9Ç') 

—  ^  (4/^  +  a?     =  <>i 

d'où  1  on  tire 

et  la  valeur  de  X ,  donnée  par  l'équaiion  (^) ,  sera  alors 

—  a^r'L        -(4a^-I-99'){'— 3y)«  J' 

enfin  on  chassera  de  cette  expression  de  X,  et  x%  à 
Taide  des  équations 

et  Ton  aura 


Digitizeo  lj  oOOgle 


222  SElZlLilE  LE^OA. 

■Telle  est  la  formule  la  plus  simple  par  laquelle  on 
puisse  exprimer  deux  racines  de  réquation  (i)  en  fonction 
rationnelle  de  la  troisième  et  des  quantités  connues, 
lorsque  r  est  une  quantité  rationnelle. 

Mais  ou  peut  aussi,  comme  uous  1  ivons  remarqué 
dans  la  troisième  leçon,  mettre  celte  valeur  de  X  sous  la 
forme  d*une  fraction  ayant  pour  numérateur  et  pour  dé- 
nominateur un  binôme  du  premier  degré  en  x. 

Pour  cela ,  on  divisera  le  premier  membre  de  réqua- 
tion (i)  par  6px*^ — {g(/  -\-  r)x  4p*j  après  l'avoir 
pi(  il:iblcmeot  multiplié  par  36 />*  pour  éviter  les  déno- 
minateurs ^  on  trouvera  pour  quotient 

et  pour  reste 

en  ayant  égard  à  Téquation  (6).  On  aura  donc 

=:[6/?j:«  — (97-f-r)xH-4/»'][6/MfH-(97  -h  r)] 
et  par  conséquent 

la  valeur  de  X  sera  donc 

(9) 

« 

Si  p  cl  g  désignent  des  quauiiUb  tiuniéi  itjues  (K  ti  ruii- 
nées,  et  que  la  quantité  /\  p^  -\-  =  —  soit  néga- 
tive) ce  qui  est  la  condition  nécessaire  pour  que  Téqua- 
tion  (1)  ait  ses  trois  racines  réelles,  les  deux  valeurs  de  r 
seront  réelles  et  de  signes  contraires  ;  en  désignant  donc 
spécialement  par  r  celle  de  ces  deux  valeurs  qui  est  posi* 
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tÎTC}  OD  aura  les  eiipmsions  suivanles  des  deax  racines  Xt 
éLXtea  fonction  de  la  troisième  x , 

^   ^    '       6/w4-(97-h/*)   '     '       6/;jr-h(9ç  — r) 

Nous  allons  faire,  dans  ce  qui  va  suivre,  uac  application 
assez  importante  de  ces  formules. 

Étude  il' une  classe  étendue  d équations  numériques  du 
troisième  degré,  qui  possèdent  une  propriété  remar- 
quable. 

Si  1  on  développe  en  fraction  continue,  conforménienl 
à  la  niéiliode  de  Lagrangc,  les  trois  racines  x,  x^yXf  de 
réquation 

A  *  —  7  X  H-  7  =  o , 

on  trouve 

■^4r=3  +  ->    jr,  =  I  H  


1 

IH  


4  +  -f 


jr  désignant  la  racine  plus  grande  que  i  de  l'équation 

en  sorte  que  les  trois  fractions  continues ,  dans  lesquelles 
86  développent  les  racines  X|  »  .Vt ,  se  terminent  par  les 
mêmes  quotients. 

Celte  propriété  cui  ieuse  de  1  équation  que  nous  v  enons 
de  considérer  a  été  remarquée  depuis  longtemps,  mais 
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c'est  tout  récemment  que  M.  Lobatto  s^est  proposé,  le 
premier,  de  trouver  quelles  sont  les  équations  du  troî* 
sième  degré,  à  coefficients  commensurables ,  qui  pos- 
sèdent celte  propriété.  Ce  géomètre  a  complètement  ré- 
solu la  queâlion,  pour  les  équalious  de  la  forme 

dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  tome  IX  du  JounuU 
des  Mathématiques  pures  et  appliquées  de  M.  Lion- 
ville.  Nous  suivrons  à  peu  près  la  marche  quUl  a  in- 
diquée. 

Si  uuc  équation  du  troisième  degré,  débarrassée  du  se- 
cond terme )  a  ses  trois  racines  réelles ,  le  coefficient  de 
la  première  puissance  de  x  est  négatif;  nous  considère* 
rons  donc  Téqiuition 

(i)  /ir  +  9  =  o, 

et  nous  supposerons  p  et  g  positifs  et  commensurables 
(le  cas  de  g  négatif  se  ramènerait  à  celui  de^  positif  par 
le  simple  cbangement  de  or  en  —jr)^  en  sorte  que  Téqua- 
tion  (  I  )  aura  une  racine  négative  et  deux  racines  positives. 

Nous  désignerons  par  —  x  la  racine  négative ,  par  Xi  et  Xt 
les  deux  racines  positives,  et  en  faisant 

on  déduira  des  formules  précédemment  établies,  par  de 
simples  changements  de  signes , 

Supposons  maintenant  que  les  fractions  continues  qui 
représentent  x  et  X|  soient  terminées  par  un  même  qiu>- 
tient  complet  j  ;  d'après  les  propriétés  des  fractions  cbn- 

tinues,  on  aura,  pour  x  cl  Xiy  des  valeurs  de  la  forme 
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suivaute  : 

M,  N ,  etc. ,  étant  des  nombres  entiers  positifs  assujettis  A 
▼érifier  les  équations 

(5)        NM'— MN'^dti,    QP'  — ^Q'  =  d=i. 

De  la  première  des  équations  (4)  on  tire 

M  ^  M'jp 

«t)  en  portant  cette  valeur  de  y  dans  la  seconde,  il  vient 

en  faisant ,  pour  abréger^ 

A  =  PN'  —  QM',  B  QM  —  PN, 
A'=  P'N'  — 0*11',    r  =  Q'M  —  P'N; 

d*où  Ton  déduit  aisément 

(7)     AB  — BA'=(NM'-MIS')  (QF  -  PQ')  =  ±:  i . 

Les  valeurs  de  Xf,  données  par  les  équations  (3)  et  (6), 
doivent  être  identiques  ;  car,  s'il  en  est  autrement ,  en  éga« 
lant  ces  deux  valeurs  de  ,  on  nura  une  é(juatioii  du  se- 
cond ou  du  premier dpçré  dont  les  coenîcicnts  seront com- 
mensurables,  ou  du  moins  ne  contiendront  que  le  radi- 
cal r:  cette  équation,  après  qu'on  y  aura  cbangé.r  en  — .r^ 
aura,  avec  la  proposée  (i),  une  ou  deux  racines  communes^ 
et,  dans  l'un  et  l'autre  cas ,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i)  admettra  un  diviseur  linéaire  eonimensurable  ou 
ne  corjlenanl  que  le  radical  r.  Si  ce  diviseur  linéaire  est 
commensurable ,  1  équation  proposée  (i)  aura  une  raeine 
Gommensurable.  Si  ce  diviseur  contient  le  radical  r,  et 
qne  r  soit  incommensurable ,  l'équation  proposée  (i)  aura 

t5 
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nne  racine  de  la  forme  a  -h  6r%  elle  admettra  donc  aussi 
ce  —  c  /  |M>ur  racine,  et  la  iiolsièine  rariuc  sera  alors  roiu- 
nieiisurabie  ^  d  où  il  suit  que  si  1  équation  (i)  ii*a  pas  de 
racine  commensurable ,  comme  nous  le  supposons  évi- 
demment dans  cette  recherche,  les  deux  valeurs  de  jti, 
données  par  les  éq[ttatîons  (3)  et  (6),  sont  nécessairement 
identiques  :  on  a  donc 

On  peut  déterminer  aisément  la  valeur  À  commune  à 
chacun  de  ces  rapports.  On  tire,  en  effet,  de  ces  écpia- 
tions  (8) 

V(AB'  — BA')=  —  4r»; 
et  comme  A& —  BA'  doit  être  égal  à  :±:  i,  il  faut  qu'iri 
AB'--BA'=~i,    et    V  =  4rS 

d  OÙ 

X  =  :±:  2r  j 

on  peut  prendre  X  =  2  r,  car  on  ramène  à  ce  cas  celui  de 
X  —  —  2r,  en  changeant  les  signes  de.î  qiianfités  A ,  B, 
A  ,  B\  ce  qui  est  évideiunient  permis^  les  équations  (8) 
donneront  alors 

2r  ar  a/  ar 

Donc^  pour  <{ue  les  deux  racines  — x  et  .Vt  de  Téqtu-» 

tion  (1)  se  tcnnineiil  par  le;^  mêmes  quotients  incomplets, 
il  faut  que 

fr.)  97  -  ^  97  ^ 

•  '  2r         ar      ar  ar 

îwiciil  fies  nombio  niiicrs;  <♦  (jtn  «'xicrc ,  en  particulier, 
que  r  soit  conimcnsurablc ,  piu»que  p  ci  q  sont  par 
hypothèse. 
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On  serait  amvé  exactement  aux  mémos  coôditions  si , 
au  Heu  de  considérer  les  racines  —  x  et  Xi,  on  avait  pris 

Je  dis  maiiUcnanl  que  les  coudilious  que  nous  venons 
de  trouver  sont  suffisantes  et  qne,  si  les  quantités  (9)  sont 
des  nombres  entiers,  les  trois  radnes  de  Téquation  (1)  dé^ 
veloppées  en  fraction  continùe,  se  termineront  par  an 

même  quotient  complet. 

Posons 

^   '        ar  *     ar    •       ar  a/-  ' 

les  formules  (  3  )  dev  iendronl 

les  équations  (10)  dénnent  d^ailleiirs 

(la)  AB'~BA'=  — I, 

et ,  par  liypoitièse ,  A ,  B,  A',  B'  sont  des  nombres  entiers. 

Cela  posé,  pour  établir  la  p» ojjosition  tpw  îu)us  aM  iis 
en  vue ,  nous  commencerons  par  démontrer  le  icmnie 
suivant  : 

Lbmme.  —  «Sx  A ,  B,  A',  B'  sont  quatre  nwnbres  entien 
tels ,  que  A  ^  B^  Â'     B^,  et  qui  satisfont  à  fa  condition 

AB'—  BA '  =  ±1, 

on  pourra  toujours  considérer  les  fractions  g;  et 

comme  deux  réduites  consécutives  dune  même  f motion 
continue* 

Réduisons,  eu  eilêt,  p  eu  i'raction  continue,  et  arran- 

geons^nons  de  manière  ipie  le  nombre  des  quotients  son 

^air-  oti  impair,  suivant  ((uc  AR' —  RA'  es!  é«^al  à  -h  1  ou 
à  — I.  Cela  est  toujours  possible-,  car  on  peut,  si  on  le 

i5. 
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juge  à  propos ,  diminuer  â\ine  unité  le  dernier  quotient 

obieiiu,  t'i  prendre  un  (|uoiieiil  de  plus  égal  à  i.  Formous 

M 

les  réduites  de  cette  fraction  continue  ^  et  désignons  par 

Favant- dernière,  c*est-à-^irc  celle  qui  précède  )  on 
aura 

AM'  —  MA '  =  ±:  I  =  AB'  —  BA', 

et,  par  conséquent, 

A(M'--B')  =  A'(M  — B). 

Or,  Je  dis  que  cette  dernière  égalité  exige  que  Ton  ait 
M  =  B,  M' ss  ;  car  si  cela  n*avait  pas  lien ,  A ,  qoi  di-* 
vise  le  premier  membre  de  Végalité  précédente,  divise» 

mit  aussi  le  second,  et  romme  il  est  évidemment  premier 
avec  A',  il  diviserait  M  —  H»  er  qui  est  impossible,  puis- 
que M  et  B  sont  tous  deux  moindres  que  A. 

Il  suit  de  là  que  Von  peut  considérer  —,  comme  Pavant- 
dernière  réduite  de  la  fraction  continue  dans  laquelle  se 

développe      ^otre  icmme  est  donc  démontré. 

Revenons  maintenant  au  théorème  qu'il  s'agit  d'éla- 
blir(*). 

Si  Ton  a  à  la  fois 

A>B,    A'>B',  x>i, 

il  est  évident,  d'après  la  première  équation  (ii),  que  r 
sera  un  quotient  complet  de  la  fraction  continue  dans  la- 
quelle se  développe  .»  i  ^  car,  à  cause  de  Téquation  (la),  si 

A 

l'on  fait  le  développement  de  -p  en  fraction  continue,  Ofn 


(*)  Le  Mémoire  de  M.  I^bntto  rciirurmc  quelque»  incxactitndes,  qn» 
IMurtanl  alnfirmont  en  rien  le»  eonclusions  de  l'auteur. 
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aura,  par  exemple, 


B  I 


cl,  d  après  les  piuprielés  des  fraclious  continues, 

t 


e-+- 


I 

7  +  — 


Supposons  que  Ton  n'ait  pas  à  la  fois  A  A'  ^  R') 
mais  que  x  soit  ^  i ,  et  posons 

I 

X=  Cl  +  ~9 

s 

a  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  X,  la  valeur  de 

X|  Uevienl 

ici  Ton  a  t*videiumeni ,  a  n'étant  pas  nul , 

C>A,  C'>A' 

et 

CA'— AC'=  -t- I,    à  cause  de    AB'  — BA'  =  — ij 

d'où  il  résulle,  é\idcniment,  que  z  sera  un  «[uoliciil  coui- 
plelde  la  fraction  continue  dan>  laquelle  x,  se  dévelojipr. 
Cette  conclusion  est  en  déiaut  si  a  est  nul;  car  alors  la 
valeur  de  Xi  est 

'''^-irÏHrA'' 
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et  il  se  petit  qu'on  n'ait  pas  à  la  fois  B^A  et  B'^Â'. 

Posons  alors 

h  étant  rentier  le  plus  grand  oontenn  dans  z  \  ou  aura 

—  (B'*  H-  A') «  -h  B'     D'«  H-  B'' 

Coinme  b  ne  peut  Affv  nul,  <ni  a  ëvidenuneni  D^Bt 
D'>  B'  ^  d  ailleurs  DB'  —  BD' = ,  donc  «  sera  un  quo< 
tient  complet  de  r^. 

n  résulte  de  ce  qui  précède  que  Tun  des  trois  premiers 

quolicnls  complt'ls  de  la  racine  négalive  — or  sc^ra  néet»s- 
saircmeut  un  quoticiil  coiiiplct  de  la  raeine  posiiivc  jTj  , 
et  par  conséquent  aussi  de  la  racine  Xf  ;  car  tous  nos  rai- 
aonnements  s^appliquei^t  à  Xi  qui  se  déduit  de  Xi,  en  chan- 
geant A  et  B'  l'un  dans  Tautre. 

Formation  des  équations  qui  possèdent  ia  propriété 
précédente.  —  Nous  allons  former  les  équations  qui  pos- 
sèdenl  la  propi  iéié  que  nuns  v(  nous  d  cludier. 

Il  s'agit  des  équations  de  la  iorme 

et  qui  sont  telles  |  qu'en  posant 
on  ait 

(i)  — r  =  arA, 

(a)  P'==rE, 

(4)  (97-hr)  =  arB', 

A)  B,  A',  B'  ëunt  des  nombres  entiers^  et  il  en  résulte 

(5)  AB'— BA=-i, 
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L'équa  lion  ( j  j  étaol  une  conséquence  des  ( [ua  u  e  premières, 
nous  pouvons  nous  boruer  aux  équations  (i) ,  (3),  (4)<)  i^)-, 
et  même  subsiituer  aux  équations  (i)  et  (4)  celles  qu'où 
en  déduit  par  addition  et  soustraction ,  savoir  : 

99  =  r(A  4-  B'),    B'  —  A  =  1. 

De  ces  dernières  combinées  avec  les  équations  (3)  et  (5), 
on  tire 

(6)  B'=:A-hi, 
(9)  1»  =  3 

Ilvs  équations  (8)  et  (9),  combinées  avec  Téqualioii 

 9(2A -H)'H- 27, 

 1 

par  suite ,  leâ  équations  (3)  et  (9)  donnent 


(2A  -h  O'^-a  _3(A»-4- A-m) 
4  A'»  A" 


(aA-f-i)'-*-3(»A-+-i)  2A»H-3A»-»-3A-|-i 

^=   W  ^  

Dans  ces  formules ,  A  peut  être  considéré  comme  un  nom* 

bre  entier  absolument  arbitraire,  et  A'  n'est  assujetti  qu'à 
la  seule  condition  de  satisfaire  à  l  équaiiou  (^),  c'est-à-dire 
de  diviser  A* -h  A  H-  i . 

il  résidte  de  là  que  les  équations  du  troisième  degré 
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dont  U0U6  nom  occupons  ont  la  forme  générale  que  voici  : 

,     ^A'-f-A-hi        2A» -I- 3A» -h  3A -f-i 
X»  .  5   —  ■  X  -4-  .  s  O* 

A''  A 

A  désignant  un  nombre  entier  queloonqae,  et  A'  un  divi- 

mir  quelconque  de  A*-{- A-+- 1 .  L'équalion  x* — y  x-|-7=o 
se  liéduii  de  celte  équation  générale,  en  faisant  A  =  4t 
A' =  3. 

M.  Lobatto  s'est  borné,  dans  son  Mémoire,  à  Tétude 
des  équations  du  troisième  di^rré  débarrassées  du  second 
terme.  On  arriverait  à  des  résultats  plus  étendus,  en 

considérant  les  équations  complètes:  car  on  comprend 
tjii  niK'  cMuation  complète  puisse  posséili  i  l.i  propriété  qne 
M.  Lobaiiu  a  étudiée,  et  ne  pas  la  conserver  quand  on 
l*aura  débarrassée  son  second  terme.  Cette  extension 
des  recherches  de  M.  Lobatto  nç  présente  aucune  diffi- 
culté, car  Féquatiou  la  plus  générale  du  troisième  degré 
peut  cire  mise  sous  la  forme 

(x  —  («  — a)  +  ^  s=  o, 

et  L'on  peut  aibénieul  exprimer  deux  racines  en  fonction 
rationnelle  de  la  troisième ,  eu  se  servant  des  formules  que 
nous  avons  établies  précédemment.  Ces  formules  feront 
connalti*e  ensiùte  les  conditions,  pour  que  les  fractions 
coiuinues  dans  lesquelles  se  développent  les  trois  racines 
puissent  se  terminer  par  les  mêmes  (juotieiiiî»  iiicunniietj»  ; 
il  n  y  a  qu  à  employer  des  raisonnemeuts  tout  semblables 
A  ceux  (pie  nous  avons  faits  *,  mais  je  crois  devoir  me  bor^ 
ner  ici  a  cette  simple  indication.  Au  surplus ,  on  trouvera 
dans  la  Note  VU  Teittensiou  la  plus  complète  qu'on  puisse 
désirer  des  résullatâ  que  nous  avons  exposés  dans  cette 
leçon. 


I 
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BÂMlution  (le  l'équation  (;ëtu-i-ale  du  quatriènio  degré.  —  Méthode  do 
Louis  Ferrari.  —  Kliule  «le  la  résolvante.  —  Méthode  do  Lagrauge*  — 
iMeUiodc  de  De»carte$.  —  Méthode  de  Tscbirnaùs  el  d'Euler. 


Hésolution  de  l'équation  générale  du  ijwUnème  degré, 

INous  allons  examiner,  dans  celte  leçon ,  les  principales 
méthodes  connues  pour  la  rcsolulion  de  Téquation  générale 
du  quatrième  degré. 

Méthode  de  Louis  Ferrari* 

La  méthode  la  plus  simple  pour  résoudre  Téqualion  du 
(ju.tu  iouie  degré,  csl  aussi  la  plus  aîicieiine;  c'est  celle  de 
I^uis  Ferrari  :  elle  cousi&le  à  faiic  en  sorte  que  les  deux 
membres  de  ré({uation  soient  des  carrés,  et  elle  ramène 
par  suite  la  résolution  de  Tecpiation  du  quatrième  degré  & 
celle  de  deux  équations  du  second. 

Soit  Téquation 

(i)  JF*  H- f»**  4- ^.r' -é- /ur -H  #  =  o  ; 

en  ne  conservant  dans  le  premier  membre  que  les  deux 
premiers  termes,  elle  devient 

x«  -H  px^  =  —  qx^  —  rx  — 

et,  eu  ajoulaul  aux  deux  membres  afin  que  le  pre- 
mier membre  devienne  un  carré , 

(  2  )  (x'  +         =       -  y  j  41»     rx  ~  * . 

Mise  sous  cette  forme,  Téciuatiou  proposée  se  résoudrait 

immédiatement,  si  le  second  membre  était  un  carré;  car  il 
stjilir.iii  alors  dcxlrairc  la  ia<  11  ii' carrée  des  deux  mem- 
bre6,  et  1  erptatiou  ne  serait  plus  que  du  second  degré. 
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C'est  à  ce  cas  très-pariiculier  que  la  méthode  de  Ferrari 
ramène  tous  les  autres. 

Désignons  par  r  une  quanti  u-  indélermiiire,  et  ajoutons 
aux  deux  membres  de  Téquation  (  a)  la  même  quantité 

Vient 


Maiiii(  iiani ,  (Jcierminoiis  V,  de  manière  que  le  second 
membre  de  réquaiion  (3)  soit  ua  carré,  11  suffît,  pour 
cela,  que  Ton  ait 

ou 

(4)  r'— 7r'-H(/»''— 40j^-*(/»'— 4^)-''*=oî 

et ,  si  Ton  cormaii  luif  seule  racine  de  celle  équation  en  y. 
la  résoiulion  de  I  t  qualion  proposée  (t)  s'ensuivra  immé- 
diatement, car  réquaiîoii  (3)^  qui  est  la  même  qoe  (i) , 
peut  s^écrire  comme  il  suit  : 

et  elle  se  décompose  daos  les  deux  suivantes,  qui  sont  dn 
second  degré  : 


15) 
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L^équation  (4)  ?  qui  esl  du  troîsième  degré,  sera  donc 
ici  la  réduite  ou  la  lésohan'c  de  l'équation  (i).  Nous 
dvoii>  vil  qu'on  peut  exprimer  par  radicaux  les  r.u  ines 
de  l'équaiiou  générale  du  troisième  degré;  il  s'ensuit  que 
réquation  du  quatrième  degré  jouit  de  la  même  propriété^ 
car  les  équations  (5)  permettent  d*exprimcr  les  quatre 
racines  de  Téquation  (i)  en  fonction  des  coefficients  et 
d'une  racine  quelconque  y  de  la  résolvante. 

Exemple.  —  Considérons  i'équatiou 

dont  les  racines  ont  pour  valeurs  absolues  le  côlé  et  les 
diagonales  du  polygone  régulier  de  trente  côtés  inscrit 
dans  le  cercle  de  rayon  i.  La  résolvante  (4  )  est  ici 

et  elle  a  —  ^  pour  racine,  Téquation  proposée  se  décom" 
pose  alors  dans  les  deux  suivantes  : 

et 9  en  général,  en  appliquant  la  méthode  de  Ferrari  à 
une  équation  du  quatrième  degré  à  coefficients  commen- 
surables  dont  les  racines  ne  doivent  pas  contenir,  dans 
leur  expression,  de  radicaux  cubiques,  on  arrivera  tou- 
jours à  une  résolvante  qui  aura  une  racine  commensu- 
rable. 

Êtufie  do  là  résohofUe, 

Nous  venons  de  voir  comment  les  quatre  racines  de  Té- 

quation  proposée  peuvent  s'exprimer  à  Taide  d'une  seule 
racine  de  la  résolvante  ;  nous  allons  étudier  à  son  tout 
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cette  résolvanle,  et  examiner  de  quelie  manière  ses  ra- 
cines sont  formées  avec  celles  de  la  proposée. 

Désignons  toujours  par  y  une  racine  quelconque  de  la 
résolvante,  cl  par  j*i ,  Xj,  jr,,  JC^  les  quatre  racines  de 
Téquation  proposée,  savoir,  par  j*,  et  Xx  celles  qui  appar* 
tiennent  à  la  première  des  équations  (5);  par  et  X\ 
celles  qui  appartiennent  à  la  seconde.  On  aura  alors 

y  2 
X,  X,  =  -  -h  ■ 

2 


X^X^  ^  

2 


et,  en  ajouUuL , 

La  résolvante  a  donc  pour  racine  la  fonction 

*i  X,  +  Xf  Xé 

des  quatre  racines  de  la  pioposée,  fonction  qui  n  a  eiîec- 
livemenl  que  trois  valeurs,  quand  on  y  échange  les  racines 
les  unes  dans  les  autres  de  toutes  les  manières  possibles. 
Posons 


d*où 


"4    U  ■ 


J'y 


la  résolvante  en  y  se  transformera  dans  une  équatioa 
enty  qui  sera  du  sixième  degré,  mais  qui  ne  contiendra 
que  des  puissances  paires  de  t.  Cette  équation  ne  sera  pas 
plus  difficile  à  résoudre*  que  Téquation  (4)  ^  et  on  peut  la 

prendre  pour  résoUauic  à  la  place  de  celle  dernière.  Les 
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équation!  (5),  dans  lesquelles  se  décompose  Téquatiou 
proposée,  derienoent  alors 


et  Ton  cil  déduira  les  quatre  racines  de  la  proposée,  si  Ton 
comiait  une  seule  racine  de  la  résolvante  en  t. 

Les  équations  précédentes  ont  pour  racines ,  la  pre- 
mière ,  Xi  et  Xt ,  la  seconde ,  x^  et  T4  ^  on  a  donc 


X^  -h       =  '   j 

p  —  t 

jp,  -K  jp,  î=  ^  t 

2 

et ,  eu  retranchant , 

/  SS  JTi  Jf^ 

'^l  elle  est  rexpression  de  la  racine  de  la  résolvante  eu  /. 
C'est  une  fonction  linéaire  des  racines  de  la  proposée, 
qui  peut  prendre  eflectivement  six  valeurs  égales  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires,  par  les  permutations  des  ra- 

Méthode  de  Lagrange. 

D'après  la  théorie  générale  exposée  dans  les  onzième 
et  douzième  leçons ,  on  peut  exprimer  rationnellement  les 
quatre  racines  de  Téquation  générale  du  quatrième  degré 
par  une  fonction  de  ces  racines  telle ,  que  les  1 .  a .  S .  4  va^ 

leurs  qu'on  en  déduit  par  les  permutations  soient  difle- 
reiiies.  Une  pareille  fonction  dépend  d  une  équation  du 
vingt^uatrième  degré^  mais  uuus  veuoub  de  voir,  par 
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ranftlysc  de  la  méthode  de  Ferrari ,  qu^il  sultit ,  pour 
soudre  réqnation  du  qualrièrae  degié,  de  connaître  une 
fonction  des  racines  qui  ait  irois  valeurs  seulement,  ou  six 
valeurs  égales  deux  à  deux  ei  de  signes  contraires. 

La  formation  à  priori  de  l'équation  dont  dépend  une 
pareille  fonction  dea  racines  de  la  proposée,  et  la  déter* 
mination  subséquente  de  ses  racines,  constituent  une  nou- 
velle méthode  due  à  Lagrange ,  et  que  nous  allons  actuel* 
leuiL'nl  e\|>06i'i'. 

Soit  Téquation 

et  désignons  par  .r, ,  jCj,  jtj,  ses  quatre  racines.  La  fonc- 
tion la  plus  MHipk  dv  CCS  racines,  parmi  celles  qui  ne  peu- 
vent acquérir  que  trois  valeurs,  est  X} Xt  +  x»X4  ^  posons 
donc 

et  commençons  par  chercher  la  valeur  de      ou  plutôt 

1  équation  du  iruihièmc  degré  dont  elle  dépend. 

Soient  les  trois  valeurs  que  peut  acquérir  jTy  . 

on  aura 

et  1  e<juaiion  en  jr  sera 

(a)      (ri-hri-hr»)r*+  (r»y»-hr.r»H-r»r>)r— j'iri/i^o. 

Les  coefficients  de  cette  équation  (a)  sont  des  fondions 
symélri<[ues  des  rariiu'6  de  1  équation  (i),  et  peuveïU.  par 
conséquent,  s'exprimer  par  les  coellicients  r,  s.  Un  a 
y%  -t-/!  •♦•/s    (*i  «j-h  X,  Xj-H  *,xj+  x,X4+  «j»,)  =  9, 

=  (  jr,     X,  4-        X4)  (x,  x,«a  -f-  X,  x,x«  -4-  x,  XjX*  +  x,  jr^o-,  ) 

—  4  -^i       —  /  '■  —  4 

-h  (jr,4r,Xi-t-  jr.XiX^H-  x,x,x^-j-  cx^X4)'rr  4,;y-f  r»; 


Digitizeo  Ly  ^oogle 


LEÇON.  2^9 

réquatîon  rë«o)vaute  en  y  est  donc 

^ous  savons  résoudre  celle  équation,  qui  csL  du  troisième  . 
degré;  voyons  mainleoaut  comment  on  obtiendj-a  les  va- 
Jeurs  des  racines  Xy^      jr,,  X4. 

Soît^i  une  racine  quelconque  de  Féqualion  (3),  on 
aura 

*i  Jf»  "t*  *3  *i  —  y\  \ 

d'ailleurs 

*i  *a  X  «^j  -^^t  —  ^  \ 

donc     J7f  ^\x%  x^  sont  les  racines  de  l'équation  du  second 
degré 

(4)  s'  —  /, 3  H- 5  =  0. 

Soient  2|  et  ^3  les  racines  de  cette  équaiiun  (4)^  on  aura 

connaissant  ainsi  les  fonctions  t,  Tt  et  j^<}a  i,  on  voit  de 
suite  qu^on  doit  en  déduire  rationnellement  les  sommes 
Xi + jTt  et  Xs  -f-:r4,  qui  sont  des  fonctions  respectivement 
semblables  à  Xx  .l't  et  x^x^.OxkK^  effectivement, 

(jp,  -4-     )  4-  *i {«3 -h =  — 

ou 

»i(x,-hx,)  4- a,  {ar,4-4î«)  =  — ri 

d'ailleurs 

(x.  +  .r.)  -f-  =  ~ 

donc 

x,-hxi=    x,-»-jr,=rî—  

Connaissant  Xj+Xt  et  Xt  Xt,  X)  et  XsX«,  on  peut 
former  deux  équations  du  second  degré,  ayant  pour  ra- 
cines, la  première,  r,  et  .r,.  la  seconde,  .r»  et  X^,  el  le 
problème  peut  être  considéré  comme  résolu. 
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Ou  résout  plus  faciirincut  Téquatiou  du  quatrième 
degré,  en  prcnani  une  résolvante  dont  la  racine  soit  une 

fonction  linéaire  des  racines  «le  Téqualion  proj>ô«*é(?, 
ayant  six  valeurs  égales  deux  a  deux  et  de  signes  coji- 
Ira ires. 
Soit 

t  ss  Xt     Xj  —  X3  —  1 

rellf  lundi"  H,  ayant  six  valeurs,  dépendra  d  une  équa- 
liun  du  sixiùiue  degré  :  mais  parce  que  ces  valeurs  de  t 
sotu  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  Téquation 
s'abaissera  au  troisième  degré,  en  posant 

i'=z  e. 

On  peut  former  directement  Téqualion  en  6,  puisciiTiin 
coîniail  la  ('()nip<isii'n>n  de  ses  racines;  mais  ou  j)(  ui  -.iw^-'i 
la  déduire  de  la  résoivaule  (3)  en  j^.  11  est  facile ,  en  ellét, 
de  voir  que  Ton  a 

 î  

et  la  résolvante  en  B  est 


(5) 


—  (/#^  —  4 /»y 8  r)>  =  o. 


On  pourrait  e\j)riniei-  les  (juatrr  r  n mes  Xi .,  Xf,  J'a,  X4 
de  la  proposée,  à  l'aide  d  une  seule  lies  racines  Q  de  cette 
{quadon;  mais  on  obtient  des  résultats  plus  simples  en 
employant  les  trois  racines. 

Soient     ^t»     les  trois  racines  de  Téquation  (5),  on 


aura 


*i  4-     —  -ï^^j  —  ^1  —  V  (^1  , 
(6)  {  jp,  -h  jf,  —  X,—  *4  =:  v'O,  , 

X,  -\-      —      —  X,  =r 
d'ailleurs 

(^)  J| -H     =  — />, 
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et  les  équations  (6)  et  (7),  qui  sont  du  premier  digré, 
donneront  les  valeurs  suivauies  des  quatre  racioes  : 

,  _  'nP±       ^+  ^ 

X,  ^  , 

jr,  , 


X.  = 


*  4  

Ces  quatt^  racines  peuvent  être  représentées  par  la  for- 
mule unique 

(8)        X = — \/êr+\/ir 

4 

puisque  chaque  radical  a  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires.  Mais  id  se  présente  une  difficulté,  car  Fes- 
pression  de  x,  donnée  par  la  formule  (8),  a  huit  va- 
Ifurs.  tandis  que  Téqualioii  proposée  ne  peut  avoir  que 
4uatre  racines.  Il  est  aisé  de  faire  disparaiire  celte  ambi- 
guïté. En  effet,  on  peut  prendre  à  volonté  Tune  des  deux 
valeurs  de  et  de  ^  ;  mais  quand  on  a  fixé  ces  valeurs, 
celle  du  troisième  radical  v^^^  se  trouve  par  cela  même  dé- 
terminée. £n  cfiety  en  multipliant  les  trois  équations  (6)1 
on  trouve 

v^ê.  yêl  ^\  =  (x;  H-    4-    H-  xj) 

+  2  (x,  x,x.  H-  X,  X, X4  -h  X,  x,X4  H-  XiX,  x* ) 

—  X,  (xj  -hxi-h    — (^î  +   4-  x;  ) 

—  X,  (x]  -h  xj  +  .r])  —  X,  (;c;  H-  x;  4-  xj) 

16 
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(i*oà 

Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  x,  donnée  par  Téqua- 
lion  (8),  a  précisément  quatre  valeurs,  et  qu^ elle  repré- 
sente bien ,  en  conséquence ,  les  quatre  racines  de  Téqua- 
tion  proposée. 

Rex&rqvb.  —  Il  est  important  de  remarquer  que  le 
succès  des  nifciLhodes  de  Ferrari  et  de  Lai^rafige  est  du  k 
cette  seule  circonstance  y  que  l'on  peut  Jonner  des  Jono 
fions  de  quatre  lettres,  qui  n^oai  que  trots  valeurs. 

Méthode  de  Descaries* 
Cette  méthode  consiste  a  identitier  Téquation  proposée' 

avec  cette  autre 

{x^-h/s  -H  ^ )  («'  -h/'*  -h  ^)  =  o, 

doutiez  racinL's  peuvent  être  considéréc;s  cuoime  connues. 

An  lieu  d'employer  la  méthode  des  coeffîcicnu  indé- 
terminés) comme  fait  ilescartcs,  on  pent  exprimer  que 
X*  f X  -i-  g  est  un  diviseur  du  premier  membre  de 
Féquation  proposée ,  en  effectuant  la  division ,  et  égalant 
à  zéro  les  deux  ternies  du  reste  qui  est  du  premier  degré 
en  X.  On  obùeiii  ainsi  doux  équaiionscnlre  lesdeux  incon- 
nues y  et  ^ ,  et  en  éliminant  g  ou  J\  on  a  une  équation 
du  sixième  degré  qu'on  ramène  aisément  au  troisième, 
et  quon  peut  considérer  comme  une  résolvante  de  Téqua^ 
tion  proposée.  Cette  méthode  ne  diffère  pas,  au  fond,  de 
celles  que  nous  avons  d'abord  exposées;  car  si  Ton  con- 
naît une  \aleurde^ou  de  /",  r'esl-à-dire  jr ,  ou  T,-h  .r,,' 
ou  counaitra  également      JC^  ou  Xt  -f-  x^,  et  la  résolu^ 
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ûoû  de  Inéquation  proposée  s'en  déduira  comme  nous 
l'avoDS  montré  précédemment. 


Aléthodcs  de  Tscinmaus  et  d^Eulei\ 

Je  II  ajouLiTai  rien  à  coque  j  ai  dit  flan>  uhl'  précédenle 
leçou  au  sujet  de  la  mëlbode  de  Tsciiiraauâ,  qui  ramène 
l'équation 

Je*     px*  H-  ^  jr*  H-  rr  -H  j  =  d 
à  la  forme  bicarrée,  en  employant  la  transformatiôti 

/■  =  Il  -H      -H  jr% 

el  disposant  convenablement  des  indéterminées  a  et  h. 

I.a  méthode  d'Eluler  cousislc  à  éliminer  entre  les  deux 
équations 

*=<t  +  */  +  cjr»+ilr% 

et  à  identifier  Féquation  finale  en  x  avec  la  proposée 
dont  les  racines  seront  alors  données  par  la  formule 

Tout  revient  donc  a  déterminer  les  valeurs  des  indéter- 
minées a,  h  y  dy  ey  dont  Fune  peut  être  choisie  arbitrai- 
rement. 


16. 
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Sur  1b  résolutiOD  algébrique  dm  équationa.  —  Des  cquatioiM  de  dcigtr 
premier.  —  De»  équations  de  degré  noa  premier. 


Sur  la  ix\soiiilion  algébrique  des  équa fions. 

ToulL's  1rs  nu'lliodcs  crMimics  (jue  les  cr^omètrf^  onl 
essayé  d'appliquer  à  la  réâoiulioià  algéni  k|uc  des  équa- 
lionSy  etilen  scr-n?  iick^essairemcnldc  nièmcdcs  nouvelles 
qu'on  pourrait  imaginer,  reviennent  à  faire  dépendre  la 
vésotution  de  l*ëquation  proposée  de  celle  d'une  autre 
équation  plus  facile  à  résoudre,  ri  dont  les  racines  sont 
des  fonctions  de  rcllos  de  la  pru[)osé«^. 

C'est  ainsi  que  nous  avons  pu  résoudre  Téqualiou  du 
troisième  degré,  en  déterminant  la  valeur  d*une fonction 
linéaire  des  racines  Xt,  Xty  Xz^  savoir  : 

or  désignant  Tune  des  racines  imaginaires  de  l'équation 
x*=  I .  Le  cube  f'  de  cette  fonction  ne  peut  prendre  que 
deux  valeurs  distinctes  par  les  permutations  des  racines 
XijXty  Xj,  et  dépentl,  par  constquenl,  d'une  é(|uation(iu 
second  degré. 

De  même,  nous  avons  résolu  l'éqnntion  du  quatrième 
degré  en  déterminant  là  valeur  de  l'une  des  deux  fonc- 
tions suivantes  de  ses  racines  or,,  .rt,  x»,  x», 

/  =  jf ,  —  JT,  +     —  or. . 

La  première  de  ces  derix  fondions  ne  pi  ul  arquét  ir  c|uc 
trois  vlàleurs^  el  dépeud,  par  eonséquuul,  d  une  équalioi» 
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du  troisième  degrés  qa^on  sait  résoudre  $  la  seconde  peul 
prendre  six  valeurs  ot  dépend  d'une  équation  du  sixième 
degré,  mais  qu^on  peut  abaisser  au  troisième,  parce 

<ju  e  lle  ne  comiciir  drs  puissances  paires  de  rinron- 
iiue.  Nous  avons  vu,  dans  la  leçon  pi etétlcnltj ,  rpu;  la 
r^&oUanio  en  t  conduit  plus  aisément  que  celle  en  à  la 
résolution  de  la  proposée;  elle  a  aussi  cet  avantage^ que  la 
résolution  de  l'éqnation  du  quatrième  degré ,  qu'on  en 
déduit,  présente  la  plus  complète  analogie  avec  celle  de 
l'équalion  du  li  oisièmedtgré.  La  fonction  ^  peul,  en  ctlet, 
s  écrire  aiubi  : 

I  =  j:,  -h  «  Jfj  •+-•«'  Xi  H-  flr'jf, , 

a  désti^nnnl  la  racine  réelle  —  i  de  l'équalionx*—  i. 

Dans  les  Mémoires  de  l* Acatiémie  de  Berlin  (années 
1770  et  177»)  (*),  Lagrange ,  prenant  pour  point  de  dé- 
part les  résultats  qui  précèdent,  a  rlierclié  è  opérer  la 

résoluiinu  de  1  t'(jualion  de  degré  ///  diuit.r, ,  jTî,  .r. 

x„,  boui  les  in  racines,  en  eiuployanl  une  fonction  de  la 

forme 

OÙ  a  désigne  une  racine  de  Téquation  â;**  =  i . 

Quoique  ces  recherches  de  Lagrange  neraient  pas  con- 
duit à  la  résolution  des  équations  générales  d*UTi  degré 
supérieur  au  qu  iLi icnie,  les  développements  tpi  il  a  don- 
nés à  ce  sujet  présument  ixsscù  d  iniérét  pour  qu  il  semble 
utile  de  les  exposer  ici. 

Nous  suivrons  la  marche  tracée  par  Tillustre  auteur,  et 
nous  distinguerons  avec  lui  le  cas  où  le  degré  de  Téqua- 
tton  est  un  nombre  premier,  et  le  cas  où  ce  degré  est  un 
nuud)ie  composé. 

'*;  I,:i2'***"iî'^  <l'Jmic  un  cxlrail  tl»'  son  Mniionc  il;int»  hi  Noie  d«" 
M>ii  Ttailédr  la  Réiotution  4e$  rqnaU'*ns  nuntériqun,  1*  édition,  i»ayc  »  |  ». 
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Des  équations  de  degré  premier. 

Soient 

|es  m  racines  d  utic  équation 

(I)  ▼=«. 

d'un  degré  premier //i,  a  une  racine  quelconque  de  Téqua* 
ûou  jf**  =  1 ,  cl  posons 

Si  a  n  <  i  pas  égal  à  t,  m  étant  preo^ier,  les  puissances 
4e  a  9  savoir  ^ 

soni  les  m  racines  de  réquation  =  i ,  et ,  par  consé- 
quent ,  sont  toutes  distinctes.  II  résulte  de  là  que  la  fonc*t 
lion  t  prendra  1.2.3...  m  valeurs  distinctes,  si  Ton  y 
permute  les  m  rs^cines  jTi,  elcj  celle  fonction  dépend 
donc  d'une  équation  du  degré 

1*2*3.  .  «vit) 

qu*on  peut  fornier  par  la  m^tliode  exposée  dans  la  troi- 
sième leçon  9  piûsquVn  connaît  la  composition  de  ses  ra- 
cines. 

Nous  allons  démontrer  que  la  résolution  de  cette  équa- 
tion de  degré  i  *  2 . 3 . . .  /ii  peut  se  ramener  à  la  résolu- 
tion d'une  équation  du  degré  m  —  1 ,  dont  les  coejjicients 
dépen  fient  d'une  équation  du  degré  i,2.3...(jn  —  2). 

Multiplions  successivement  Teiqpression  de  t  par  a,  a*, 
• .  f  a**^',  et  rabaissons  les  exposants  de  a  au-dessous 
de  m*  à  Taide  de  la  relation        =  a":  on  aura 

Xi  -4-  «  JP,  -+■  flt'x,  H- ...  -h 
ar  =  ajTi  H-  a'Xi  4-       -H.  - .  +  ««^ 
=  a'jp,  H-  o?Xt  H-  flt*«»      . .  +  ftdr«^ 

••••••  y 

«^•r  =  «*-*x,-hx,4- -H,,  -ho*-'*,», 
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OU,  en  ordoiiuaut  par  rapport  aux  puissances  de  a, 
I     at  ^  Xm      flt JTi  -+■  ût*jp,  -h.  •  .-h  «^*«w^, , 


On  voit  qaechacotie  des  quantités 

«r,  «V, . . . ,  «"-U 
se  déduU  de  la  précédente  par  la  substitution 

»  «•'«1 

Cl,  par  conséquent,  chacune  des  racines  XifXt^  cic,  oc- 
cupe, dans  lessecoiid»  membres  des  équations  (3),  toutes 
les  places.  Par  exemple ,  Xi  est  à  la  première  place  dans  t. 
a  la  deuxième  dans  a  etc. ,  à  la  dernière  place  dansa'"'  ^  t  \ 
on  aura  donc  les  • .  m  valeurs  de  t|  en  faisant 

subir  aux  m  —  t  lettres  ,  j*»,  . . . ,  x^,  dans  les  seconds 
membres  des  équations  (3),  les  t  .a.3. .  ,{m —  i)  perrou- 
talions  (loiii  elles  sont  susceptibles,  sans  changer  la  place 
de  Xf  iil  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

=r  1 .2.3. .  «(m  —  i), 
et  que  1  on  désigne  par 

les  fi  valeurs  que  prend  £,  quand  on  y  permute  les  m  —  i 
lettres  X|,  Xt,*  •  * ,  x^,  les  1 . 2.3. .  .m  racines  de  Téqua- 
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liou  eu  t  ^erout 

I,,  at,,  . . ,  a~"'ri, 

•  «  »••.• 

OU  a  d'ailleurs 

(/  ~  t^)  [t  —  atf,) .  .      -  a—'  tp)  =  r'  ~ 
réi^ualioii  eu  t  sera  donc 

^4'"  —  ^* j  ^1-  -—  ^•^ . . .  ^i"  —    j  =  o . 

On  voit  qae  celle  équation  ue  contient  que  des  puissances 
de  t  dont  les  exposants  sont  divisibles  par  m ,  et  quVlIe 

s*abaisscra  au  degré  ^  =  i .  2 . 3 . . .  (m  —  i))  eu  posant 

L'expresàion  de  ô  est 

et  Ton  déduit  de  cette  formule  les  jui  racines  de  Téquation 
en  6,  en  permutant ,  de  toutes  les  manières  possibles ,  les 
m  —  I  lettres  jr,,  a:,,...,  sans  changer  x,  de  place.  Or, 
parmi  ces  perniuiaiions ,  qui  servent  à  déduire  toutes  les 
valeurs  de  0  de  Tune  d'entre  elles  ^  il  en  est  qui  méritent 
surtout  de  fixer  Tattention,  parce  qu'elles  équivalent  au 
simple  changement  de  «  en  a*, . . . ,  a"*'.  En  eflet»  m 
étant  un  nombre  premier,  si  daus  la  série 

on  remplace  a  par  a",  n  étant  m ,  on  reproduira  \vs 
mêmes  racines,  mais  dans  un  ordre  différent.  La  substi- 
tution k  aty  de  Tune  de  ses  puissances ,  équivaut  donc  à 
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un  certain  cbangcnicul  des  puissauccs  de  «  entre  elles 
dans  Texpresaiou  de  0,  cl,  par  suite,  à  un  certain  cban- 
gement  des  racines  jTt ,  Xt , . . . ,  .r,„  entre  elles. 
Remplaçons  donc  »,  dans  Texpression  (4)  de  0,  par 

chacune  de  ses  puis5anre>î  y ,  a',  a', .  .  . ,  a'""*,  rabaissons 
les  exposants  de  a  au-<i(v.s(>n"^  <\v.  ni  el  ordonnons,  par 
rapport  aux  puissances  de  a,  la  fonction  dont  la  puis- 
sance  nt  est  égale  kO\  désignons  en6n  par 

les  m i  valeurs  de  0  ainsi  obtenues  :  il  est  évident 
que  .r, ,  qui  occupe  la  deuxième  place  dans  6i ,  aura  la 
troisième  dans  la  quatrième  dans  ô|,  etc.,  la  dernière 
dans  O^^t  ?  «t  i  on  aura 


\ 


0,  =  (x,  -h  ...  H-  «»jf,  H-  )-, 


(5)     <         =  l-i.  4-  -h  st' 4-  .  .  . 


•  ».  .y  , 




\  fi,_,  =  (x»4-  +  «x,)-. 

^oilà  doue  m  —  i  valeurs  de  0  dans  lesquelles  Xt  occupe 
successivement  la  seconde,  la  troisième,  etc.,  la  dernière 
place,  en  sorte  qu'il  suffira,  pour  avoir  les  t  .a  .3 ...  (m —  i  ) 
valeurs  ded,  de  faire,  dans  chacune  des  m-»  i  valeurs 

qiu"  nous  venons  d  écrire  les  i  .  -j.  [m  —  -i)  priimua  - 

lions  dvs  lellres  a's ,  , .  .  . ,  T,„ ,  les  unes  dans  les  autres, 
sans  changer  la  place  ni  de  .l'i  ni  de  x,.  On  déduira ,  en 
eJIet ,  i)ar  ce  moyeu  i .  a .  3 . . .  (  m  —  2  )  valeurs  de  d,  de  cha- 
cune des  valeurs  (5),  ce  qui  fera  en  tout  i.3.3...(m — i) 
valeurs. 

Si  niainlenant  on  considère  1  é(|ualion  de  degré  m —  i 


Digitizeo  lj  oOOgle 


a5o  DIX-HVITIÈME  LEÇOW. 

OU 

(6  )    e— »  H-  P,  9— '     p,  9—*  ^  _  .  ^  p^_^  0  ^  p^_,  —  o , 

qui  a  pour  racines  les  quantités  Gt)  ^t»**-)  ^m^i  9  clts  que 
les  coefQcients  Pt  «  Ptv  «  celte  équation  ne  dépendent 
que  d'une  équation  du  degré  f.9.3...(fit  —  ii),en  sorte 

que  rét^uailoii  (lu  (Icgi  é  i .  9  .  (  ni  —  i),qui  a  pour  rat  iiies 
toutes  les  valeurs  (le  se  décomposera  en  i.a.3...(m  —  2) 
faeieurs  du  degré  m  —  i ,  à  Faidc  d'une  seule  équation  du 
degré  1  .a.3*..(m  —  3). 

D'abord  il  est  facile  de  voir  que  toute  fonction  sjmé* 
inque  des  quantités  ,  0« ,  Gj,.  -»  ^««-i  1  P®^*  acquérir 
que  i.'i.3...(m — j  )  valeurs,  par  les  i.a.3...(i«  —  2) 
periuula lions  tles  letUes  j  ^,  JC,„. 

Eu  eifety  si  Ton  remplace  ot  pai  Tune  quelconque  de 
ses  puissances,  les  quantités  dt)  ^t>*>*t  ^m-i  feront 
({ue  s'échanger  les  unes  dans  les  autres,  car etc.,  se 
déduisant  de  0]  par  les  changements  de  a  en  a*,  a*,  etc., 
on  |>eut  les  rt  pi'ésenter  par 

(7)        «(a),  e(a'),  e(«"-)5 

et  ces  cpiautités  (7)  sont  évidemment  les  mêmes,  à  Tordre 
près,  jpie  U'à  suivantes  : 

Cel.T  ]io?;^,  le  cliaiig('in(»nl  tic  y.  en  ot"~*  dans     ou  6  (a) 
équivaut  à  une  certaine  perniuialiou  dc5  lettres  X|,  jr^,..., 
qui  amène OTt  à  la  place  tle       le  môme  changement 
de  a  en  a"^*,  ou  de  a'  en  dans    ou  $  (a'),  équi*« 

tftut  Â  la  même  permutation  des  lettres  Xt,..M  ^«9  ci 
9insi  de  suite;  d'où  il  résulte  que  los  quantités  (8)  se  dé- 
duiront, n  l'ordre  près,  des  rpi  nii itcs  {y)  par  la  même 
ëubstituiÎQn.  Il  y  a  donc,  en  uu  mol,  une  substitution  qui 
peut  amener  Xt  à  la  place  de  Tune  quelconque  des  lettres, 
suivantes  Xa,  Xi,...,  .r^,  et  par  laquelle  les  quantités 
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nefoiit  que  s'é(  lianger  les  unes  dans  h'saulres. 
Par  conséqueDlf  cette  substitution  ne  changera  pas  la 
valeur d*une  foncttoa  symétrique  des  quantités  dt, 

Supposons  maintenant  qaon  veuille  appliquer  h  une 

fonction  syint'U  i<|ue  de  Oj,  vlv. ,  une  subslitution  quel- 
ronque  devant  amener  .r^  à  la  plare  de  .r„ ,  on  pourra 
commencer  par  amener  JCt  à  la  place  de  x„  par  une  sub-» 
atilution  qui  ue  change  en  rien  la  >  alcur  de  la  fonction 
symétrique,  ensuite  il  n  y  aura  plus  qu'à  opérer  une  cer- 
taine substitution  sur  les  m  —  a  lettres  ,  T^^* . . ,  jr«ii 
la  seule  qui  puisse  changer  la  valeur  de  la  fonclion  symc-? 
iriqne.  Ainsi ,  la  place  de  Xt  pouvant  être  fixée  à  volonté 
dans  une  fonction  symétrique  de  0%^  etc.,  une  pa- 
reille fonction  ne  saurait  avoir  que  les  i. 2.3... (m  —  a) 
valeurs  résultant  des  pei*mutatîons  des  m  —  a  lettres  Xu 

D'après  ce  qui  précède,  chacun  des  coefficients  Pf, 
Pj,  etc.,  de  l'équation  (6)  dépend  d'une  équation  du 
degré  i.a.3  ..(«r*  —  a) ,  et  l'on  pourra  former  chacune  de 
ces  équations  par  la  méthode  exposée  dans  la  troisième 
leçon ,  puisqu'on  connaît  la  composition  de  leurs  racinest 
Maïs  on  ap<*rçoit  immédiatement  que  tous  ces  coefficients 
P, ,  P, ,  etc. ,  ne  dépendent  que  d*ttne  seule  équalion  dtl 
degré  i  .2.»3...(/n  —  2) ,  car  ce  sont  évidemment  des  fonc- 
tions semblables  des  racines  jr,,  Xtv»  J»'  ré(|  nation 
proposée,  et  si  Ton  se  donne  la  valeur  de  1  un  d'cux^ 
celles  de  tous  les  autres  s  en  déduiront  rationnellement. 

Voici  comment  on  peut  opérer  pour  former  Téquation 
dont  Pi  dépend ,  et  pour  exprimer  en  fonction  de  P|  les 
autres  coeffH  n  iits  \\_,  P3,  etc.  On  calculera  rw^uation  de 
degré  1.2. 3. .  .  (m  — i),  (jui  a  pour  racines  toutes  les  va- 
leurs de  6  et  dont  les  coeilQcients,  fonctions  invariables 
des  racines  de  la  proposée,  sont  exprimablt>8  rationnelle* 
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meui  pal  ses  cocfficieiiis.  Le  premier  membre  de  Téqua* 
tîon  (6)  étant  un  diviseur  du  premier  membre  de  cette 
équation  complète  en  9 ,  on  fera  la  division  à  la  manière 
ordinaire,  et  on  égalera  à  zéro  les  m — i  termes  du  reste. 

Les  m  —  '1  |)n  mières  des  éqnniion  ,  ainsi  obtenues  servi - 
roiil  à  délermiiR'r  les  coefUi iciits  P3,  etc.,  en  foiielion 
de  Pi,  et  on  aura  ensuite  Téquaiion  en  P,  fie  degré 
t.a.3...(in  —  a),  en  remplaçant  dans  la  (m — i)''*"',  P^» 
Ps,  etc.,  par  les  valeurs  qa'on  aura  trouvées. 

Lagrange  a  cherché  à  simplifier  les  calculs ,  presque 
impralicaliK's  dès  le  eiiujiiit'ine  degit*,  au\(jU('ls  conduif 
l'applicilioii  (le  la  llic'oiic  pi écedeute^  il  a  elletli vcuiftil 
imaginé  un  artitice  ingénieux  pour  exprimer  les  coe£Q- 
cients  de  Téquation  (6),  en  fonction  des  racines  jr^ors^etc. 
Je  vais  le  rapporter  ici. 

Pour  avoir  Fezpression  de  6,  il  faut  élever  à  la  puis- 
sance m  la  ([uaulité 

en  faisant  ce  calcul,  et  ayant  soin  de  rnbni'^stM  les  expo- 
sants de  9.  au-dessous  de  m ,  on  a  un  résuiut  de  la  forme 

L  eiju.ilion  (9)  donne  îc>  valeurs  de  0,,  en 
substituant  à  a  cluicuiic  des  racines  imaginaires  9 , 
7,., &>  du  ré(|uation x"*  i .  Kn  outre ,  si  l'on  remplace  a 
par  I  )  le  second  membre  de  Téquation  (9)  a  pour  valeur 
jTtH- . . . + jr«)"  ou  A*» ,  en  désignant  par  A  la  somme 
connue  des  racines  deTéquation  proposée  (i).  On  a  donc 

A*'r^Ç,'+-   Ç,H-    1,4-. ..4- 

0,  =    H- «i,  -h       -H  ha—' im-t, 

e,  =    -h     -h  6»Ç, +     +  , 
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Ajouioiis  CCS  ci|uali()ns  cl  ili-signoiis  ^)'àv  5|  la  somme  dos 
racines  de  Téquation  (6)^  on  aura,  d'après  les  proprîeléi^ 
des  racines  a,  6,  etc., 

ou 

s,  =  »rÇ.  —  A*. 

Désignons  généralement  par  S„  la  s(minio  des  puissances  n 
des  racines  de  Téquation  (6)  \  élevons  Téquation  (9)  a  la 
puissance  et  rabaissant  les  exposants  de  et  an-dessons 
de  I»,  représentons  le  résultat  par 

remplaçons  ensuite  a  successivement  par  1 ,  ê,...,  et 
ajonlons  les  résultats ,  on  aura 

'ou 

On  pourra  calculer  de  celte  manière  ^  en  fonction  dos  ra» 
cines  x, ,  a*,,...,  .r^,  les  sommes  S,,  Sj,...,  S,„_,,  et  Ton 

vu  déduira  ensuite  les  valeurs  suivantes  des  cocfticienis 
Pi ,  Pt,  etc.)  de  l  équalion  (6) 

P,  — .  —  {/MÇ,—  A"«), 

p,=   , 

_  _     [mh-Ary  ^  (ffl^,~A"'j(w$^;^->A>*')      (m l^'^^A^) 

P3_  î3— 5  3  » 

#••••«  •«•••••<••«■•••••••«•■•••■•••••••••*•••«•«. 
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\  oiln  (loue  les  eoeffîc  k  nii»  P,,  P,,  eU  tie  rétjualioii  (6) 
exprimes  eu  lonetion  des  racines  j:,,  or,,.  .  .,  de  l'é- 
quation pro|)osée,  et  si  Ton  lait  dans  l'expression  de  Tun 
d^eux,  de  Pi  par  exemple,  toutes  les  permutations  pos- 
sibles,  on  ne  trouvera  que  i«a.3«,.(if» — 2)  valeurs 
distinctes.  On  pourra  ainsi  former  directement  Téquation 
en  P, ,  el  l'un  exprimera  ensuite  les  valeurs  des  autres 
eoeflicients  en  fonction  ratiouueUe  de  Pi ,  par  le  protégé 
indiqué  plus  haut. 

Si  Ton  connaît  im  seul  système  de  valeurs  des  coeffi- 
cients Pi9  Pi)  etc.  y  et  si  Ton  peut  résoudre  Péquation  en  9 
correspondante  de  degré  m  —  t ,  la  résolution  de  Técjua  • 
lion  proposée  ( i)  s'ensuivra  inunëdialemeul,  coimnc  nou» 
allons  rexpli({ner 

Dans  l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons,  les  quantités 

6t9  *  •  Ôm.!  sont  connues  :  les  équations  (5)  donnent^ 
en  mettant  a ,  6 ^  7, . .  • ,  cio  au  lieu  de  oc ,  0e*, ... ,  a*"^*, 

/  4f|  -h  a«}     a'^ta  ^. . . . -h  as*"' ,r«,  =  î^©,, 

(10)  {  :  

on  a  d'ailleurs 

*i  -H  X,  -h  Jfa  -h ...  -H  A; 

donc,  en  ajoutant  ces  équations ^  et  ayant  égaitl  aux  pro- 
priélés  des  racines  a  ,  0 ,  etc.,  on  a 

(11)  4P,  =   -■       -         "         *  i 

ujouUiil  aussi  t  <'s  Utrillo  éqii.tlion^  resperliveiueiii  iiiui- 


Digitized  by  Google 


DIX-BVITIBMB  LlCÇOlt* 

liplit^es  pal'       c' , .  .  • ,      t*l  i ,  un  a 

MaU  comme  rien  ue  détermine  celle  des  valeurs  de 
chaque  radical  qu*îl  faul  prendre,  le  secoud  membre  de 
l'éqaaiioQ  (  i  est  absolumeni  identique  au  second  membre 
de  Téquation  (  1 1  ) .  Aussi  doit-on  se  borner  à  dire  que  les  m 

racines  de  Téquaiion  proposée  sont  données  par  la  for- 
mule unique 


(i3) 


m 


A  la  vérité,  cette  formule,  k  cause  de  la  multiplicité  des 
valeurs  de  chaque  radical ,  donne  pour  u  mi  nombre  de 
valeurs  égal  à  m"*~^  ;  mais  on  peut  faire  dispai  aitre  Tam- 
biguïté  qui  en  résulte.  En  elTet,  les  premiers  membres 
des  équations  (lo)  sont  des  fonctions  semblables  des 
racines  X|,  x%y  etc.;  on  pourra  donc,  si  Ton  se  donne 
l'un  d*eux ,  en  déduii*e  rationnellement  tous  les  autres. 

Ainbi,  on  pourra  exprimer        'J^^j,. . "\jO,„^x  ration-' 

Bellement  en  fonction  de  "yl^ty  et  la  formule  (t3)  ne  don- 
nera alors  pour  x  que  m  valeurs,  comme  cela  doit  être. 

Par  cette  métbode,  la  résolution  de  Téquation  du  nn-' 
quièmc  degré  se  ramène  à  cclk  d  une  équation  liu  (jua- 
irième  degré ,  dont  les  eoeilQcîenis  dépendent  d'une  équa* 
lion  du  sixième. 

Des  équations  de  degré  non  pranu'et. 

On  voii  aisément  cjuc  {  analyse  précédente  ne  peul 
•^appliquer  aux  équations  df)iit  le  degré  est  un  nombre 
composé.  Rn  eOet,  k's  quantités  6^  6»,  etc. ^  que*  nous  avons 
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déduites  de  9  en  remplaçant  ot  sncressivcmien i  |>ai  a ,  a*, 
a'',  Ole,  ne  sont  plus  toutes  des  raiints  do  I  rtiiiaiion  ré- 
solvante eu  6f  pane  qu'alors,  eu  remplaçant  a  par  Tune 
de  ces  puissances  dans  la  série 

on  ne  reproduit  pas  nécessairement  ces  mêmes  quantités^ 

Jors  moine  que  a  serait  une  racine  primitive  de  l'tMjua - 
tîoii  .r'"  =  I .  Aussi  Lagraiige  a-l-il  clu  rclié  uue  autre  mé- 
thode :  celle  qu'il  a  suivie  revient,  en  dernière  analyse  * 
à  décomposer  l'équation  proposée 

(I)  V  =  o, 

dedrgré//!  ~  np^  ii  i  iant  un  nonihn  piemier,  eu  n  équa- 
tions du  degré  p  \  et  t  elle  méthode  u  exige  pour  cela  que 
la  résolution  d'une  équation  du  degré 

1.2  . .m 
{n  —  i)  /I  (i  .2. . .  pY 

et  celle  d*une  équation  de  degré  n  —  i ,  tandis  que  si  roii 

cherrhiiii  h  faire  la  décomposition  par  la  méthode  ordi** 
naire,  il  luudrait  résoudre  une  équation  du  degré 

m  (m  —  i)..  ,{m  —  p  +  i) 

Cette  décomposition  de  Téqtiation  (  i)  en  n  éc{uatioDS  du 

degré  p  uue  fois  faite ,  on  pourra  appliquer  à  chacune  de 
ces  dernières  la  méthode  expos»  i«  précède  m  ni  en  l ,  si  p  est 
un  nombre  premier.  Dans  le  cas  contraire ,  si  ^  =  n'p\ 
H  étant  un  nombre  premier,  on  ramènera  la  résolution 
de  chaque  équation  de  degré  p  à  celle  de  équations  du 
degré  p' ^  en  opérant  de  la  même  manière  que  pour  la  pro* 
posée  *,  et  ainsi  de  suite.  Entrons  maintenant  dans  les  dé- 
tails. 
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Soit  m  =s  it/i,  it  «tant  un  nombre  premier,  el  posons , 
i:omme  précédemment , 


« 


X|, • désignant  les  m  racines  de  Féquation  (i) 
et  OL  une  racine  de  âc^  =  mais  qui  appartienne  aussi  à 
Téquation     =:  i.  Alors ,  comme  on  a  généralement 

la  valeur  précédente  de  i  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 


-f-  a—'  [x,  4-  X,,  4-  Xj«  -i-  -h x^], 

OU 

f  :=  X, -H  «X,  4- «»X,  4- . .  ♦ a"-»  X, , 
eu  faisant,  pour  abréger, 

X|  —  X|  +  X^^.!  +X,j^4.,*4"«  •  ♦       X(^_|)„^i , 

X,  =  X,  4-  x„^.,  4-  X9a4.i  4- . .  •  4"  X(p_, ) , 

Xa  ^  .'"n  4-  4-   Xjn    "4-  .  4"  X^. 

Soit 

(3)  W  =  o 

Féquation  qui  a  pour  racines  Xt,  Xt,>..,  X,.;  on  pourra 
appliquer  à  cette  équation  (  3  )  la  méthode  exposée  précé- 
(letiinient  pour  les  équations  de  degré  premier.  Faisons 
$  =  1%  ou 

•4)  e£=:(Xt4-«X,4-...4-«''-'X*)-; 

«7 


Digitized  by  Google 


liSB  DIX-HUiltKMK  LEVOA. 

0 dépend  une  équation  du  degré  i.2.3...  (n — i)  doni 
les  coefficients  peuvent  s^exprimer  rationnellement  par 
ceux  de  l'équation  ( 3  )  ;  et  si  Ton  représente  par  9, ,  0,, ... , 

0„_i  ,  les  w —  I  valeurs  que  prend  0,  quand  on  remplace 
«  par  les  n  —  i  racines  imaginaires  de  ^  i .  on  pourra 
former  i  équation  de  d^ré  n  —  i  qui  a  ces  n  —  i  va- 
leurs de  B  pour  racines  :  représentons  cette  équation 
par 

(5)  -h  P,  ô"-»     P,  0»-"^  H  -H  P,,,  ô  -h  P,-!  =  o  j 

ses  coefficients  Pt,  Pt,  etc. ,  dépendent  d'une  seule  cqua- 
tiou  de  degré  i.a.3...  (n  —  2)  dont  les  coeliieieius  s  ex- 
priment rationnellement  par  ceux  de  l'équation  (3),  ainsi 
que  nous  l'avons  établi  précédemment. 
Soient  j  l'un  quelconque  des  coefficients     Pt,  ete.  »  et 

(6)  Ar)  o 

l'équation  de  degré  1.2. 3..,  {n — 2)  dont  y  dépend. 
Les  coefficients  de  cette  équation  (6)  sont  exprimables 
rationnellement  par  ceux  de  l'équation  (3),  mais  ces  der- 
niers ne  sont  pas  connus  ^  il  n*y  a  que  ceux  de  Téqua- 
tion  (i)  qui  le  soient;  voici  comment  on  peut  former  une 
étfuation  en  r  dont  les  coefficicnL»  soient  exprimée  par  les 
quantités  eonnues. 

/'(y)  est  une  ionetion  de  ^  qui  contient  symétrique- 
ment  les  quantités  Xi ,  Xt ,  * . .  9  X,,,  et,  en  remplaçant 
X| ,  Xs,  etc.,  par  leur^  valeurs  tirées  des  équations  (2) , 
f(y)  deviendra  une  fonction  non  symétrique  des  racines 
Xj,  Tç,...,  x„  de  l'équation  (i).  Faisons  dans  /(  r)  toutes 
les  permutations  de»  racines  Xty  Xif...,  0:^9  et  désignons 
par 

/W»  Mx)  

les  (L  valeurs  distinctes  que  prend  ainsi /     )  ^  le  produit 
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de  toutes  ces  valeurs  est  une  fonction  symétrique  des  ra- 
cines Xi,  ^"jv"  î-^-ri  àv  la  proposée,  t.xpi  imabk;  laliuniiel- 
lement  par  ses  coetiicicats.  On  adouc,  pour  déterminer 
l'équation 

(7)  /.(/•)/.(/)/. Cr)    /^(r)  =  o, 

dont  les  coefficients  peuvent  être  considérés  comme 
connus. 

Ledegréde  cette  équation  (7)  est  i.a.3...  {n  — a)  Xfi^ 
fc  désignant  le  nombre  des  valeurs  distinctes  que  prend 

f(y),  quand  on  y  permute  les  lettres  Xt,  t,,...,  x,„-^ 
nous  savons  que  ce  nombre  est  un  diviseur  du  produit 
1 .  a .  3 ....  m  (onûème  leçon)  ^  et  si  Ton  fait 

=  •  ;  ' 

y  sera  le  nombre  des  permutations  des  lettres  a^*, ,  Xs , .  •  •  ?  <^*n 
qni  ne  font  pas  changer  la  fonction  J  (y)*  Or  f  (/)  ne 
cbange  pas  en  cbangeant,  les  unes  dans  les  autres,  les 
lettres  qui  composent  respectivement  Xt»  Xf,...,Xn, 
non  plus  qu'en  échangeant  les  quantités  X,,  X«,  <  u  . ,  les 
unes  dans  les  autres  ;  mais  tonte  perniulalioii  des  lettres 
Xi,  Xj,  etc. ,  qui  fait  passer  quelques-unes  des  lettnîs  de 
Xj,  ou  X,,  ou,  etc.,  dans  Tune  des  antres  fonctions, 
change  évidemment  la  fonction/  (y).  On  conclut  aisé- 
ment de  là  que 

et ,  par  conséquent , 

1 . 2 . 3 . . .  If  I 
^  *~  (1  a.3. .  ./r}(i  .a.3. ,  .y»)"' 
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Le  degré  de  l'équation  (7)  est  donc 

'  (i  .2.3. . .   )  (i.a. .  pf 

ou 

{n  —  1)    (i .  2.3, .  .p)* 

Si  Ton  connaît  une  scuK  racine  de  récjualioii^jj,  on  aura 
un  système  de  valeurs  des  coefUcients 

de  Téqualion  (5),  car  ces  coefUcients  sont  des  fonctions 
semblables  dt's  racines  de  1  équation  proposée,  rl,  par 
conséquent,  ils  peuvent  s'exprimer  ratiouneliement  en 
fonction  de  Tun  quelconque  d'entre  eux  et  des  quantités 
connues. 

On  résoudra  ensuite  l'équation  (5),  qui  n'est  que  da 
degré  n  —  i ,  et  Ton  aura  alors  aisément  les  racines  de 

1  équation  [3).  Dési^nonb,  en  eflet,  par 

«        les  »  —  I  racines  de  Téquation  (5)  ^  ces  valeurs  de  Ô  étant 

précisément  relies  cpTon  déduit  dr  ré»quatiun  (4),  en 
rcnipiaeant  a  par  chacune  des  racines  imaginaires  de 
=  I  )  on  aura 

X,  -H  a  X,  -h  a»X,  4-.  .  .  -+•        X,  = 

X,    ex,  -h  e»x,  4- . .  .M" X»  =r  l'V,, 

Xj  H-  M  X,  +  »*X,  + . . .  +  m" -«  X«  =  v^0,„,. 
O^ailleurs ,  la  somme  des  racines  X| ,  X, , . . . ,  X,,  est 
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connue ,  car  elle  est  la  même  que  celles  des  racines  Xt , 

Xt,..  eu  désignant  donc  par  A  celte  somme ,  on 

aura 

Xj  H"  Xj     •  •  •  "4*  — — •  A» 

Des  équations  qui  [)rëcèdent,  on  tire  cette  expression  gé^ 
iiéralc  des  racines  X|,  Xj,  etc. , 

^  _  A  4-  yë:  H-  y/  ô;  H- . . .  -H  ô;r. . 

n 

11  ue  rc'sle  plus,  maintenant,  qu'à  trouver  les  racine» 
Xt,  etc. ,  ciles-mémes  j  pour  cela ,  on  considérera  l'é- 
quation qui  a  pour  racines  celles  de  la  proposée  dont  la 
somme  est  Xi  ou  Xt»  ou  etc.,  X ,  par  exemple  :  soit 

xP  —  X,       4-  Q«*'^'H- • . .  -h  Qp_,  X  H-      =  o 

cette  équation,  dont  le  premier  membre  est  un  diviseur 
du  premier  membre  V  de  la  proposée.  On  fera  la  division 

à  la  manière  ordinaire,  et  on  égalera  à  zéro  les  p  termes 
du  lesti*;  on  auta  ainsi  p  équations  dont  les />  —  i  pre- 
mières détermineront  Q»,  Qj,  etc.,  en  fonction  de  X,,la 
dernière  étant  alors  satisfaite  d'elle-même.  Il  est  évident, 
à  priori  ^  que  Qt»  Qs)  etc.^  doivent  s'exprimer  rationnelle- 
ment en  fonction  de  X| ,  puisque  ce  sont  des  fonctions 
semblables.  On  aura  donc  enfin ,  par  ce  moyeu ,  les  n 
(  (  I  iiatioji^  (Je  degré  /; ,  dans  lesquelles  peut  se  décomposer 
1  équation  proposée. 

Tel  est  le  point  où  se  trouve  ramenée  aujourd'hui  la 
question  de  la  résolution  algébrique  des  équations.  La 
fonction  résolvante  de  Lagrange  nous  a  donné  la~  résolu* 
tion  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré, 
mais  elle  n'est  d'aucune  utilité  pour  Icb  équations  géné- 
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rajes  de  degré  supérieur  au  quatrième  »  dont,  au  surplus, 
ia  résolutiou  est  aujourd'hui  démontrée  impossible.  Tou« 
tefois  nous  verrons ,  dans  une  procbaîne  leçon ,  ({ue  là 
consUtTation  de  cette  fonction  résolvante  couduit  à  la 
résolutiou  algébrique  d'une  classe  fort  étendue  d'équaiions 
de  degrés  quelconques, 

A  la  même  époque  où  Lagrange  publiait,  à  Berlin ,  le 
Mémoire  dont  nous  venons  de  présenter  les  résultais  prin- 
cipaux, Vandermonde  8*occupaiit  de  la  même  question ,  et 
présentait,  àTAcadémic  des  Sciences  de  Paris,  un  beau 
Mémoire  où,  pai-  des  considérations  tlilléienles  de  celles 
de  Lagrange,  li  arrivait  pourtant  aux  mêmes  consé- 
quences. Je  me  borne  ici  à  indiquer  ce  travail  de  Vander- 
monde, imprimé  dans  les  Mémoires  de  l* Académie  des. 
Sciences  de  Paris  (année  177 1  ). 
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Sur  1«  nombre  de  valeurs  que  peut  prendre  une  fonction  quand  on  f 
permute  les  lettres  qu'elle  renferme. —  Des  substitutions' circu]aires.<«» 
Théorème  de  M.  Caacby.  —  Forme  générale  des  fonctions  qui  ont  deux 
valeurs. 


Sur  le  nombre  de  valeurs  que  peui  prendre  une  fonction 
quand  on  y  permute  les  lettres  quelle  renferme. 

Le  succès  ites  métliodes  exposées  précédemment  pour  la 

résoîulion  des  équations  générales  du  iroisiènic  l  i  du  cpia- 
Irième  (l<*gré  rst  dii  à  celte  seule  cîrcoiisLance ,  qu  on  peut 
former  des  fouclions  de  trois  lettres  qui  n'aient  que  deux 
▼alears,  et  des  fonctions  de  quatre  lettres  qui  n'en  aient 
que  trois.  Et  si  Ton  pouvait  de  même  former  des  fonctions 
de  cinq  lettres  n^ajant  que  quatre  ou  trois  valeurs,  on 
est  fondé  à  penser  que  ces  fonctions  permelliaient  de 
résoudre  l'équation  i^énérale  du  cin(|uième  degré.  On  voit 
par  là  combien  la  question  du  nombre  de  valeurs  qu'une 
fonction  rationnelle  peut  acquérir,  quand  on  y  permute 
les  lettres  qu'elle  renferme»  est  liée  intimement  à  la  théo^ 
rie  des  équations.  Aussi  plusieurs  géomètres  s*en  sont-ils 
occupés,  et  quoiqu'ils  aient  laissé  beaucoup  à  faire  après 
eux^  ils  ont  pouiiant  obu  nu  quelques  résultats  intéres- 
sants que  nous  allons  exposer.* 

Lagrange  est  1«  premier  qui  se  soit  occupé  de  cette  ques- 
tion ,  en  démontrant  (noir  onzième  leçon)  que  le  nombre 
des  valeurs  d'une  fonction  de  n  lettres  est  toujours  un 
dhnseur  du  produà  i .  a .  3 . . .  it. 

Ruiini ,  dans  sa  Théorie  des  équations ,  a  considéré  par- 
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ticulièrement  les  fonctions  de  cinq  lettres,  et  il  est  parvenu 
à  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  fonction  de  cinq  lettres  a  moins  de  cinq  va^ 
leurs  distinctes^  elle  ne  peut  en  avoif  plus  de  deux. 

M.  Caucby,  dans  nu  Mémoire  qui  fait  partie  du  ca- 
bier  Journal  de  P École  Polytechnigne^  a  démontré  en 
ndte  un  théorème  plus  général  et  qui  consiste  en  ce  que  : 

5*1  une  fonction  de  n  lettres  a  moins  de  p  ofolem  dis*^ 
tinctes  {p  étant  le  plus  grand  nombre  premier  contenu 
d<ins  II) ,  elle  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux. 

Et  comme  p  =i  ^\  n  est  premier ^  ou  a ,  en  particu- 
lier, ce  lliéoi^ème  : 

Si  une  fonction  de  n  lettres  a  moins  de  n  ^valeurs  diS" 
tinetes,  n  étant  un  nombre  premier,  elle  ne  peut  en  avoir 
plus  de  deux. 

M.  Caiichy  donne  1  i  nicndre,  dans  son  iMcmuii e  ,  tju  jI 
chercha  à  étendra  le  théorème  précédent  au  cas  où  n  n'est 
pas  un  nombre  premier,  mais  il  ne  put  y  parvenir  que 
dans  le  cas  de  it  =  6. 11  a ,  en  effet,  démontré  que 

Si  une  fonction  de  six  lettfes  a  moins  de  six  valeurs 
distinctes,  elle  ne  peut  en  rn^oir  plus  de  deux. 

Enfin  M.  Bertrand  sest  occupé,  dans  ces  deinières 
années,  de  celte  même  question,  et  il  est  parvenu  à  dé- 
montrer généralement  le  théorème  que  ]M.  Cauchy  avait 
établi ,  avant  lui ,  dans  un  cas  particulier  Ainsi  |  d'a- 
près M.  Bertrand , 

Si  une  fonction  de  n  lettres  a  moins  de  n  valeurs  dis- 
tinctes, ci  le  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux. 

La  d(  inonstrHiion  de  M:  liertrand  repose  mu  le  pus- 
tulatum  suivant  :  ^i  Von  a  n^y,  dy  a  au  moins  un 

nombre  premier  p  compris  entre  n  —  2  ci  ~-  Les  Table> 
(*}  ioupnak  dei'Êc^lc  Polj technique,  xi&*  caliivr. 
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dénombres  premiers  ont  permis  de  constater  l'exactitude 
de  ce  postulattun  pour  toutes  les  valeurs  de  n  comprises 

entre  7  et  6000000,  cii  sorte  que  le  lliéurèmc  de  M.  Ber- 
trand se  trouve  démontré  par  lui  pour  les  funetioiis  qui 
ont  moiuë  de  6  000000  de  variables.  Au  surplus ,  le  pos- 
tolatum  dont  il  s'agit  a  été  démontré  rigoureusement  dans 
ces  derniers  temps  par  uu  habile  géomètre  de  Saint-Pé- 
tersbourg ,  M.  Tchebicheff.  (  Foir  la  Note  XV.)      Ç'^  \ 

Le  raisonnement  dont  M.  Bertrand  a  fait  usage,  con- 
dnit  à  cet  antre  théorème,  démontré  auparavant  par  Abel 
pour  les  fonctions  de  cinq  lettres  : 

Si  une  fonction  de  n  lettres  a  n  valeurs,  elle  est  symé^ 
trique  par  rapport  àn  —  t  lettres. 

Dans  une  Note  publiée  dans  le  xxxii'  cahier  du  Jour- 
aai  de  l'École  Polytechnique ,  j'ai  fait  voir  que  si ,  entre 

n  ^  2  et  ^  9  il  n'y  a  aucun  nombre  premier,  le  théorème 

de  Ai.  ikrtrand  continue  d^avoir  lieu,  pourvu  que ^  soit 

un  nombre  premier.  La  démonstration  nVsl  en  aucune 
farnn  iinjiliiict  ;  ulcnicnt  on  ne  peul  plus  touelun;  ce 
corollaire,  que  .si  une  fonction  de  n  ii'ttres  a  n  valeurs  y 
elle  est  symétrique  par  rap|)ort  kn —  \  Iritn  s. 

Cette  remarque  est  importante,  car  il  en  résulte  que 
le  théorème  de  M.  Bertrand  comprend  celui  de  M.  Cauchy 
pour  les  fonctions  de  six  lettres,  et  rend,  par  suite,  inu- 
tile la  déuionsti  alion  un  peu  compliquée  de  M.  C.aucliv . 
£u  eil'et,  si  /z  =  6,  il  n'y  a  aucun  nombre  premier  entre 

n  —  ^    ~?        ~     3      ^  nombre  premier. 

M.  RerlriTifl  u  démontré  aussi,  dans  sou  Mémoire,  le 
théorème  suivant  : 

«Si  une  fonction  de  n  lettres,  n  étant  >  9,  a  plus  de  n 
valeurs f  elle  en  a  au  moins  a  n. 

Tels  sont  les  résultats  principaux  acquis  à  la  science 
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dans  cette  théorie  {*),  Le  problème  général ,  qu*il  teiait 
intérewant  de  résoudre,  consisterait  à  déterminer  quels 
sont ,  parmi  les  diviseurs  du  produit  i .  a .  3 . .  «  n,  ceux  qui 

peuvent  représenter  le  nombre  des  valeurs  d'une  fonctiott 
de  n  lettres.  Ou  voit  combien  les  théorèmes  que  dous 
venons  d'indiquer  sont  loin  de  répondre  ,  d'une  manicrc 
complète )  à  cette  question.  Toutefois  ces  théorèmes  suf- 
fisent pour  l'objet  qu'on  doit  avoir  en  vue  dans  la  théorie 
des  équations.  Ainsi ,  en  particidier,  le  théorème  de  Ru- 
(îni,  s'il  n'établit  pas  l'impossibilité  de  résoudre  l'équa- 
tion générale  du  rinquicMKj  degré,  prouve  du  moirjs  Tim- 
possibilité  de  former  une  résolvante  dont  le  degré  âOil 
inférieur  à  cinq. 

Des  substitutions  circulaires. 

m 

Pour  bien  comprendre  les  développements  dans  lesquels 

nous  allons  entrer,  il  est  nécessaire  de  se  faire  une  idée 
précise  de  1  opération  que  nous  avons  désignée  par  le  mol 
de  substitution  (voir  ouûèmc  leçon). 
Soit 


(*)  Dam  un  Mémoire  que  j  ul  {ircsenté  à  TAcadémie  de»  Science*  le  a 
juillet  iS49,  j'ai  déoloatré,  md6  avoir  reooars  li  aucun  postolalmn  «  les 
tbéorèmfls  suivaota  : 

i'*.  l'nc  ronction  do  n  lottrcs  qui  a  moins  de  n  valeurs  n'en  a  que  deni 

nu  plus,  à  moins  que  n  ne  soit  i-i^il  à  /|  ; 

a".  L'ne  fonction  de  n  lefiri^  qui  u  précisénifiii  n  valeurs  est  Sjmétriqae 
par  r:tp]>ori  a  «  —  i  leUres,  a  moins  que  n  ne  soil  êpal  ù  6; 

Duc  fonction  de  n  Icttrcb  qui  a  pluH  de  n  valeurs  en  a  au  muut:»  sa 
ai  nest>  8; 

4^*  l]oe  fonction  de  n  lettres  qui  a  plus  de  tin  valeurs  en  a  au  moins 

■  '■■  ■        SI  n  ost  >  I  >. 
'2 

\.A  m«'*tbo<l»"  don!  j'ai  fait  u>a;7t'  daii^  res  rwliprclu  s  diflY-ro  f»*»»rnliellv'- 
meiii  de  c»  11»  -»  tjui  avuioni  ele  employeur  ju>qu'ici.  Ou  trouvera  un  extrait 
'Ui  mon  Mémoire  dans  la  Note  VIU. 
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prend  p  au  hasard  y 

par  exemple,  etqu'aprèi»  les  avoir  rangées  eu  cercle  on 
mette  chacune  d'elles  à  la  place  de  celle  qui  la  précède, 
ou  dit  que  Tou  a  lait  subir  à  ces  p  leltres  une  permuta- 
lion  circulaire ,  et  la  substitution 

/«,      r,  .  . .,  ^\ 

esl  dite  une  subsiiuiiiori  circulaire  de  Voidrc p.  Cela  posé, 
on  a  le  ibéorème  suivant  : 

Tbéoeèicb*  —  Toute  substitution,  tielle  n'est  pas  cir~ 
cuiaire,  égunfout  à  plusieurs  substitutions  circulaires 
effectuées  simultanément  sur  des  lettres  différentes. 

Supposons ,  en  cfTet ,  que  Ton  fasse  subir  uue  substitu- 
liou  quelconque  aux  lettres 

par  cette  substitution ,  a  se  trouve  remplacée  par  une  cer- 
taine lettre,  c  par  exemple,  c  elle-même  sera  remplacée  par 
line  troisième  Ictln*  <?,  et,  en  coniiiiuaul  de  cette  manière, 
ou  tombera  nécessairement  sur  uue  lettre  qui  se  trouvera 
remplacée  par  a*  Or  il  est  évident  que  les  lettres  que  Ton  a 
ainsi  rencontrées  ont  subi  une  permutation  circulaire. 
En  prenant  une  des  lettres  restantes,  et  opérant  de  la 
même  manière ,  on  formera  un  nouveau  groupe  de  lettres 
qui  .iuruiit  subi  également  une  perniuUlion  circulaire, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu  a  ce  que  toutes  les  lettres  soient 
épuisées* 

Le  raisonnement  dont  nous  venons  de  faire  usage 
donne  le  moyen  de  former  immédiatement  les  substitu- 
tions circulaires  qui  équivalent  à  une  substitution  don- 
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née.  Considéi'oiis,  par  exemple,  la  substUulion 

a,  b,  Cy  r/,  r,/,  g,  h,  /,  y,  o\  ^ 

ffy  f>,       /y  ^W»  «1  g'»  *  !  ' 

on  trouvera  qu*elle  ë^ivaut  aux  trois  substitutions  cir- 
culaires suivantes  : 

Le  mèin«î  procédé  doit  aussi  être  employé  quand  on  veut 
reconuâilre  si  uiiesubstîiutiou  est  circulaire  ou  non.  Ainsi 
on  trouvera  que  la  substitution 

/fiy  b,  c,  (I,  v,  f,  i,',       /,y,  o\ 
*i>/yJi        ^y  <,  ^f*^»/"/ 

est  circulaire,  car  on  peut  récrire  de  la  manière  suivante  : 

\gy  /*.     by  ti,jf  e,  a) 

Si ,  après  avoir  cireclué  une  substitution  circulain*  sur 
p  lettres,  on  rëp<^te  i ,  2,  3, . . . ,  —  i  fois  la  même  sub- 
stitution, on  obtiendra  p  arrangements  différents;  mais 
en  faisant  une  fois  de  plus  cette  substitution ,  on  repro- 
duira Tarrangement  primitif. 

Nous  désiijiH  ions  par  le  mul  tiaiisf>nsit!'ofi  la  sul»sti- 
tulion  circulaire  de  deux  lettres,  e'est-a-diie  l  opéi  iliou 
qui  consiste  à  échanger  siinplemeut  ces  deux  lettres  i'uuc 
avec  l'autre ,  et  nous  indiquerons  par  la  notation  abi'ëgée 
(a ,  6)  la  transposition  des  lettres  a  et  6. 

Il  est  évident  que  toute  stibstitutîon,  circulaire  on  non, 
iH|uivanl  à  une  série  de  transpositions.  Car  supposons 
qu  il  s'agisse  d'opérer  une  substitution  qtu-lconquc  sur  les 
lettres 

<'i  •  •  m/, 

f»n  amènera  n  à  la  nouvelle  plaee  cpi'ellc  doit  occuper  par 
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line  transposition  ;  cela  fait,  une  autre  transposition  amè- 
nera h  h  la  place  qii  elle  doit  occuper,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu  à  ce  que  toutes  les  lettres  aient  pris  les  places  qu'on 
veut  leur  donner. 

Théorème  de  M*  Cauchj. 

La  démonstration  du  théorème  de  M.  Cauchy  repose 
sur  les  quatre  lemmes  suivants  : 

r.EMME  \" .  —  Si  une  jonction  de  n  lettres  n'c.si  juis 
c/ian^cc  par  une  substUiitLon  circulaire  effectuée  sur p 
lettres  y  elle  ne  changera  pas  non  an  répétant  cette 
substitution  un  nombre  quelconque  iiejois* 

Ce  lemme  est  presque  évident;  car,  soit  la  fonction 

F(fl,     c,     e, . ..), 

et  >upposons  <|ue  reti»'  fonriioii  ne  soif  pas  changée  par 
la  sulistituUou  circulaire  du  cinquième  ordre 

/a,  h,  €,  <i,  f  \ 
c,  </,  e,  aj 

ou  aura 

F(fl,  6,  c,     tf,...)=sF(^,  c,  </,r,  /!,. . 

mais  cette  égalité  ayant  lieu  quelles  que  soient  les  quan- 
tités représentées  par  a,  h^c^d^e^on  aura  aussi 

Fyù  y  c  j  (l  y  (" ,  /?,..,)  =  F  (r ,  r/,      n  y  ^ ,  .  .  .  ) , 
F(c,  </y         6, . .  .)=  F{d^     a,  ^,  c, . . 
¥  {H^e^  e f         . .  •)  =  F(tf,  iv,  bf     </, . .  «^^ 
F  c,  i/,  .  .  .)  =  F(<T,6,r.rf,c,...); 

car  chacune  de  ces  égalités  se  déduit  de  celle  qui  a  lieu 
par  hypothèse,  en  représentant  par  d'autres  lettres  les 
quantités  actuellement  représentées  par  <i ,  A ,  c ,  r/,  e. 

Le  même  raisonuement  montre  que  si  une  fonction 


Digitized  by  Cq^g[e 


270  DIX-nEliTlfeME  LEÇOM. 

n*cst  pas  changée  en  faisant  r  fois  de  suite  une  permu- 
tation circulaire  de  p  lettres ,  elle  ne  changera  pas  non 
plus  en  rt'priant  2  r  fois,  3  r  fois  ,  etc.,  celle  même  per- 
niulaiioii  circulaire. 

Lemme  U. — Réciproquement,  sip  est  un  nombre  pre- 
mier, et  si  une  fonction  de  n  lettres  n*est  pas  changée  en 
opérant  une  substitution  circulaire  de  p  lettres,  un  cer- 
tain nombre  de  Jois  inférieur  à  p,  cette  fonction  ne  chan- 
gera pas  non  plus,  en  faisant  une  seule  fois  la  substitu- 
tion circulaire. 

Désignons  par  Ai  une  permutation  formée  avec  p  des 
n  lettres  de  la  fonction  donnée ,  et  appliquons  P'—i  fois 
à  la  permutation  At  >  une  même  si^stitution  circulaire 
d'oixlre  p.  On  aura  de  celte  manière  p  permutations  que 
nous  représenterons  par 

Au  Aty  K%, .  t  »  f  Ap, 


OU)  en  les  rangeant  en  cercle,  par 


Si  maintenant  la  permutation  A]  donne  à  la  fonction  la 
même  valeur  que  la  permutation  A^)  on  pourra,  d  après 
le  lemme  I,  répéter  un  nombre  quelconque  de  fois  la 
substitution  pai  la(|iRile  on  passe  de  la  permutation  A,  à 
la  permuiaiion  A,.  Or,  pour  avoir  les  permutations  cor- 
respondantes ,  il  suiHi  de  joindre  de  r  en  r  les  sommets 
du  polygone  (1)  9  et  comme  p  est  un  nombre  premier»  on 
sait  qu'on  ne  reviendra  au  point  de  départ  qu'après  avoir 
rencontré  tous  les  sommets  \  d*où  il  résulte  que  les  per-> 
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muuiions 

domieut  la  même  valeur  à  la  fonctiou. 

Lbmivie  ïn. — Si  une  fonction  est  changée  par  au^' 
cune  substitution  circulaire  opérée  sur  p  lettres,  elle  ne 
sera  pas  changée  non  plus  par  une  substitution  circulaire 
opérée  sur  trois  lettres  quelconques, 

Soil 

-  /a,  ^,  c,  /\ 

une  substitution  drculaire  d'ordre  p  j  la  subs tituticm 

sera  également  circulaire.  En  eflet,  en  opérant ^  comme 
il  a  été  indicpié  au  commencement  de  cette  leçon ,  on  peut 
écrire  cette  substitution  de  la  manière  sui?ante  : 


Doue,  puisque,  par  hypothèse,  la  fonctiou  qu'on  consi- 
dère n^est  changée  par  aucune  substitution  circulaire  de  p 
lettres,  on  pourra,  sans  changer  sa  valeur,  lui  appliquer 
successivement  les  deux  substitutions  (i)  et  (2),  ou,  ce 
qui  revient  au  luème,  la  subsliuuioti  unique 


e,  a,  b,  df, . *,  // 


Mais  cette  dernière  revient  simplement  a  remplacer  les 
trois  lettres  a ,  & ,  c,  par  c ,  a ,  &  ;  la  fonction  ne  sera  donc 
pas  changée  par  la  substitution 


f-^'^'f^  ou  ("^l^^] 
\e,ajbf  \c,b,a/ 
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qui  est  circulaire  el  qui  doit  être  eÛ'ectuée  sur  trois  letlm 
quelconques, 

LemmeIV. — Si  une  fonction  n'est  changée  par  aucune 
substitution  circulaire  de  trois  lettres,  elle  na  au  plus 

(juc  deux  valeurs. 

Toute  î»iibsliluLioii  circulaire  de  iruis  icllrc^  équivaut 
à  deux  transpositions  opérées  successivement.  Ainsi  la 
substitution 

revient  à  njx'i  er  d  abord  la  iranspositiuu  ^^7,  h)^  puis  en- 
suite la  transposition  [a,  c),  qui  a  une  letlrc  communes 
avec  la  première.  Ainsi,  dire  qu'uTie  fonction  n^est  chan-* 
gëe  par  aucune  substitution  circulaire  de  trois  lettres,  c'est 
dire  qu*elle  n^est  pas  changée  par  deux  transpositions  ayant 
une  lettre  commune,  o]>érées  sncccssivement. 

Soit  doue  \  une  functiou  de  n  lettres  a,  c,  fl,  etc., 
qui  n'est  changée  par  aucune  substitution  circulaire  de 
trois  lettres.  D'après  ce  qui  précède,  V  ne  changera  pas 
en  opérant  successivement  deux  transpositions  (a,  6), 
(a,  c) ,  ayant  une  lettre  commune.  Supposons  qnc  V de- 
vienne V,  quand  on  lui  applique  la  transposition  {a, 
(V,  pouvant  l  ire  éc^al  à  V).  la  tiai:sj)Osilion  {a.f  )  devra 
changer  \\  en  V  ,  et,  par  suite,  \  en  V|  j  car,  faire  deux 
fois  de  suite  une  transposition,  c'est  ne  faire  aucun  ch.in- 
gement.  Il  résulte  de  là  que  deux  transpositions  (a,  h)^ 
(a,  qui  ont  une  lettre  commune ,  produisent  le  même 
changement  dans  la  fonction  ;  il  en  sera  de  même  des  deux 
transpositions  {a.  c),  (r.  d)  et .  pai  suile,  des  deux  liaus- 
posiiiuiis  («,  ^j,  (c,  dj  qui  u  ont  aucune  letlrc  com- 
mune. 

Cela  posé,  toute  substitution  équivalant  à  plusieurs 
transpositions ,  on  voit  que  V  n'a  au  plus  que  deux  va- 
leurs; car  si  nnc  première  Iransposilion  change  V  en  V,, 
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une  deuxième  changera  V|  eu  V,uiie  truistcuic  V  eu  Vi, 
et  aÎDsi  de  suite  ;  en  sorte  que  V  n'aura  que  deux  valeurs , 
et  elle  n'en  aura  même  qu  une  seule  si  V  =  V| . 

TnÉonàifB  ne  M.  CAticHY. — Si  une  fonction  de  n 
lettres  a  moins  àe  p  valeurs,  p  étant  le  plus  grand 
noini>re.  premier  contenu  dans  //,  elle  ne  peut  aidait 
plus  (le  (ieujc  'Valeurs. 

Soieui  V  une  fonciiou  de  n  lettres,  p  un  nombre  pre- 
mier égal  ou  inférieur  à  n,  et  supposons  que  la  fonction  V 
ait  moins  de  p  valeurs. 

Parmi  les  n  lettres  de  la  fonction  V ,  pi*enon»-en  p  au 
hasard,  ioniions  avec  ces  ^  lellres  un  ])rcniicr  aiiange- 
ment  Aj,  puis  luisons  subir  aux  p  lettres  de  cet  arrange- 
ment, p  —  I  fois  de  suite,  une  même  substitution  circu- 
laire d'ordre  p  ;  on  aura  en  tout  p  arrangements  que  nous 
désignerons  par 

Appliquons  à  la  fonction  Y  les  p  substitutions 


U)  U)  (v>-a;) 


il  en  résultera  p  valeurs  de  V,  que  nous  représenterons 
par 

ou ,  les  rangeant  en  cercle ,  pai- 


1 


Or,  par  hypothèse ,  la  fonction  V  a  moins  de  p  valeurs 

i8 
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ilistiiH  tes^  il  y  a  doue  au  moins  driix  valeurs  tie  V  égales 
eiUrc  elles  ))ai  mi  celles  que  nous  venons  d  écrire.  Sujïjh)- 
sonsque  l'on  ait 

alors  la  fouction  V^»  ne  <*hange  pas  quand  on  fait  subir 

aux  p  leUrcs  que  nous  avons  ronsidéréi's  /  fois  di;  siiile 
um'  subslitulion  rirnilaire;  elle  ne  (  hnnj;era  donc  ]>.t«  . 
p  étanl  un  nombre  premier,  si  I  (»n  ne  fail  qu'une  seuie 
fois  celte  aubslîtution  (lemme  II),  et,  par  suite,  si  on 
la  fait  un  nombre  quelconque  de  fois  (lemme  1).  Mais 
cbaque  valeur  de  V  se  déduit  de  la  précédente  par  une 
sul)stitulion  eireulairc  des  p  lettres  eonsidérées^  doue  les 
p  valeurs  de  \  sonl  ét^ales  enlre  elles. 

Il  résulte  de  là  que  ia  fonction  V  n  est  changée  par  au- 
cune substitution  circulaire  de  p  lettres  *,  donc  elle  ne  le 
sera  pas  non  plus  par  une  substitution  circulaire  de  trois 
lettres  quelconques  (lemme  III) ,  et,  par  conséquent,  elle 
n'a  ([ue  deux  valeurs  an  plus  (  lemme  IV  ). 

CoBOLLAini:  1.  —  Si  ri  esl  premier,  «/n  |)eul  prendre 
^  s=  /I ,  et  Ton  a  ce  théorème  :  Si  une  Jonction  de  n  lettres^ 
(li  étant  premier)^  a  moins  de  n  valeurs,  elle  ne  peut  en 
at^oir  plus  de  deux. 

En  particulier  :  Si  une  fonction  de  cinq  lettres  a  plus 
de  deux  valeurs,  elle  en  n  nu  moins  cinq. 

ConoLiAiRi.  II  —  Toute  fonction  de  ii  Ictiics  qui  n'n 
que  deux  vaiciiis  n  est  chaitgrc  par  aucune  substitution 
circulaire  de  trois  lettrei^.  (  t ,  pur  conséquent,  elle  est 
changée  par  une  transposition  quelconque , 

En  efiet,  diaprés  le  théorème  précédent,  une  fonction 
qui  a  moins  de  trois  valeurs  n'est  changée  par  aucune 
substitution  circulaire  de  ii(»is  lettres,  et,  d'après  le 
lemme  IV,  toutes  les  transpositions  |)ro(iuiâcnt  le  même 
changement  sur  la  fonction;  sa  valeur  doit  donc  changer 
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par  uuc  Iransfiositioii  cfiielroiiifue  si  elle  ir<!st  pas  symé* 

tric(ue.  Et,  tn  t;énéral,  une  sul»sii union  cjuehoïKjue 
change  ou  iic  change  pas  la  valeur  de  la  fouclion ,  suivant 
que  cette  substitution  écjuivaut  à  uu  nombre  pair  ou 
impair  de  transpositions. 

Forme  générale  des  Jonciions  tjiU  uni  daux  valeurs. 

On  peut  toujours ,  quel  que  suit  // ,  former  des  fonctions 
de  n  lettres  qui  n'aient  que  deux  valeurs. 
Considérons,  en  effet,  les  n  lettres 

et  désignons  paf  v  \v  produit  àv  tontes  les  (lilïéreaets 
obtenues,  eu  rcirauchanl  de  ehai  une  de  ies  iellres  succès* 
sîvement  chacune  des  suivantes ,  on  aura 

V  z=z(a  —  b){a  —  c).  .  .{a  —  l){b  -  c}..  [k  —  l). 

Le  carré  de  l' est  évidemment  une  fonction  symétrique,  et, 

par  conséquent,  v  ne  |>eul  avoir  que  deux  valeurs  ^ales 
«'i  de  signes  contraîrcs.  Ces  deux  valum  s  existent  efferti- 
vcmeulj  car  011  voit  ({ue  v  se  tliange  Cii  — i*  quand  ou 
cbange  a  et  6  Tune  dans  Tautre. 

On  peut  trouver  très-facilement  la  forme  générale  des 
fonctions  qui  n'ont  que  deux  valeurs.  Désignons  par  Y  une 
fonction  quelconque  qui  na  que  deux  valeurs  distinctes , 
il  est  aise  de  voir  (jue  le  produit  W  n*aura  aussi  que  deux 
valeurs.  Soient,  en  clîel ,  V  et  Vj  les  deux  valeurs  de  \, 
if  et  étant  celles  de  d'après  ce  qui  a  été  établi  pré- 
cédemment, une  substitution  ne  changera  ni  V  ni  m,  si  elle 
équivaut  à  un  nombre  pair  de  transpositions  -,  au  contraire, 
clic  changera  V  en  V,  et  en  —  si  elle  équivaut  à  un 
nombre  impair  de  transpositions  ;  d'où  il  suit  évidemment 
que  la  fonction  \    n  a  que  Us  deux  valeurs  W  et  —  Vj  v. 
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Si  donc  <m  fait 

V  4- V,  =  A, 

A  eL  B  seront  des  foactions  symétriques  (voir  troisièim? 
leçon).  De  ces  équations  on  déduit 

„     A      B      A  B 

V  =  -  -r  4  —«s 

2     a**     2  2f' 

A  B 

mais  -  el^, sont  des  foiiciiou.s  symétriques^  ou  peu& 

(ic)ii(- én  irc  plus  simplement 

V  =  A-hB.'. 

Telle  est  la  forme  générale  des  fouetious  qui  n'oiit  que 
deux  valeurs;  A  et  B  désignent  des  fonctions  symétriques, 
et  1^  représente  la  fonction 

dont  les  deux  valeurs  soiU  égales  et  de  sj^iio  *  uiUt  aires* 
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I  hcorème  de  M.  Korlrand  sur  le  nombre  des  valeurs  que  pcul  pi  t'nd»e  uue 
fonclion  de  n  lelirt's.  —  Forme  générale  des  fonctions  de  n  lelires  qui 
oui  II  faleurs  distinctes. —  Examen  des  cas  particulierb  qui  ediuppcnt 
à  In  démonstration  prêcédisoto. 


Théorème  rie  M.  Bertrand  sur  ie  nombre  de  valeurs  que 
peut  prendre  une  fonction  de  n  lettres. 

Postttlatum.  ^  Si  11  est  un  nombre  entier     7,  il  y  a 

au  moïus  un  nombre  premier/;  compris  cuire    —  2  et  ^* 

La  démonstration  du  lliéorème  de  M.  Bertrand,  ainsi 
c^uc  celle  du  kinuiequi  va  suivre,  repose  sur  ce  postulatum. 
Lemmb.  —  Soit 

ttrtc  Jonction  de  n  lettres  ajkint  tnoùis  de  n  valeurs.  Si  p 
désigne  un  nombre  premier,  cotnprù  entre  n  —  a  el  ~« 

ou  égal  à  - ,  c<  qvLas^cc  les  n  lettres, 

on  forme  deux  groupes  f  l^un  de  p  lettres.  Vautre  de 
deux  lettres ,  l'un  au  moins  de  ces  deux  groupes  jouira 
de  In  profH'iétê  que.  la  fonction  V  ne  sera  f/as  changée 
par  line  substitution  circulaire  ejjectuee  sur  les  letttvs 
qui  le  composent. 

Soient  a  et  6  deux  lettres  quelconijues  parmi  les  n  lettres 
données  A,  etc.;  on  formera,  en  les  transposant,  les 
deux  arrangements  ab  et  ba.  Considérons  aussi  l'un  des  ar- 
rangements de  p  lettres  prises  parmi  les  n —  2  qui  restent, 
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edectuoiis  sur  les  IcUres  de  cet  arraiigemciiL  une  substita« 
lion  circulaire  et  répélons  cette  même  substitution  p^t 
fois.  On  formera,  de  celle  façon ,  p  arrao§;eniients ,  el,  en 
combinant  chacun  de  ces  p  arraqgen^nts  avec  les  deux  des 
lettres  a  et  5,  on  aura  en  tout  a  p  arrangements  des  p-h^ 
lettres,  auxquels  corresjxjiiJi unt  valeurs  de  la  fonc- 
tion V.  Mais ,  par  hypothèse,  V  a  moins  de  n  valeurs  dis- 
tinctes et  2^  est  au  moins  égal  k  n'y  donc,  parmi  les  2p 
valeurs  de  V,  il  y  en  a  au  moins  deux  qui  sont  égales  entre 
elles»  Cela  posé,  il  convient  de  distinguer  trois  cas  : 

I®.  Les  deux  valeurs  ^ales  de  Y  correspondent  k  un 
mt^mc  nrrnugement  des  p  lellix  s  et  ne  diOerent  que  par 
i  ordre  des  deux  lettres  a  et  i>.  Alors  on  passe  de  l'une  ii 
l'autre  des  valeurs  de  V,  par  la  transposition  (a^  h).  Cette 
transposition  ne  change  donc  pas  la  valeur  de  V. 

Les  deux  valeurs  ^ales  de  V  correspondent  à  on 
même  arrangement  des  deux  lettres  a  et  et  à  des  arran<* 
gemenls  différents  des  p  autres  lettres.  A  loi  s  la  lon»  - 
tioi)  V  n^esl  pas  rhatî^ée  en  eQeciuaut  plusieurs  fois  une 
même  substitution  circuiairc^ur  ces  p  lellres  \  donc  elle 
ne  changera  pas  non  plus  en  ne  faisant  qu^une  seule  ibis 
cette  substitution. 

3**.  Enfin,  les  deux  valeurs  de  V  correspondent  k  des  ar- 
rangements qui  ditlèrent  tant  par  Tordre  des  deux  lettres 
a  el  b  que  par  celui  des  p  autres  lellres.  Alors  la  ionction 
V  n*est  pas  changée  en  effectuant  un  certain  nombre  /'  de 
fi>is,  sur  les  lettres,  une  môme  substitution  circulaire, 
pourvu  qu^on  change  en  même  temps  les  lettres  a  et  ^  lune 
dans  Tautre.  On  pourra  donc  faire  une  seconde  fois  cette 
opération  sans  changer  la  valeur  de  V,  mats  alors  a  et  b 
auront  repris  leurs  placrs,  el  l'on  aura  seulement  effectué 
sur  les  p  lettres  de  l'autre  groupe  2/'  fois  une  même  sub- 
stitution circulaire.  D'où  il  suit,  comme  dans  le  second 
ç^s,  qn*une  substitution  circulaire  effectuée  sur  les  p  let* 
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tic-s  no  changera  pas  la  foiuiion.  Kl  coniiin',  apr^s  avoir 
fait  plusieurs  lois  la  subsùtuLiuii  circulaire  sur  les  p  leU 
1res,  on  petit ^  sans  changer  V,  faire  la  transposition 
(a,  cette  transposidon  ne  cbangmpas  non  plus  la 
valeur  de  la  fonction. 

La  proposiiion  est  donc  lU  ninnii  t'c. 

Uemarque.  —  La  (Iciuonsiralioii  qui  prccede  se  fail, 
comme  on  voit,  avec  le  même  succès,  que  p  soit  compris 

entie  n —  a  el     uu  i^u  li  suii  prccisémeul  éj^al  à  ^-  Mais 

si  p  est         on  peut  cleiidre  un  peu  1  énoncé  de  la  pix>- 

position ,  et  dire  : 

Si  une  fonction  rfe  n  leWes  na  pas  plus  tUs  n  valeurs, 

cl  si  p  désigne  lui  nombre  prctnier  compris  entre  n  —  a 

en  formant  tieux  groupes,  Fun  fte  fieux.  Vautre  de 

p  tettreSj  il  y  aura  au  moins  un  de  ces  groupes  qui  jouira 
de  la  propriété  que  la  fonction  ne  sera  pas  changée  par 
une  substitution  circulaire  effectuée  sur  les  lettres  qui  le 
composent. 

Ce  nouvel  éuoucé  ue  scrail  pas  exacl  si,  entre  ti  —  2 
et  ^9  il  n*y  avait  cdectivement  aucun  nombre  premier. 

Tel  est  le  cas  de  //  =  6. 

THéoftèME  DB  M.  Bbrt&aiid.  — Si  une  fonction  de  n 
lettres,  non  symétrique^  a  moins  de  n  valeurs ^  elle  ne 
peut  en  aroir  plus  de  deux. 

Supposons  que  ta  foncliou 

des  //  lettres  a,  h.  c,  etc..  ait  moins  dr  n  vah'nrs.  Celle 
Ibnctiou  n  étant  pas  symétrique,  il  y  aura  au  moins  deux 
lettres  a  et  b  dont  la  transposition  changera  sa  vah*ur. 
Désignons  par  p  un  nombre  premier  compris  entre  n  —  st 
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et     ou  ^al  n  ^)  puis  parmi  les  n  — a  leiires 

prenoiis-eu  p  au  hasard.  D'après  le  lemme  précédent,  la 
fonction  V  ne  sera  pas  changée  par  une  substitution  cir- 
culaire eflcctuée  sur  ces  p  lettres,  puisqu'elle  est  changée 

par  celle  des  deux  lettres  a  et  ^,  cl  que,  jiarini  les  deux 
groupes,  Tun  de  deux,  1  autre  p  lettres,  il  yen  a  un  sur 
lequel  ou  peut  eilectuer  une  substiluliou  circulaire  sans 
changer  la  fonction. 

11  suit  de  là  que  V,  considérée  ctimme  fonction  des  n  —  i 
lettres 

n  est  changée  par  aucune  .^ui^siitutiou  circulaire  de  p  let- 
tres \  par  suite,  elle  ne  1  est  pas  non  plus  par  une  substitu- 
tion circulaire  effectuée  sur  trois  lettres  quelconques;  elle 
n  a doncauplus quedeux  valeurs  (t^oû'la  leçon  précédente) . 

Nous  examinerons  d*abord  le  cas  où  la  fonction  V  est 
symétrique  par  rapport  aux  n  —  9.  lettres  c,  <-/,.  .  .,  A,  /, 
puis  relui  ou  elle  a  deux  valeurs  par  les  permutations  de 
ces  lettres. 

1**,  V  est  symétrique  par  rapport  aux  n  —  2  lettres 

Si  Y  n*a  pas  précisément  n  valeurs ,  cette  foncdon  chan* 
géra  par  la  transposition  de  Tune  des  lettres  a  et  b  avec 
l'une  queK  on(jue  des  «  —  a  autres^  car  aulrenienl  \  serait 
symétrique  par  rapporta  n — i  lettres,  et  aurait  préci- 
sément n  valeurs.  On  ne  peut  donc  avoir 

}!  n'est  pas  possible  non  plus  que  V  conserve  la  même 
valeur  lorsque  les  deux  lettres  a  et  b  sont  changées  en 
deux  autres  c  et  //,  car  on  aurait  alors 
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H  le  second  membre  serait  symétrique  par  rapporl  h  a  et  A, 
tandis  que  le  premier  ne  l'est  pas  pai  hypolhèse.  Enûii 

est  de  même  impossible;  car  le  second  membre  est  symc- 
irîque  par  rapport  h  a  et  r/,  tandis  que  le  premier  ne  Test 
pas. 

D'où  il  suil  que.  hi  \  \\  a  pn^  ])récisômcm  n  valcui.s, 
ectie  Ibnclion  en  aura  aulanl  qu  il  v  a  d' arrangeaient  s  de 
n  lettres  deux  à  deux,  c'est-à-dire  //  [n  — i). 

Comme,  par  1iy[)0thèse ,  la  i'onclion  V  a  moins  de  it  va- 
leurs, il  est  impossible  qu^eilc  soit  symétrique  par  rapport 
aux  /I  —  a  lelires ,  c ,    ,  . . . ,  A  ,  /. 

a**.  V  a  (/eicr  valeurs  par  les  permutaliotts  des  n  —  a 
lelires  t" ,  «^/.  /. 

Je  dis  que,  dans  ce  cab ,  la  Ibuction  V  ne  sera  changée 
par  autnine  substitution  circulaire  elTectuée  sur  p  ieUres 
quelconques  prises  parmi  les  n , 

et,  par  suite ,  que  cette  fonction  n'aura  que  deux  valeurs 
distincte»  par  les  permutations  de  ces  n  lettres. 

fU'iiiaïquons  d'abord  tjuc  \  irayaiil  que  deux  >aleurs, 
par  les  permutations  des  n  —  2  lettres  Cy  d^...^k  change 
par  la  transposition  de  deux  quelconques  de  ces  letircs, 
et  n*est  pas  changée  par  une  substitution  circulaire  opérée 
sur  p  de  ces  n  —  a  lettres.  Supposons  maintenant  qu*on 
prenne  p  lettres  parmi  les  n  lettres  ^  .  6,  etc. ,  et  que  parmi 
ces  p  lettres  se  tiuuvenl  a  et  h  ou  au  moins  Tune  d  elles, 
il  y  aura  au  plus  chuis  regroupe  p  —  i  lelircs  prises  parmi 
es  A,  cl  comme/)  est<^/f —  2,  il  restera  au  moins 
deux  de  ces  dernières  lettres  qui  ne  feront  pas  partie  du 
groupe  de  p  lettres.  Or  la  transposition  de  ces  deux-là 
rhange  la  valeur  de  la  fonrtion  \  donc ,  d'après  Je  lemme 
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précédent,  une  sub^iitutioii  circulaire  cOccluéc  sur  les 
p  Icllres  ne  la  chanj^era  pas. 

La  fonction  V  n'étant  changée  par  aucune  aubsiitution 
circulaire  clfectuée sur lettres,  ne  le  sera  pas  non  plus 
par  une  substitution  circulaire  effectuée  sur  trois  lettres, 
cl,  par  cons(''(|ueni ,  elle  n'anra  que  deux  valeurs,  aiusî 
que  nous  Tavon^»  vu  dans  la  dernièie  Icçou. 

On  voit  donc  que  sî  entre  n  —  3  et-  il  y  a  un  nombre 

premier,  ou  si  -  est  un  nombre  premier,  une  fonction 

de  n  lettres  qui  a  moins  de  n  valeurs  ne  peut  en  avoir 
que  deux  au  plus. 

En  particulier,  comme  -  est  im  nombre  premier,  on 

a  ce  théoi  Ame  démontré  <lepuis  longtemps  par  M.  Cauchy  : 
Une  Jonction  de  six  lettres ,  qui  a  moins  (le  six  va- 
leurs^ att  peut  en  avoir  plus  de  deux. 

Remarque.  —  La  démonstration  de  M.  Bertrand  ne 
s^applique  pas  aux  fonctions  de  quatre,  de  cinq  et  de 
sept  lettres;  mais,  comme  5  et  7  sont  des  nombres  pre- 
miers, le  cas  (les  l'oiiclions  de  cintj  Intrcs  cl  celui  des 
fonctions  de  sept  lettres  sont  compris  dans  le  liiéorèuie 
de  M.  Cauclxy.  Le  seul  cas  des  fonctions  de  quatre  lettres 
fait  exception.  11  y  a  eifeclivement,  comme  nous  Tavons 
vu  dans  les  leçons  précédentes,  des  fonctions  de  quatre 
lettres  qui  n*om  que  trois  valeurs  distinctes. 

l'orme  générale  des   fonctions  de  n  lettres  (fui  ont 

n  valcm's  distinctes. 

Soit 

V  =:  F  (fl ,  6 ,  c ,  //,  . . . ,  X  ,  /  ) 

nne  ronclion  de  //  lettres  « ,  />,  r ,  . .. ,  A  ,  /,  fjui  a  préci- 
sément //  valeurs,  ei  .su()|)Osnji8  <jue  la  transposition  (n,  h) 
chAn^v.  la  valeur  de.  celle  iouclion  j  ou  léra  voir,  comme 
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précédemment ,  ([ue  la  fonction  V  ne  peut  avoir  que  deux 

valeurs  au  plus  par  les  pci  inuiations  des  n  —  7.  lettres  f, 
...  9  A  )  /,  pourvu  qu  il  existe  uu  nombre  premier  com- 
pris eutre  h  —  a  et  "  *,  alors  la  fonction  V  doit  être  sjmé- 

trique  par  rapport  aux  n — a  lettres  c^d^  *>m  ^1  ^9 
s'il  en  était  autrement,  on  a  vu  qu'elle  n*aurait  que  deux 
valeurs.  Je  dis  même  que  la  fonction  V  doit  être  symé- 
trique par  rapport  à  n  —  1  lettres,  car  ;iuircment  elle  au- 
rait Il  [n  — i)  valeurs,  coniine  nous  Tavons  lait  voir  t<)Ul 
il  rheure^  d'où  il  résulte  que,  s'il  existe  un  nombre  pre- 

luier  compris  entre  //  —  2  et  ^ .  ou  a  ce  tliéorème  : 

Tbéokèicb.  —  Une  Jonction  dtt  n  iettres  quia  n  valeurs 
est  syniéfrirfuff  par  rapport  h  n  —  i  lettres. 

Remarqi  F..  —  La  démonstration,  coiniiio  on  le  voit, 
ne  s'applique  pas  au\  loiictioiis  tle  trois,  de  quatre,  de 
ciuq,  de  six  et  de  sept  lettres.  Le  théorème  a  été  dé^ 
montré  par  Abcl ,  pour  les  fonctions  de  cinq  lettres 
[Œuvres complètes ,  tome  F*^,  page  19),  et  il  a  lieu  aussi 
pour  les  fonctions  de  trois,  de  quatre  et  de  sept  lettres; 
le  seul  cas  des  fonctions  de  six  lettres  fait  exception  ;  il  v 
a,  en  eflTet ,  des  fonctions  do  six  lettres  dont  le  nundjio 
des  valeurs  distinctes  est  6,  et  qui  ne  sont  pas  symétrie 
ques  par  rapport  à  cinq  lettres  [voir  la  Tiole  Mil).  iSoua 
allons  examiner  ici  les  cas  des  fonctions  de  trois,  de  quatre^ 
de  cinq  et  de  sept  lettres. 

Examen  des  cas  particuliers  qui  échappent  à  la 
démonstration  précédente, 

Nous  commencerons  par  éiablir  le  lemme  général  sui- 
vant : 

Si  itfir  fouction  tl  un  nonihrn  n  de  Icllres,  sitpéricur 
à  3,  u  n  que  dcua:  valeurs  tiistiiivics  par  U'S  pcinitUa- 
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lions  de  n  —  i  Ici  iras,  elle  a  a  oa  2/1  Vfdeurs  pw  les 
permutations  dts  toutes  les  lettres, 
Soil  V  une  fonction  des  n  lettres 

qui  a  deux  valeurs  disliuctes  par  les  permutations  des 
n  —  t  lettres 

et  supposons 

En  désignant  par  le  produit  des  diiFérances  de  ces  11 — i 
lettres  deux  à  deux,  en  sorte  qu*on  ait 

<^  =  (^-.c)(^» {A  —  /}, 
V  aura  la  ibriue 

V  =  A  -H  Bi», 

A  et  B  étant  des  fonctions  des  n  lettres  a,  ^,  Cy  etc., 
symétriques,  par  rapport  aux  n — 1  dernières. 

Cela  posé,  je  distinguerai  deux  cas,  suivant  que  la 
fonction  A  est  ou  n'est  pas  syinélrique  par  rapport  aux 

n  lettres. 

i^.  Si  A  est  symétrique  par  rapport  aux  n  lettres ,  V  a 
précisément  autant  de  valeurs  que  B  ;  mais  le  carré  de  B 1^ 

est  symétrique  par  rapport  aux  n — i  lettres  c^d^  „.j 
A:,  d»>nc  ce  carré  a  n  valeurs  ,  ou  une  valeur  seulement 
s'il  est  '^v  aiéti  iquc  par  rappoi  i  ;i  toutes  les  lettres.  Par 
tonséqii  nf ,  IW  ou  V  a  2  ou  2//  valeurs. 

2^.  Si  A  n'est  symétrique  que  par  rapport  aux  n  —  t 
lettres        d^,.,^k^    faisons  les  n  transpositions 

et  désignons  par 

A(»    Aj,  •  •  >  9  An 
les  valeurs  qui  eu  résultent  pour  A;  par 

B,,      B;,..     ,  B. 
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les  valeurs  correspondantes  de  B  qui  peuvent  èire  égales 
entre  elles;  enfin  par 

celles  de  y.  Ou  aura  ces  3/2  valeurs  de  V,  tes  seules  que 
cette  fonction  puisse  avoir  : 

A,  ±.  Bî  v, , 

A«  Vn  ; 

et  je  dis  que  ces  an  valeurs  de  V  sont  diilérentes  si  n  est 
]>  3.  En  cflTet,  si  Ton  avait,  par  exemple, 

AiiibB,  M,  =  AjztBjC,, 

il  en  résulterait 

A,  —  A,  r=  ztBjfjqpB,  i'.i 

or  le  premier  membre  n^est  pas  nul ,  et  il  est  symétrique 
par  rapport  aux  it  —  a  lettres  c,  </,...,  Ar,  /;  B|  et  Bt  sont 
également  symétriques  par  rapport  à  ces  lettres ,  tandis 

que  i'i  cl     changent  de  signe  par  la  transposition  de  deux 
quelconques  de  trs  /;  —  2  lettres;  l  égalilé  précédente  est 
doue  impossible  si  tt  —  i  est  au  moins  égal  à  2,  c*est-à- 
dire  si  /t  est  ^  3.  La  fonction  V  a  donc  3i>  valeurs. 
On  peut  déduire  de  cette  proposition  que  : 
iSi'  une  fonction  d'un  nombre  n  de  f et  iras,  supérieur 
à  3^  a  n  valeurs,  il  est  impossible  que  te  nombre  des 
râleurs  (jne  prend  cette  foncfton  par  /es  permutations 
de  n —  I  U'tires  soit  égn/  à  1. 

Cela  posé,  je  dis  que  pour  chacune  des  quatre  valeurs 
de  //, 

on  a  ce  théorème  : 

Une  Jonction  de  n  lettres  quia  n  valeurs  distinctes  est 
iy  métrique  par  rapport  ii  n  —  1  lettres» 
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i".  Cas  des  fondions  th  trois  lettres.  — SoîtV  uii6 
fonction  des  trois  lettres 

qui  a  trois  valeurs*  Si  V  n'est  pas  symétrique  par  rapport 
à  a  et  6,  elle  aura  deux  valeurs  Vt  et  V,  par  les  permuta- 
tions de  ces  lettres  \  nommons  la  troisième  v.aleur  de  V. 
On  a 

V,=  (V.H-V.-f- V,)-(V.-t- VO; 

or,  ainsi  que  nous  Tavons  montré  précédemment  (  troi^ 
sième  leçon),  la  fonction 

V.  -h  V,  -t-  V, 

est  symétrique  par  rapport  aux  lettres  /i,  by  c.  Pareil 
lement^ 

V.H-V, 

est  symétrique  par  rapport  à  a  cl  h\  donc  est  symé- 
tri(jui'  pai'  l  apporl  à  n  cl  b  \  donc  enfin  V  est  symétrique 
par  rapport  à  deux  Iciires. 

a^.  Cas  des  fondions  de  quatre  lettres,  —  Soit  V  une 
fonction  de  quatre  lettres 

a,  by 

qui  a  quatre  valeurs.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  \' 
par  les  permutations  des  trois  lettres  ^,  c,  est  un  divi- 
seur du  produit  i  .a.3  pl  est  d'ailleurs  au  plus  égal  à  4* 
Si  donc  V  n'est  pas  symétrique  par  rapport  À  a,     c ,  elle 

a  deux  ou  trois  valeurs  par  les  pcruiul. liions  de  ers  lettres. 
Le  premier  ras  est  iniposMhle ,  d  après  le  leinmc  (len>oii- 
tré  plus  haut^  il  faut  doue  que  V  ail  trois  valeurs  Vj,  V«, 
V|.  jVommons  V«  la  quatrième  valeur  de  V  ;  on  a 

=  1 V.  4-  V,  -h  V,  -4-  V.)  -  (V.      V.  -h  V,), 

d'où  Ton  peut  conclure,  comme  plus  haut,  que  est 

symétrique  par  rapport  à  n,  donc  V  est  symétri<{Ue 
par  rapport  a  trois  lettres. 
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3®.  Cas  des  fonctions  de  cinq  if  tires.  —  Soil  V  une 
fonciion  de  cinq  lettres 

qui  a  cinq  valeurs.  Le  nombre  des  valeui-squc  prend  V  par 
les  permutatious  des  qualre  lettres  h,  d  est  un  divi- 
seur du  produit  1.2.3.4»  el^  d'après  l'hypothèse,  ce 
nombre  ne  peut  surpasser  5  *,  ce  sera  donc  Tun  des  nom- 
bres I,  2,  3,  4*  Si  donc  la  fonction  V  n'est  pas  symé- 
ti  l(jue  par  rajjpoi  l  à  //,  c,  clic  a  deux,  trois  ou  quatre 
valeurs  par  les  permutations  de  cei>  lettres.  Le  premier 
cas  est  impossible,  d'après  le  lemme  démontré  plus  haut  ^  je 
dis  que  le  second  cas  est  aussi  im^iossiblc.  En  efTet^  sup* 
posous  que  ce  cas  ait  lieu  ;  nommons  V|,  V«,  V,  les  trois 
♦  valeurs  que  prend  V  par  les  permutations  des  lettres  rt,  b, 
r/,  et  soient  V4,  Vc  les  deux  autres  valeurs  de  V  j  ou  a 

V,  -h  V»=  (V,  -h  V,  -H  V,  -j.  V,  H- VO  —  (V,  -h  V.H-  V,), 

^'^"^  V.VaV, 

on  conclut  de  là  que  V*  H-  V,  et  V^\\  sont  des  fonctions 
symétriques  de  a,  r,  d ;  par  suite,  il  en  est  de  mùmede 
(V^  —  Vj)',  et  alors  la  touction  \\  —  \\  a  deux  valeurs 
par  les  permutations  de  a,  h^c^d  Posons 

V44- 2A,    V,- V»=  aB, 

OD  aura 

V,=:A-+-B,    Y»  =  A  — B. 

Il  suit  de  l.t  \  V  a  deux  valeurs  par  les  pennulalioiis 
de  a,  b^c^d\  donc  V  a  deux  valeurs  parles  permutations 

(  •)0n  no  priil  admcUrc  que  V^— \\  soit  syniclrique p.ir  rnpport  à  A. 
c ,  d\  car  alors  V,  et  V.  seraient  synn  iriqucs  par  rapport  a  coéi  quatre 
lettre»,  par  suite,  V  serait  nymclriquc  par  rapport  à  quatre  lettres,  cr 
qni  c^t  contre  I'hypulhè«e. 
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de  quatre  des  cioq  lettres  o,  ce  que  nous  avons 

déoiODiré  impossible* 

Il  faut  donc  que  V  ait  quatre  valeurs  V  ,,  Vg,  \    \  -  par 

les  permuta  lions  des  ijuaue  lettres  by  r,  uommous 
\  s  la  ciuquicDie  valeur  de  V.  L'égalité 

V»     (  V,  -t-  V,  -h  V,  -h  V,  -h  VO  -  (  V,  ^-  V,  -h  V,  -4-  VJ 

montre  que  V5  est  symétrique  par  rapport  k  h ^  d\ 
donc  V  est  symétrique  par  rapporta  quatre  lettres. 

4".  C€ts  des  fondions  de  sept  lettres,  —  Soit  V  une 
fonetiou  des  sept  lettres 

qui  a  sept  valeurs.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  V 
par  les  permutations  des  six  lettres 

<î,     c,  rf,  e,/, 

est  nu  diviseur  du  pioduil  1.2.3.4» ^•6-  comme  ce 
nombre  est  au  plus  égal  à  ^,  ce  sera  nécessairement  l'un 
des  nombres  a,  3,  4 1  ^  ^-  D'ailleurs ,  une  fouctioa 
de  six  lettres  qui  a  moins  de  six  valeurs  n*en  a  au  plus  que 
deux  ;  donc  notre  fonction  Y  ne  peut,  avoir  que  une,  deux 
on  six  valeurs  par  les  permutations  des  six  lettres  a^b, 

e,  /  .  Le  second  cas  est  impossible,  d'après  le  Iciuine 
démontré  plus  hautj  donc,  si  la  lonrtiou  \  n  est  pas 
symétrique  par  rapport  aux  six  lettres ,  elle  a  six  valeurs 
par  les  permutations  de  ces  lettres.  JNommant  alors  V|, 
V,,  Vg,  V^,  Vg,  V,  ces  six  valeur»  et  V,  la  septième  valeur 
de  V,  régalité 

Vî  =  (V, -h  V,-|- V,-h  V»4- V^^- V,-i- V,) 
-  (V,  +  V,     V,  -l-  V4  -h  V,  +  V.) 

montre  que  V7  est  symétrique  par  rapport  à  a,  c,  r/,  c, 
y,  et,  par  suite,  que  V  est  symétrique  par  rapport  à  six 
lettres,  , .  ,       '  r 
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VINGT  ET  UNIÈMË  LEÇON. 

De»  fonctions  al^jcbriquos.  —  Des  lunctions  eiititro'i.  —  De*!  fonctions 
rationnelles.— Classification  des  fonctiorié>  algcbric{ue»  non  rationnelles. 
—  Forme  générale  d«s  fonctions  âlecbriquM. 


Des  Jonctions  algébriques. 

I.es  considi'ralions  développées  dans  la  dix-lmiiitiiK; 
leçon  cl  les  siiivaiiles  duiiiiciit  lieu  de  penser,  sans  toiite- 
ibis  le  démontrer  d  une  manière  rigoureuse,  qu'il  est 
impossible  de  résoudre  algébriquement  les  équations  gé- 
nérales de  de^  supérieur  au  quatrième.  Abel  est  parvenu 
à  démontrer  cette  împossîbilîtc,  par  une  méthode  qni  a 
éié  simpliliée  ensuite  par  Wantzcl  dans  quelques-unes  de 
SCS  parties. 

Résoudre  une  équation  algébriquemcut,  c'est  former 
une  fonction  algébrique  des  coefficients  qui  ^  substituée  à 
rinconnue,  satisfasse  identiquement  à  l'équation;  la  pre- 
mière cbose  k  faire ,  pour  reconnaître  si  une  équation  est 

soluble  ou  non  algébriquement,  est  donc  d'étudier  la 
forme  p;«  lu  r  de  des  fonctions  algébriques.  C*esl  cette  étude 
que  nous  allons  faire  ici ,  et  nous  démontrerons,  dans  la 
prochaine  leçou,  l'impossibilité  de  résoudre?  algébrique* 
ment  les  équations  générales  de  degré  supérieur  au  qua- 
trième. 
Soient 

^1»  «^s»  •  •  •  »  ''l» 

k  quantités  quelconques  indépendantes,  et  une  fonction 
de  ces  quantités;  sera  une  Jonction  algébrique^  si  on 
peut  l'exprimer  cn^ri,  jrt,Xs,  etc.>  a  Taide  des  opérations 
suivantes ,  cfTcctuév^s  un  nombre  fini  de  fois  :  Taddition 

'9 
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OU  la  souslraciioii^  a*^  la  multiplication^  3^  la  division^ 
4^  l'extraction  des  racines  d'indices  premiers.  Nous  ne 
comptons  pas  l'élévation  aux  puissances  entières  ci  Ve%r  * 
traction  des  racines  de  degrés  composés,  car  ces  opéra-^ 

tiuiiâ  sont  év  idcmtncnt  comprises  dans  les  quatre  que  uoQS 
avons  mentionnées. 

IXis  Jî^féoêêons  entières. 

Lorsque  la  fonction  v*  peut  se  former  par  les  deux  pre- 
mières des  quatre  opérations  mentionnées  ci -dessus,  elle 
est  dite  rationnelle  et  entière  ou  simplement  entière. 

Désignons  par 

y  [.Tt  f  Xi ^    •  •  •  ) 

une  fonction  qui  peut  être  i!.\i)rimée  par  une  somme  d*uii 
nombre  limité  de  termes  de  la  forme 

tn  m 
Au:,    j:,   •  •  •  î 

A  désignant  une  constante ,  et  mi,  mt>  etc.,  étant  des  ex- 
posants entiers  et  positifs.  L'opération  désignée  par  J 
fournil  une  fonction  entière,  conformément  à  la  définition 
précédeiilc",  et  I  on  peut  gcnéi aleuienl  roiT^itl»  rer  louti  s 
les  fouctioDS  entières  comme  obtenues  ni  n'pétaut  t  c:îlc 
opération  un  nombre  limité  de  fois,  boient  etc., 
plusieurs  fonctions  de  Xx^  oTi,  etc.,  de  la  même  forme 
(]ue  /,  la  fonction 

sera  évidemment  (K;  la  même  forme.  D'ailleurs  f(v\ ,  t^sj  •  •  •) 
est  Texpression  des  fonctions  obtenues  en  répétant  deux 
fois  Topération  f  (xi,  Xt,...)  ;  d*où  il  suit  qu'on  trouvera 
toujours  un  résultat  de  même  forme,  en  répétant  cette 
même  opération  autant  de  fois  que  Ton  voudra ,  et  que 
toute  fonction  entière  d{;  .t",  ,  ,  etc. ,  peut  être  exprimée 
p|ir  une  somme  de  termes  de  la  forme 
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Des  /onctions  raihftndies. 

Une  fonctioD  des  quanUiés  Xt,  X| ,  Xt ,  etc. ,  est  dite 
rationnelle  lorsqu'elle  peut  être  exprimée  par  les  trois 

premières  des  quatre  opéralions  algébriques  ci-dessus 
désignées. 
Soient 

deux  fonctions  entières ,  le  quotient  de  ces  fonctions 

sera  évidemment  nn  ras  particulier  des  fonctions  ralion- 
nrlles  non  tniièrcs.  vi  Ton  peut  considérer  toute  fonction 
rationnelle  comme-  obtenue  en  répétant  plusieurs  fois 
Topération  précédente  \  mais  en  désignant  par  i^i,  y^y  etc. , 

plusieurs  fonctions  dr  ia  forme  ij^**  j|  ^.^j^ 

dent  que  la  fonction 

/(«'■> 

peut  être  réduite  à  la  même  forme;  d'où  il  suit  que  toute 
fonction  rationnelle  se  réduira  à  la  forme 

/  et  ï'  désignant  dcâ  lonciions  entières. 

Classification  des  Jonctions  algébriques  non 

rationnelles. 

Soit 

y  ( jr, ,  x,f ,  * .) 

une  fonction  rationnelle  quelconque  \  il  est  évident  que 

•9- 
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loule  ioucliou  algébrique  s'oblicodra  eu  combinant  1  ope- 
ration  désignée  par /avec  l'opération  designée  par  '^^  , 

m  étant  un  nombre  premier.  Si  donc  /j,  ,  désignent 
<}v5  fonctions  rationnelles  de  x\,  ,  etc.,  «t>  etc., 
des  nombres  premiers,  cl  qu'on  fasse 

"y/iht  "sfu  ••)! 

p'  sera  la  forme  des  ibnctions  algébriques  dans  lesquelles 

Topéralion  dé5Îgn(  c;  par  V  ne  porte  que  sur  des  fonctions 

rationnelles.  Nons  appellerons,  avec  Ahv\ Jonctions  al" 
^èbiiffud  (lu  premier  orrirc  les  fonctions  de  la  forme  p' , 

Soient  /^', ,  /V, ,  etc. ,  des  fonctions  algébriques  du  pr<î- 
micr  ordre ,    ^  n\ ,  etc. ,  des  nombres  premiers  ;  et  posons 

sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  dans 

m,— 

lesquelles  1  opération  désignée  par  V  ne  porte  que  sur 
des  fonctions  rationnelles  ou  sur  des  fonctions  algébriques 
du  premier  ordre.  Nous  appellerons  fonctions  algébriques 
flu  iieuxième  ordre  les  fonctions  de  la  forme  p''. 

De  môme  si  // ,  p\  ,  etc. ,  désignent  des  fonctions  algé- 
briques dn  deuxième  ordre,  «*,  etc.,  des  nombres 
premiers,  et  qu'on  fasse 

^p, ,  •  •  « ,  V/*', ,  ■ .  •  >  »•••), 

p^"  sera  la  forme  des  fonctions  algébriques,  où  Topéra* 

lion  désign('e  par  V  ''e  i)orle  que  sur  des  fonctions  ra- 
tionnelles et  sur  des  fonrtions  des  deux  premi(M's  or- 
dres. Les  fonctions  de  la  lormc  ^"'seront  les  fonctions 
algébriques  du  troisième  ordre. 

En  continuant  ainsi ,  ou  formera  des  fonctions  algé- 
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briques  du  quatrième,  cinquième,  etc. ,        or*îre,  et  il 

est  cvident  que  IVxpressioii  gt'nrralc  des  loin  lions  du  u""" 
ordre  sera  1  V  xpressiou  générale  des  lonctions  algébriques. 

11  suit  de  là  qu'en  désignant  par  une  Ibnclion  algé- 
brique du  fi'^'^  ordre ,  m  aura  la  forme 

où  f  désigne  toujours  une  fonction  rationnelle,  PuPt%  etc. , 
des  fonctions  de  Tordre  fi — i,  i}| ,  /?« ,  etc. ,  des  nombres 

premiers ,  et  r\  ,  /  ^ ,  etc. ,  des  fonclious  de  l'ordre  /x — i  ou 
d^ordres  moins  élevés. 

Ou  peut  évidemmeuL  supposer  qu'aucun  des  radicaux 

"  I  / —  "ti'~~' 

y  Pi  y  \pt9  etc.,  ne  soit  exprimable  lationuciicmenl  en 

fonclion  des  autres  radicaux  et  des  quantités  T]  ,    ,  etc. 

"i/ — 

${,  en  cllet,  y  était  dans  ce  cas,  en  portant  sa  valeur 
dana  l'expression  de    on  aurait  une  valeur  de  w 

de  la  même  iormc  que  la  précédente,  mais  plus  simple, 

puisqu'elle  contiendrait  le  radical  y^/^i  de  moins.  Si  de 
m^me  Tun  des  radicaux  qui  restent  pouvait  s'exprimer 
en  fonction  rationnelle  des  autres  radicaux  et  des  quan- 
tités Ti ,  ,  etc.  y  on  pourrait  chasser  ce  radical  de  l'ex* 
pression  de  qui  conserverait  d'ailleurs  la  même  forme  \ 
et  si  Ton  pouvait  continuer  ainsi  jusc^u'à  ce  qu'où  eût 

éliminé  tous  les  radicaux  y/'i,  \  Pt,  «le. ,  la  fonction  u 

serait  réduite  à  l'ordre  u.  —  i. 

Si  donc  la  fonction  y  est  eireciivement  du  (â""'"  ordre, 

on  peut  supposer  que  les  radicaux  ypt ,  y/^,  j  etc.^  aient 
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été  icduils  au  plus  pelit  nombre  possible,  et  qu'il  soîl 
impossible  d'exprimer  l'un  de  ces  radicaux  en  fonction 
rationnelle  des  autres  et  de  fonctions  algébriques  d'ordre 
inférieur.  Et  si  m  désigne  alors  le  nombre  de  ces  radicaux 
qui  affectent  des  fonctions  als^ébriques  d'ordre  fi — i,  nous 
dirons  que  la  fonction  i^tl'oi dif'  u.  est  (iii  dci^ré  m. 

D'après  cette  dciiniiîou,  une  louclion  d  ordre  ^j.  et  de 
degré  zéro  n'est  autre  qu'une  fonction  d'ordre  a —  i,  et 
une  fonction  d'ordre  zéro  est  une  foncdon  rationnelle. 

n  résulte  de  là  que  si  v  désigne  une  fonction  algébrique 
d'ordre  fx  et  de  degré  m ,  on  aura  généralement 

f  désignant  une  fonction  rationnelle  ^  p  une  fonction  al- 
gébrique d'ordre  p.  —  i,  n  «n  nombre  premier,  cl  Ti, 
Tt ,  etc.  I  des  fonctions  d'ordre  |ut ,  mais  de  degré  m — i.  Eu 
outre,  d*après  ce  qui  précède,  on  peut  toujours  supposer 

qu'il  sou  impossible  d' exprimer  \  j}  en  i'onciiou  ration- 
nelle de  /'i ,  r»,  etc. 

Forme  générale  des  fondions  aigébrigues. 

Dans  l'expression  précédente  de  ^, /désigne  une  fonc- 
tion rationnelle  des  quantités  /'i ,  rt,  etc.,  et  V/'t niais 
toute  fonction  rationnelle  de  plusieurs  quantités  peut  être 
représentée  par  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  ; 
nous  pouvons  donc  poser 

^  et  <{f  désignant  des  fonctions  entières ,  ci  si  Ton  ordonne  9 

et  ^  par  rapport  aux  puissances  de  \p  ou  p'\  pn  aura 
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pour  M  une  valeur     la  forme 

I  s  y 

où         )     «  'y  et      <i }  *•. ,  ty'^  sont  des  ioncliouft  en- 
tières de Tt,  Tt,  etc. 
Soit  a  une  racine  imaginaire  de  r^ualiou 

«■  =  1;' 

dcsignoDs  par 

les  n —  I  valeur»  qa*on  obtient  en  remplaçant  dans  /9" 
successivement  par 

III  « 

cip~%     oi'p\  ••»  «^•/^«i 

et  tnulti plions  par  Ti  Tt ...  Tn^i  les  deux  termes  de  la 
valeur  de     on  aura 

ST.Ï,  ..T^. 
'  TT,T,...T,„,' 

Le  produit  T|Tt ...  T,i.i  pcul  cYideiuincal  s  exprimer  en 
fonction  entière  de  p  et  des  quantités  Ti,  cic.  ;  il  est 
donc  une  fonction  algébrique  d'ordre  fi  et  de  degré  m— t 
au  plus,  que  nous  désignerons  par  u.  Pareillement ,  le 
produit  ST1T5.  .  .T„_,  est  une  fonction  entière  de  rj, 

l't,  etc.,  et  i/p'^  uuuâ  rcpredeuierous  sa  valeur  par 
et  Ton  aura 
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OU  ftimpiement 

I  t  £ 

en  mettant     Çu  ^<^m  au  lieu  de     —  >  etc.;  ^0,  ^1,  etc., 

désigiical  ici  des  fouctions  ralioDucUcs de  r,,  /  j,  etc.,  et  p. 
On  peut  chasser  de  Texpression  précédeote  de  t*  les 

puissances  de  supérieures  à  la  {n  —  i)'*'"'.  Si,  en  effet, 
j  désigne  un  nombre  qui,  divisé  par  n,  douue  le  quo- 
tient g  et  le  reste  à  ,  on  a 

i  1 

et,  en  se  serrant  de  cette  formule  »  on  pourra  mettre  v 
sous  la  forme 

(1)  VSsqo-i- qip'*-hq7p" -h.  "-hqn-tP  "  , 

Çoy  7i  )  ^«>*  •  M  ^fl-t  éiaul  toujours  des  fonctions  raiion* 
Belles  de  /?,  r,,  rt,  etc.,  et,  par  conséquent,  des  fonction» 
algébriques  d*ordre  f&  et  de  degré  m  —  i  au  plus,  telles, 
en  outre,  qu*il  soit  impossible  d'exprimer  rationnelle- 

ment      en  fonction  des  quantités  dont  elles  dépendent. 
Dans  l'expression  (i)  de  f^,  on  peut  supposer 

Pour  le  démontrer,  supposons  d'abord  que  gt  ne  soit  pas 
nul,  et  posons 


d'où 


uzsSl  et  fi'-  =  ^; 
^91  '9^ 


l'expression  de  devient 


= + /.r + 2.; + . . .  H- î^/, . , 

7 1  "i 
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OU  plus  simplement 


en  écriv  ant  p  au  lieu  de     ;  0t>  ^a»  etc*,  au  lieu  de  ^9 

Dans  cette  nouvelle  expression  (2)  de  m  qui  se  deduil 
de  (i)  en  faisant  ^,  rr:  i,  les  quantités  ^0,  etc.,  dési- 
gnent toujours  des  fonctions  algébriques  d'ordre  fi  et  de 
dcçré  Ht  —  !• 

Supposons  maintenant  que  dans  Fcxpressîon  (1)  det' 
on  ait  ^1  =  oj  désignons  par  qi  Tune  des  quantités  ^1 , 
Çt)  etc.,  qui  n'est  pas  nulle ,  et  posons 

et  éec 

Il  étant  premier  et /r  moindre  que  »,  on  peut  toujours 
irouTcr  deux  entiers  «  et  ê  tels ,  que 

i|a  —  n€  =  X, 

^  étanl  au.  nombre  entier  quelconque  doimc  j  alors  ou 
aura 


d*où 


On  a,  en  particulier  et  par  hypotlièsc,  . 
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à  raidc  des  deux  formules  précédenics,  ou  substituera 

aux  puissances  de  /i"  dans  la  valeur  (i)  de  i^,  celles  de  p" , 

et,  aprèâ  celle  substitution,  il  est  évideui  i^ue  la  forme 

de  u  n'aura  pas  changé,  mais  que  le  coefficient  de  pi  sera 

l'uiiiié;  l  ar,  dans  Fexpreftsion  primitive  de  i^,  p"  a  pour 
coefficient  Çi. 

CoKCLesiow.  —  //  résulte  de  ce  qui  précède  que  toute 
fonction  algébrique  d'ordre  p.  et  de  degré  m  peut  être 
mise  sous  la  forme 

où  n  est  un  ftombre  premier,  q^^qt^  etc.,  des  fonctions 
algébriques  d'ordre  ,  mais  de  degré  m^i^  et  p  une 
fonction  d'ordre  p  —  1 ,  dont  la  racine  n*'"'  ne  peut  être 

exprimée  rationnellement  par  les  quantités  Ço»     >  etc. 
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Propriélëi  dm  fondioat  algébriquet  qui  satisfont  à  une  équation  doDoée. 
—  DénuKifttralion  <1«  VimpoMibililé  de  résoudre  alcèbrtquement  le» 
AqiuitloBs  générales  de  degré  rapéiieiir  au  quatrième. 


Fêopiictés  des  Jonctions  algébriques  qui  satisfont  à  une 

équation  donnée. 

Si  1  ou  considère  uu  polynôme  entier  et  rationnel 

dont  les  coefficicnis  ,  ûj,.  .  .  soieiil  des  nombres  coni- 
laensurabies  donnés,  tout  diviseur  de  ce  polynôme  dont 
les  ooefGcieDts  sont  commensurables  est  dit  un  diuiseur 
cmnmensurahie. 

Plus  généralement,  si  les coeflicients  /i, ,  . . .  dn  po- 
lynôme sont  des  Ibnrtîons  rationiu  Ut  s  de  cjuaniités  tjuel- 
conques  ,  qu'on  regaide  et>nimc  connues,  tout  diviseur  de 
ce  polynôme  qui  a  pour  coeiiicients  des  fonctions  ration* 
nelles  des  quantités  connues ,  est  appelé  un  diviseur  corn- 
mensttràbie. 

On  nomme ,  dans  tous  les  cas ,  équation  irréductible 
toute  équatiou  dont  le  premier  membre  u  admet  aucun 
diviseur  commensurable. 

Dans  le  cas  de  Técpiation  générale  de  degré  quelconque, 
dont  les  coefficients  sont  indéterminés,  les  quantités 
connues  ne  sont  autres  que  les  coefficients  eux-mêmes  ; 
Féquaiion  est  nécessairement  irréductible. 

Cela  posé ,  soit  une  équation  de  degré  m 

(i).     .r"*-<-fl,Jî'"""'4*«ïJC**~'-t-..  .-ha«i-iX*4-«w=iO»  ' 
dont  les  coenicieiils  hgnl  considérés  comme  des  fonctions 
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ralioiinelles  dv  (juantilés  connues ,  et  supposons  (|u  clic 
soil  résoluble  algëbriqueuienl. 

D'après  la  classification  des  fondions  algébriques  éu- 
blic  dans  la  leçon  précédente,  si  la  racine  x  est  une  fonc- 
tion algébrique  d^ordre  (xdes  quantités  connues,  ou  pourra 
poser 

I  t  n— I 

A  est  un  nombre  premier;  p  désigne  une  fonction  d*ordrc 
fi  —  i;  //o,  ^i,  etc.,  peuvent  être  de  Tordre  u,  mais  sont 
d*ttn  degré  nioliiiire  (^ue  celui  de  x.  Enfin,  on  peuL  sup- 

poser  qu'il  soit  impossible  d'exprimer  eu  fonction  ra- 
tionnelle de  Pj  ^oj  Çit  etc. 

En  substituant  celte  expression  {1)  de  x  dans  l'équa- 
tion (i),  on  aura  un  résultat  qui  pourra  évidemment  se 
réduire  à  la  forme 

^  i  «—I 

(3)  r.4-r,/»«-f-r,/>"-h..  .-f.rj,_»/>  ■  =0, 

où  r'Qf  Tj,  Tj, . . . ,  r„^j  dé&igueut  des  fottclions  rationnelles 
des  quantités  «/o  )  <7t  )  •  •  •  »  ^M.i-  Or  je  dis  que  Téqua- 
tion  (3)  exige  que  1  on  ait  en  même  temps 

/•»  =  o ,    r,  =  o.    Ta  =  o, . .  . ,    r,^,  =  o; 

En  eilet,  dans  le  cas  contraire,  les  deux  équations 

r, -h  r»»  -H  r,z' -h . .  .-h  r,_,  s*^'  =  o 

auraient  une  ou  plusieiu*s  racines  communes.  Soit  A  le 
nombre  de  ces  racines ,  on  pourrait  former  une  équation 
de  degré  k  ayant  pour  racines  ces  h  racines  communes ,  et 
pour  coefficients  des  fonctions  rationnelles  de  r/o. 
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c«tle  ^uaiion ,  et  désignons  par 

un  diviseur  irréductible  de  son  premier  membre,  dont  \c$ 

coeflniLMUs  /y,       .     f,  snÏLiii  des  fonctions  rationnelli'à 

de  /?,  ^0 1  V<  9  *  *  '  >  ^n-i*  L'équation 

{ 4  )  f  0  -h  f  I  «  +   »'  -I- . . .  -4-  f  i  »'  t=  o 

a  toutes  ses  racines  communes  avec 

(5)  «"  —  /^^oi 

d'ailleurs  son  degré  1  est  au  moins  (*gal  à  2 ,  car,  auirc- 

ment,  on  pourrait  exprimer  z  ou  /f"  en  fonction  ration- 
nelle de  ,  • . .  1 Si  donc  s  désigne  une  racine 
quelconque  de  Tcquation  (4),  cette  é(|uatinn  aura  au 

moins  une  autre  racine  de  la  forme  a  s,  a  élaai  une  ra- 
cine de  réquatiou 

a"  =  1} 

Féquation  (4)  aiua  donc  une  racine  commune  avec 

(6)  f,  -4"    «  s  +  ^    1'  -h , , .  -h  /,  a'  »•  =r  o , 
et,  par  conséquent,  avec  Téquatiou 

( 7 )  (i  —  a' )  /,  -t-  (a  —  a») f, »       .  . -h  («'-'  —  a')      2'-»  =  o, 

que  Ton  obtient  en  retranchant  de  l'équation  (6)  l'équa- 
tion (4)  imihiplit'O  pnr  a'.  Mais  réf|iin!ion  (4)  est  SU[)- 
poséc  irn'fliH  lihlc ;  il  f  st  donc  irii^JOôsiblc  qu'elle  ail  nne 
racine  comniune  avec  Téquaiion  (7),  qui  est  d'uu  degré 
inférieur  an  sien.  D^où  il  suit  qu'on  a  nécessairement 

r,  =  o ,    r,  =  o , . .  . ,    r,^.  —  o. 
'  Les  équations  précédentes  ayant  lieu,  Texpression  ('2) 
de  Jr  satisfera  encore  à  la  proposée  (1)»  en  remplaçant 
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pat*  cbacuue  des  n  valeurs 

i        L        L  ' 

où  I ,  a,  o, .  .  . ,  w  dt'sigueui  les  racines  n'^"'"  de  runilé. 
Oa  aura  ainsi  n  racines  de  Téqualion  (i),  que  nous  re* 
présenierons  par 

et  dont  les  valeurs  seront 

f  -  -  « 

I  1         i  ïiî 

(8)   /  .  , 


fi'  în* 

on  voit  que  ces  racines  sont  difFéreules»  car,  si  deux 
d*entre  elles  étaient  égales,  on  aurait  une  équation  de 
cette  forme , 

(«  —  ô)  7.  H"  (a  —  (a'  -  Z')q^p^^  .  .  .=  G, 

qui  conduirait  aux  équations  contradictoires 
((R  —  6)7,  =  o,    (a— 6)  =  o,.... 

Au  surplus,  cette  remarque  n'est  pas  indispensable  pour 
ce  qui  va  suivre. 

En  ajoutant  les  équations  (8),  en  les  ajoutant  ensuite 
après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 

puis  par 
puis,  etc., 
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un  oliàeui  les  suivantes  : 

ff^  —    (jti  H-  4?t  H-  -h  


=  ^  (x,  -h  a"-'  JT,  -h  -h  ) , 

a 


Il  r^uUe  de  là  qae  les  quantiiés 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  racines  de  Téqua- 
lion  (1).  On  a,  en  effet,  généralement 

Désignons  maintenant  par  j  l'une  quelconque  des  quan- 

lilt's   " ,  </o ,  <75 ,  •  •  •  >        et  soit 

•    I       »  ^—1 

{9)  =  ^,  +     -h     *'''-+-...  H-  *r-i  > 

'•9  ^19  etc. ^  étant  des  fonctions  qui  peuvent  être  du  même 
ordre  que     mais  qui  sont  de  degré  inférieur.  On  a,  par 

ce  qui  précède , 

J'  — —  y  (    i  »  -^î  »  •  •  •  »  '^m  )  1 

f  désignant  une  fonction  rationnelle, 

les  m  racines  de  réqoalîon  (1),  lesquelles  peuvent  ne  pas 

entrer  loalcs  dans  la  l'ont  lion  y.  Soit  m'  le  noinbre  Je  va- 
leurs que  prend  la  fonction     quand  on  y  permute  les 
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racines  Xi,  jTs)  etc.;  on  pourra  former  une  équation  du 

dcç^ré  /«'dont  les  coefficients  seront  exprimés  rationnelle* 
ment  par  ceux  de  l'équation  (i) ,  et  dont  les  racines 

seront  les  m*  valeurs  de  la  fonction  9.  Et  comme  la  va- 
leur (9)  de  jr  doit  satisfaire  à  cette  équation,  on  en  con- 
clura, comme  précédemment,  que  les  quantités 

sont  des  fondions  rationnelles  de  , . . . ,  y^'i  et,  par 
conséquent,  aussi  de  J^i,  Xt,«  •  •  ?  x„,. 

Comme  on  peut  continuer  indéfiniment  ce  raisonne- 
ment, on  conclut  de  ce  qui  précède,  que 

Si  une  équation  est  résoluble  algébriquement^  on  peut 
donner  à  la  racine  une  foime  telle  y  que  toutes  les  fono 
tiofis  al^^chrupics  doiil  clic  est  composée  soient  des  J'ottC' 
lions  rationnelles  des  racines  de  Icqualion  proposée. 

Démonstration  de  l'impossibilité  de  résoudre  nlgébri- 
quement  les  équations  générales  de  degré  supérieur  an 

quatrième. 

Les  propriétés  des  racines  d'une  «quaiion  résoluble 
algébriquement,  que  nous  venons  de  démontrer^  ont  lieu 
dans  tous  les  cas,  soit  qu'il  s'agisse  d'une  équation  dont 
les  coefficients  ont  des  valeurs  déterminées,  soit  que  Ton 
considère  ces  coefficients  comme  indéicrminés,  et,  par 
suite,  1rs  racines  de  1  cqiiation  toninu  cLaiil  des  quantités 
quelconques,  n'ayant  entre  elles  aucune  dépendance. 

Nous  plaçant  maintrnant  a  ce  dernier  point  de  vue, 
nous  allons  démontrer  qu'il  est  impossible  de  résoudic 
algébriquement  les  équations  générales  de  degré  supérieur 
au  quatrième* 
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C«  ihéol-cine  a  élé  démontré,  pour  la  première  fois, 
par  Abcl  ^  mais  je  i)résenlcrai  ici  la  dëmonstrauon  très- 
remarquable  de  WantaeL  On  verra ,  dans  cette  reproduc- 
tion exacte  y  an  bomoiage  mérité  à  la  mémoire  d*un  géo- 
mètre qae  Ja  mort  a  frappé  dant  tonte  la  force  de  son 
talent.  Je  supprimerai  pourtant  quelques  détails,  inutilea 
ici ,  après  les  développements  que  j'ai  donnés  sur  le  nom- 
bre de  valeurs  qu'uue  fonction  peut  acquérir  (*). 

âoit 

/{x)  =  o 

une  équation  de  degré  m  dont  les  cœfiicieuts  sont  indé- 
terminés y  et  dé^gnons  par 

ses  m  racines,  que  nous  suppoaons  exprimables  algébri* 
quement  en  fonction  des  coefficients. 

a  Si  Téquaiion ^(ar)  =  o  est  satisfaite  par  la  valeur  jtj 
yi  de  quels  que  soient  ses  coefficients,  on  doit  repro- 
»  duirc  identiquement  Xi,  en  subsituant  dans  sou  ex- 
»  pression  la  fonction  rationnelle  correspondante  à  cha- 
»  qne  radidal ,  puisque  les  racines  de  Téquation  sont  alors 
»  entièrement  arbitraires*  De  même,  toute  relation  entre 
»  les  racines  devra  être  identique,  et  ne  cessera  pas 
»  d'exister,  si  l'on  y  remplace  ces  racines  les  unes  par  les 
»  autres,  d'une  manière  quelconque. 

Il  Désignons  par  le  premier  radical  qui  entre  dans  la 
n  valeur  de  Xj^  en  suivant  Tordre  du  calcul,  et  soit 

jr'  =  Pi 

w  p  dépendra  immédiatement  des  coefficients  de / (x)=o, 
»  et  s'exprimera  par  une  fonction  s^  méuique  des  racines 


(*)  Les  guillemeto  indiquent  tovl  ce  qui  eet  emprunté  Uttérulenent  eu 
Mémoire  de  Wanttd. 

ao 
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n  F  {Xi,      Xtj  ,  .      jr  sera  une  fonction  ratîouneile 

»  çp  { X, ,  j*5 ,  jT,  ,  .  .  .)  des  mêmes  racines. 

))  Coinnu  la  foïiclioii  ^  nVst  pas  symétrique,  saii^  (|UOi 
-n  la  racine  n'""^  de s'extrairait  exactement,  elle  doit 
»  changer  lorsqu^on  permute  deux  racines,  Xi,  par 
n  exemple  )  mais  la  relation 

»  sera  toujours  satisfaite.  D*aî)1eurs,  la  fonction  Fêlant 

«  invariable  par  celle  pcrniutaiion,  les  valeurs  de  sont 
»  des  racines  de  l'équation     =     et  Ton  a 

f  (Xi,  X,,       .  . .)  =  aip  (or,,  jr,,  x,,.  . 

»  ce  étant  une  racine  it'^'"'  de  l'unité. 

»  Si  ron  remplace  de  part  el  d'auUe  Xi  par  et  i*éci- 
))  proquemeiii ,  il  vient 

n  d^où ,  en  mul  t  i  pl  i  a n  t  par  ordre , 

»  Ce  résultai  prou\c  que  ic  nombre      supppsé  pre- 
19  mier,e«t  nécessairement  ^al  à  a;  donc  le  premier 
n  radical  qui  se  présente  dans  la  valeur  de  V inconnue 
»  doit  être  du  second  degré.  C'est  ce  qui  arriTe^  en  effet 
M  pour  les  ëf|ualion&  qu'on  sait  résoudre,  w 

La  fonction  9  n  ayant  que  deux  valeurs ,  change  par  une 
transposition  quelconque ^  et  ne  sera  pas  changée  (ifoir 
dix-neuvième  leçon)  par  une  permutation  circiilaire  de 
trois  on  de  cinq  lettres,  car  ces  permutations  équivalent 
à  un  iionihrc  pair  de  transpositions. 

CoutiTinons  la  série  des  opérations  indiquées  pour  lor- 
mer  la  valeur     de  x. 

«  On  combinera  le  pit^mier  radical  avec  les  coelhcienla 
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»  de  f  (.r)=o,  ou  la  fonction  q  avec  des  fouctious  >ymé- 
»  triques  des  racines,  à  Taide  des  premières  opérations 
»  de  Falgèbre,  et  Ton  obtiendra  ainsi  une  fonction  des 
»  racines  snsceplible  de  deux  valeurs^  «et,  par  conséquent, 
1»  invariable  par  les  permutations  circulaires  de  trois 
«  lettres.  Les  radicaux  subs^uents  pourront  donner  eu- 
»  core  des  fonctions  du  ni^me  genre,  s'ils  sont  du  second 
»  degré.  Sup^>(^^(l^l^  qu'on  soit  arrive  à  un  radical  pour 
»  lequel  la  fonction  rationnelle  équivalente  ne  soit  pas 
'  n  invariable  par  ces  permutations.  Désignons-le  toujours 
«  par 

=  's»  ♦  •  •)> 

»  dans  l'équation 
»  nous  ferons  encore 

9  cette  fonction  ne  sera  plus  symétrique,  mais  seulement 

»  invariable  par  les  permutations  circulaires  de  trois 
»  lettres.  Si  i  on  remplace 

«  par 

»  dans  ^,  la  relation 

ç-==  F 

»  subsistera  toujours^  et,  puisque  F  ne  cbange  pas  par 
9  cette  substitution,  il  viendra 

»  a  désignant  une  racine  n'^'**  de  l'unité.  » 

En  faisant  dans  cette  équation  la  substitution  circulaire 

39. 
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et  rëpélanl  une  seconde  fois  cette  substitation ,  cm  aura 

f  (*J»  «4>  .  •  .)  —  **l  *4l  •  •  0» 

f  («I  f  X»»  Xs,  X4 y  .  .  .)  =  ttf         X| y       X4 , .  •  . ]^ 

et,  en  multipliant  les  trois  équations  précédentes ,  «on 
»  conclura 

>i  Ainsi 9  n  sera  égal  k  3. 

11  Si  le  nombre  des  <{uantités  Xi^  x^y  jCs,  x» ,  ete,,  est 
»  supérieur  k  quatre,  ou  si  l'équation  f(x)  =  oesi  d^UB 
»  degré  plus  élevé  que  le  quatrième,  on  pourra  effectuer 
»>  dans  une  substitution  circulaire  de  cinq  lettres,  en 
»  remplaçant 

Xii  Xj>  X» 

»  par 

*o  *»»  *if 

»  la  fonction  F  ne  chauffa  pas,  et  Ton  aura 

f  (X|,  Xa,  X^y  X%f  X|,  .  .  .)  =       (<37t,  Xj,  Xj,  X4,  X^,  •  *  *)î 

n  puis ,  en  répÀant  de  part  et  d*auire  la  même  substi- 

I»  tuiion , 

?  (Xj,  X4,  X||  X|,  X|,  •  .  .)  ~       (Xj,  Xj ,  X4,  Xj ,  T,  , .  .  . } , 


n  Par  la  multiplication ,  on  obtient 

a  r=  I, 

n  ce  qui  entrai  ne 

»  puisque  a  est  une  racine  cubique  de  1  uuiié.  Ainsi  la 
»  fonction  (f  est  invariable  par  les  permutations  ciix:u^ 
»  laires  de  cinq  lettres,  »  Doue,  d'après  un  théorème 
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démontré  dans  la  dix-ueuviùme  leçon,  la  fouciiou  tp  est 
aussi  inyariable  par  les  permutations  circulaires  de  trois 
lettres. 

«  Ainsi  j  tous  les  radicaux  renfermés  dans  la  racine 
»  H* une  équation  générale  de  degré  supérieur  au  qua- 
nt triètne  devraient  titre,  égaux  à  (les  fondions  ration^ 
»  nellcx  des  racines  invaruihles  par  les  permutations 
»  circulaires  de  trois  racines,  Kn  substituant  ces  toiiciions 
»  dans  rexpression  de  Xi,  on  arrive  &  une  égalité  de  la 
D  forme 

X|  =  jp,,  4?|,  X»,. . .), 

»  qui  doit  être  identique  ^  ce  qui  est  impossible,  puisque 
»  le  second  membre  reste  invariable  quand  on  remplace 
«  Xi^  x^j  Xt  par  Xt^Xt^  tandis  que  le  premier  change 
9  évidemment. 

»  Donc,  il  est  impossible  de  résoudre  par  radicaux 
M  une  équaiiou  générale  du  cinquième  degré  ou  de  degré 
»  supérieur. 

«  La  démonstration  précédente  fait  voir  en  même  temps 
»  que,  pour  les  équations  di^  troisième  et  du  quatrième 
»  degré,  le  premier  radical,  dans  l'ordre  des  opérations, 
»  doit  être  un  radical  carré,  et  le  second  un  radical 

n  culiKjne.  Ces  circonstances  se  présentent,  eu  «•(î'et,  dans 
n  les  lormules  données  par  Lagrange  et  les  autres  géo- 
»  mètres,  n 
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Des  nombre»  congrus  oa  équivAlento. — Théorème  de  Fermât. — ^Tbéorèmo 

<lo  Wilsnr».  —  D  -s  r-tnjyruencos  ;^/-in^r;»l  —  latiuti;  du  noni!)rp  tli»* 
racine"»  d  wru;  coiijjruonce  suivant  im  iiituliile  premier.  —  I>ôtermjiialion 
du  nombre  de  mciaoA  d'uue  cun^ruciicii.  —  NoUTcUe  dcmoasti  atiuu  di^ 

Ihéorèms  die  WiUon. 


Des  nombres  congrus  ou  équivalents. 

Si  la  dilfêretice  de  deux  nombres  entiers  a  et  5,  posi» 

lifs  ou  négatifs,  esi  divisible  par  un  troisième  nombre 
positif  a  et  h  sont  dits  congrus  ou  (  (jiih'nlents  par 
rapport  à  p'^\&  diviseur  p  est  appelé  le  module ^  a  et  6 
sont  résidus  l'un  de  l'autre  suivant  le  module  p. 

Pour  exprimer  que  aeib  sont  congrus  suivant  le  mo- 
dule p^  il  suffit  d'écrire 

a  s  6  -h  nn  multiple  de  p  ; 

mais  nous  adopterons  la  nolaliou  plus  commode  de 
M*  Gauss,  et  nous  écrirons 

(luod. /%). 

Si  r  dé&igue  le  reste  de  la  division  de  a  par  py  on  a 

assr  (mod. 

et  le  reste  r  est,  si  Ton  veut,  couvris  entre  o  et ou 
entre     -  et  -H     d^où  il  suit  que  tout  nombre  a  un  ré- 

sidii  iiifôrifnir  (  ii  valcnir  absolue  à  la  iiioilie  du  module. 
Qtt  le  nomme  résidu  minimum^  mais,  si  Ton  ne  veut  con- 


Digitized  by  Google 


VlHâT'TROISlBMB  LBÇON.  3ll 

stdéi'cr  que  les  résidus  positifs ,  les  limites  beiuiti  o  cl 

et  te  résidu  minimum  pourra  surpasser  ^* 

Le  principal  avantage  de  la  noulion  de  M.  Gauss,  pour 
représenter  les  congruenoes,  consiste  en  ce  qu'elle  rappelle 
la  grande  analogie  qui  existe  entre  les  congruenccs  et  les 

é^^aliU's,  sans  qu  il  y  'lit  poui  taiU  de  confiision  à  craindre. 
iNous  allons  fain*  voir  (|uc  la  pltiparl  des  Iraiisibi  riial linis 
que  Ton  peut  iaire  subir  aux  égalités  pcuveut  être  appli- 
quées aux  congruences. 

Addition  et  soustraction,  —  Si  Ton  a 

a'&b'  (moU. 

OU  aura  au6si 

a  do,  a' s  b  do,  b'    (inod. /i). 
Les  ciongruenees  proposées  expriment,  en  effet ,  que 

0=6  H-  uo  multiple  de 
a'     ^'  -H  un  multiple  de p\ 

don<! 

a^a'  ^  b         H-  un  multiple  de 

ou 

a±a'sàb±,b'  (niod./i). 

Ce  qu'il  (allait  démontrer. 

Muiiiiilicuiion.  — -  Ou  peut  muUiplier  une  cougrueuce 
par  un  nombre  quelconque.  Car  soit 

m^b   (mod. />), 

cest-à-dire 

a  s  6  -h  un  multiple  de  /», 
on  aura  aussi ,  quel  que  soit  Tenlicr  m , 
ma  =  mb  +  un  multiple  de 

ou 

ma^mb  (mod. 
On  peut  aussi  multiplier  entre  elles  plusieurs  coa- 
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gt  iiences  de  même  module.  Soient,  en  e0el,  deux  con- 
gruences 

a  ssab  (inod. 
a'tab'  (mod. 

ou 

a  :s  h  -hVM  multiple  de  /»» 
^  A  6'  -I-  un  multiple  de  p. 

On  aura,  eu  muiùpiiani, 

aaf  s=  bb'  +  un  multiple  de  p, 

ou 

aa'ssibb'  (mod. 

Ce  qo*il  fallait  démontrer. 

On  voit  généralement  que,  $i  Ton  a 

a'^b\ 
aï")  s=  Af»», 

on  aura  aussi 

Élévation  aux  puissances.  —  On  peut  élever  à  une 
même  puissance  les  deux  membres  d*une  congnienoe. 
Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  nous  venons  de 
dii-e  au  sujet  de  la  muhiplicaiiou.  Si  donc  on  a 

a^b    (mod. />), 

on  aura  aussi 

a"  s  à"    (mod. /»). 
CoaoLLAiHB,  —  Soit 

une  fonction  entière  et  rationnelle  de  x ,  dont  les  coeffi- 
cients Â,  B,  etc.,  soient  des  nombres  entiers*,  si  Ton  a 

a^b    (mod.  f»)^ 
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on  aura  aussi 

/(a)s/(b)  (mod./i). 

Dmsion.  —  On  peut  diviser  une  congrucucc  par  un 
nombre  quelconque  premier  avec  le  module. 
Soient,  en  effet ,  la  congrnenoe 

ma  s  mb    (rood.  p) , 

OU 

ma  =  ntb  -h  ^  X 
on  aura,  en  divisant  par  m, 

m 

et,  si  l  oi)  suppose  m  })iemier  avec  q  devra  être  divi- 
sible par  w,  ei  i  ou  aura 

rt  =  A  -f-  un  multiple  de  /?, 

ou 

awsb  •  (mod.  p). 

Ce  qn  il  fallait  démontrer. 
On  peut  anssî  diviser  une  congnience  par  une  autre, 

j)Oiirvu  que  les  membres  de  la  seconde  soient  premiers 
avec  le  module.  Soient,  en  cllet,  les  deux  congruences 

(i)  aa'mshb'    (mod.  |»), 

{%)  a  s  6     (mod.  p)* 

Désignons  par  l'ie  rdsidu  minimum  de  la  différence  af — Vj 

on  aura 

(3)  a'tsà'dzr   (mod.  p), 
et,  en  inuliipliant  (2)  et  (3), 

(4)  i9a' as  bb' dtz  6r  (mod./?). 
Des  ronf;ruence.9  (1)  et  (4)  on  déduit 
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or  p  est  premier  avec  b  par  hypothèse,  on  aura  donc 

rsëO  (inocl.p), 

OU 

r  =  o, 

puisque  r  <  p.  On  a  donc 

a'  &  b'  (luod. 
Ce  (|u*il  fallail  démontrer. 

"Théorème  de  Fetmal, 

Sip  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  a,  la  diffé- 
rence a^^ — I  estdâ^isibleparpy  en  d^autres  termes,  on  a 

tf^~<isi  (nod./»). 

Soient  a  ut  p  deux  nombres  premiers  entre  eux,  et 
considérons  les    —  i  multiples  de  a 

(i)  n,  afl,  3<z,...,  (p  —  \)  a', 

VvLtk  de  ces  nombres  ma^  par  exemple,  ne  saurait  être 
dWîsible  par  p,  puisque  p  est  premier  avec  a,  cl  ipi'îl 
surpasse  m.  Il  eu  esi  de  même  de  la  dlil'ércnce  ma  —  m'  a 
de  deux  termes  de  la  suite  prérédente;  car  cette  diilërcnce 
est  elle-même  un  terme  de  la  suite.  Si  donc  on  prend  les 
résidus  minima  positifs  des  nombres  (t)  par  rapport  à 
ces  résidus  seront  tous  différents,  et  aucun  d*eux  ne  sera 
nul;  ce  seront  donc,  dans  un  certain  ordre,  les  nombres 

(a)  I,  a,  3,...,     — i). 

Les  nombres  (i)  étant  respectivement  congrus  aux 
nombres  (a),  on  aura,  en  multipliant  toutes  ces  con- 
gruences^ 

1.2.3  .   ip  —  \)       '  »  1 .2.3, . .  (z'  —  i)  (niod./^). 
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Supposons  maintenant  (|uc  p  soit  un  nombre  pi-e- 
mier,  on  pourra  diviser  la  dernière  congruence  par 
i.d.3.../y  —  I,  car  ce  nombre  est  premier  avee  le  mo- 
dule ,  et  Ton  aura 

Ce  <{u*il  fallait'  démontrer. 

Théorème  dv  TVUson* 
« 

Sip  est.  uii  nombre  premier,  la  somme  i.  s . 3 . .  •  ( p — a)  4- 1 
est  divisible  par  p;  en  d autres  termes ,  on  a 

1.2  3  .    [P  —        — I    (mod,  p), 

Soil  a  Ynn  quelconque  des  nombres 

(t)  I,  a,  3,...,  (/?  — i), 

et  formons  It'S  multiples  de  a 

(a)  2€r,  3ff,..  ,  [p  —  t]a. 

Dans  la  suilt;  (2) ,  il  va  un  Iciinc  congru  à  i,  cl  il  11  y  en 
a  qu  un  seul;  supposons  que  ce  soil  aa,  on  aura 

«a est    (mod. /»). 

Les  nombres  aeia  sont  inégaux,  i  moins  que  a  ne  soit  égal 
à  I  ott  à  p — I.  Si,  en  elFet,  on  a  a  =s  a,  a* — is=  (a — i)  (a  H-i) 
est  divisible  par  p  ;  or  p  est  premier,  il  divise  donc  a  — i 
ou  a-hi,  et,  comme  a  est  on  a  nécessairement 
a  =  t  on  a  ==^  p  —  I . 

Il  résulte  de  là  que  les  nombres 

2j  3,  4f  f  ip  —  ^) 

peuvent  être  associés  deux  â  deux,  de  manière  que  le  pro- 
duit de  deux  associés  soit  congru  a  l^nniié,  et,  en  multi- 
pliant entre  elles  les  congruences  ainsi  obtenues ,  on  aura 

2.3.4- •   (/>"*  3)  s  I    {mwï' p)f 
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mulli pliant  enfin  par  p  —  i,.on  a 
ou 

1 .2.3.4»  *  .(/v  — O-h  i  Bo  (mod./»). 

Ce  qu  il  fallait  démontrer  {*), 

RBMAaQUB.  —  Ce  ihëorème  est  surtout  remarquable  en 
ce  qu'il  exprime  une  propriété  qui  appartient  exclusive- 
ment aux  nombres  premiers  ;  car,  si  p  est  un  nombre 

composé,  et  que  B  soit  un  de  ses  diviseurs,  0  divisera  le 
produit  1.2.3...  ip  —  i),  et,  par  consL^^uenl ,  lu'  pourra 
diviser  ce  même  produit  augmenté  de  T unité.  11  en  sera 
donc  de  même  du  nombre  p. 

Des  congruences  en  général, 

La  théorie  des  nombres  résout  sur  les  congruences  le 
même  problème  cpie  F  algèbre  ordinaire  sur  les  équations  ; 

file  so  propose»  en  particulier,  de  trouver  les  valeurs  de  X, 
qui  satisluat  à  une  congruence  telle  que 

/(x)so  (mod.^), 

où  ,f(^)  désigne  un  polynôme  entier  et  l  aiiounel  dont  les 
coedicieuts  sont  des  uombres  entiers.  Si  1  on  satisfait  à 
cette  congruence,  en  faisant  x  =  a»  on  7  satisfera  aussi, 
d'après  une  remarque  précédente,  en  faisant,  qnel  que  soit 
rentier  m ,  jrs=a  +  mp  ;  d'où  il  suit  que  chaque  solution 
en  donne  une  infinité  d'autres ,  mais  qui  sont  toutes  équi- 
valentes suivant  le  module  p.  Les  diverses  solutions  ren- 
fermées dans  une  même  formule  a  -h  mp  peuvent  se 

{*)  I,<'  thoori'nic  de  AVilson,  aiu:>i  que  celui  de  FormjU  ,  esl  «.usc<«pUbï« 
d'être  ({ciicialisi;;  mais  cuinmu  cette  uxteiiMon  110  nous  chi  d  aucune  milite 
pour  Tobjci  auquel  se  rapportent  les  développcmenti  qve  nous  préienlon» 
(«i,  nous  nous  bomeroii*  à  renvoyer  le  lecteur  à  Texcellont  Mémoire  que 
M.  Poiniot.1  publié  dens  le  tome  X  du  Joumat  de  Urnihémaii^ue* pmm  ^ 
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déduire  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  ;  d'aiilt  iiis,  ou 
peut  disposer  de  i'eiiùcr  m  de  niautèrc  que  a  +  "^p  soii 

compris  entre  —  ^  ei-f-  ^»  ou  entre  oel  p  \  il  n'y  a  donc 

lien  de  s'oocuper  que  des  solutions  comprises  entre  ces 
limites. 

Gela  posé  f  nous  appellerons  racines  de  la  congnience 

/(x)so  (mod./?),  * 

les  diverses  valeurs  de  x  eomprises  entre  o  et  y?,  qui  ren- 
dent J  (x)  divisible  par  p. 

Une  congroence  est  identique  si  tous  ses  coefficients 
sont  divisibles  par  le  module  ^  et  elle  est  évidemment 
impossible  si  ses  coefficients  sont  divisibles  par  le  module, 
à  Texception  du  terme  indépendant  do  x. 

Si  F  (x)  désigne  un  polynùm»^  entier  et  rationnel,  ayant 
pour  coeiiicieuts  des  nombres  entiers,  on  peut  substituer 
à  la  GODgruence 

/{s)^o   (mod,  p) 
la  congruence  équivalente 

/(x}-f-/>F(j;^o  {mod.p), 

et  disposer  ensuite  des  coefficients  indéterminés  de  F  («r), 

pour  rabaisser  au-dessous  de  p^  et  même  de  ~  si  l'on  veut, 

tous  les  coeflieients  de  la  congrueiice. 

Nous  nous  bornerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  aux  (  on- 
gruences  dout  le  module  est  premier.  On  peut  alors  faire 
en  sorte  que  le  coefficient  du  premier  terme  soit  égal  à 
Tunité. 

Considérons ,  en  eflet,  la  congruence 

A»*"-!- A,jf**-'4- A,4:*"»-h. .  •  wo  (mod./»), 

doui  le  module  p  est  supposé  premier,  et  les  coedicieuts 


•  ♦ 
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Ao,  A|,  A,,  etc.,  compris  entre  o  et  ou  eiiti-e  —  ^ 
•4-  ^'  En  ajoutant  à  son  premier  membre  le  polynôme 

OD  peut  récrire  ainsi  : 

(A,4-/>ri (A,-|-/>/,)«*^»H-. .  .so(mod,^)) 

ou 

A.  (^r-H-  . .  .  )  s  o(iiiod.  p). 

Cela  posé,  Ao  étant  inférieur  à  sera  premier  avec  lui^ 
et  l'on  pourra  disposer  des  indéterminées  ^t9/«  9  ctc.^  de 

inauièie  (j[ue 

A, -H/ir,  At-hpfi 
 — —  )  ■  ij  •  •  • 

Ao  A» 

soient  des  nombres  entiers  Bj,  Bs,  etc.,  compris  entre  o 
et  p  ou  entre  — f  ^  ~l~  2  ^  notre  congruence  sera  donc 

» 

ou ,  comme  At  est  premier  avec  le  module, 

«"•-+- B.x""-  -h  B,*"-*-^. so  (mod.p) 

Limite  du  nombre  des  racines  d*une  congnwnee  suàwU 

un  module  premier, 

TnèoràiiB.  Une  congruence  non  identique,  suivani 
un  module  premier,  a  au  plus  autant  de  racines  qu'il  y 

a  (l  unités  dans  son  degré. 
Soit  la  congruence  de  degré  m 

(1)  /(«)«io  (mod./i), 
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où  le  coefiicienl  du  premier  terme  est  l'uni  lé.  Supposons 
que  a  soit  une  rac  ine.  divisons  f  ix)  par  x — a,  et  dési- 
gnons par  fi  (x)  le  quotient  qui  est  du  degré  m  — i,  on 
aura 

/(*)=(* -a) /.(*)-»./(«); 

»'i  ((uiiinc  f  (a)  est,  par  hypothèse,  divisible  par la 
cougrueuce  (i)  peut  s'écrire  ainsi  : 

(x  —  a)/i{x)sao  (mod./-»). 

Soit  maintenant  h  une  seconde  racine,  on  aura 

ûj/,  (^)so  (iDOd.^}, 

ou 

/,(6;&o  (inod./i}i 

car  h  — a  est  inférieur  à  jt.  et ,  pai  conséquent,  premier 
avec  lui  \  h  est  donc  racine  de 

(2}  /(.r)«o  (moA.p), 

dont  le  premier  terme  a ,  comme  celui  de  (i),  pour  coeffi- 
cient Tunité. 

Il  résulte  de  là  que  la  congruence  (i)  de  degré  m  ne 

peut  avoir  ffu  iinf  racine  de  plus  que  la  coiigruent  i*  (  v>  )  du 
degré  m  — 1 .  A  son  tour,  celle  dernière  ne  pourra  avoir 
qu'une  racine  de  plus  qu'une  congruence 

(3)  (x)so  [moà.  p) 

de  degré  m  —  a ,  et  dont  le  premier  terme  a  pour  coeiB* 
cientrunité.  Par  suite,  la  pro|>osée  (1)  ne  peut  avoir  que 

deu\  racinch  de  plus  ([ue  (3) ,  ei  vu  continuant  ce  raison- 
nement, on  fera  ^oir  que  la  cougruenc  e  (1)  ne  peut  avoir 
que  m  —  1  racines  de  plus  qu'une  congruence  du  premier 
degré ,  telle  que 

X  —  /so  (mod./i), 
laquelle  n  admet  que  la  seule  racine  /.  D  ou  il  suit,  eniin, 
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€]a*ttne  congrugence  de  degré  m  ne  peut  avoir  plus  de  m 

racines;  mais  elle  peut  eu  avoir  moins  de  /«,  el  même 
n'en  avoir  aucune. 

CoAOLLAiRB  I»  —  SuppoàoDs  que  la  congruence  de  de- 
gré m 

/(x)aso  (mod.p), 

dont  le  premier  terme  a  ponr  coefficient  l'unité,  ait  e&eo- 
tivement  m  racines 

a,      Cf. ,  f  À  ,  i  : 

ces  m  racines  appartiendront  aussi  a  la  congruence 

/{«)  —  («  — —  b),,.{x  —  i)eato  (mod.^); 

mais  celte  dernière  n'est  que  du  degré  m  —  i ,  elle  eâi  dune 
identique 9  et,  par  conséquent)  on  a 

/(x)  =  (*  —  /i)  (x  —  6). .  .(x  —  /)       F (x), 

F  (a  )  désignant  une  fonction  entière  et  rationnelle  de  x 
dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers. 

CoROLLAiRB  II. — D'après  le  théorème  de  Fermât,  la 
congruence 

x^*  — lano  {moà,p) 

admet  les  ^  —  i  racines 

I,  2,  3,...,  (p  —  i)' 

11  suit  de  là  que  si  /(x)  désigne  un  diviseur  du  binôme 
— I ,  ou,  plus  généralement,  un  dÎYiseur  de  ce  même 

binôme  augmenté  d  un  polynôme  de  degré  —  i  tel  que 
^F  (x),  la  congruence 

y(x)5o  (mod.p) 

aui  a  autant  de  racines  qu  il  y  a  d  uuilés  dans  non  degré, 
âoil,  eu  eilet, 

Jr^'  —  I  -h/^F^r)  s/(x)/.  (x); 
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la  cougruencc  de  degré  p  —  i 

/(x)/;(x)so  (inod.//) 
admet  les  racines 

I ,  a,  3,.  ..,(/>  —  i). 

D'ailleurs  ces  racines  sont  celles  des  deuY  suivantes  : 

f[x)^o    (mod. /,  (x)so  (mod./»), 

et  si  l'une  d'elles  avait  moins  de  racines  qu'il  n*y  a  d'u- 
nités dans  son  degré,  il  faudrait  que  Tautrc  en  eût  plus 
qu  il  n'y  a  d'unîlés  dans  le  sien ,  ce  qui  est  impossible. 

Déterminai  ion  du  nombre  des  racines  d'une 

congruence. 

On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  un  })rocédé  irès- 
simple  pour  délerniinei  lu  tioiiibre  des  racines  d  une  eon- 
gruence  de  module  premier.  Démontrons  d  abord  le 
lemme  suivant  : 

Lemme.  — St/t  {x)  désigne  le  reste  de  fa  diuision  des 
deux  poly  nômes  f(x)  et  fi  [x)  dont  les  premiers  termes 
ont  pour  coefficients  Vanité,  fes  racines  communes  aux 
deux  congnwnces 

/{x)ssso    (mod./»),  /,  («)so  (mod./») 

sont  les  mêmes  que  les  racines  communes  à 

/,  (x)«iO    (mod./i),   /t{x)emo  (niod.;»). 

Soit  Q  le  quotient  de  la  divisioa  de  f  (x)  par/i  [x)^  on 
aura 

/(*)  =/,(*).Q+/,(jr), 

et  cette  égalité  fait  vuir  que  si  J\  (.r)  est  divisible  pai-  /;  (  n 
même  temps  que  l'un  des  deux  polynômes  J  (.r)  et (x)^ 
l'autre  le  sera  nécessairement  aussi  j  d  où  résulte  la  pro-' 
position  énoncée. 

ai 
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CoROLLUHB.  —  Les  racînea  communes  à  deux  coii- 
gruences 

/(arjâso    {moii,p)t   /•(•^J^*>  (niod./>j 
appartiennent  à  la  congrnencc 

(p(r)so  (mo<l./7), 

f  (x)  dësigiiaul  le  plus  grand  commun  diviseur  aux  deux 
polynômes  f(x)ei  fx  (x). 

RmAaQVB.  —  Pour  trouver  ce  plus  grand  commun  di- 
viseur ^(x)^  on  suivra  la  marche  ordinair«!^  seulement 
on  négligera  tous  les  termvaqui  sont  multipliés  par  p.  Il 
laul,  en  outre,  que  toutes  lf»s  div isions  puissent  taiit» 
sans  écrire  de  coeiiictents  fractionnaires.  Pour  cela,  on 
peut  fai  rc  m  sorte,  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut ,  que 
les  premiers  termes  des  restes  aient  tous  pour  coefficient 
Tunité.  On  arrive  aussi  au  niftmc  but  en  multipliant 
eharjuc  dividende  par  un  facteur  convenable,  ou  même 
sliiipltriuMit  en  a|oiuaiil  au  inrliiri(*nt  du  pn  iuior  terme 
de  châ({uc  dividcudc  un  multiple  de  p  tel,  qu'après  celte 
addition  le  pi'cmier  ternie  du  dividende  en  cpiestion  soii 
divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur  correspondant* 

Problème. — Troavei"  le  nombre  des  racines  d'une  cou* 
ffrtwnce 

Les  racines  de  cette  congrueiice  appartiennent  toute»  » 

la  cougruence 

(a)  X''-'  — ISO  (niod./>). 

Il  suflQt  donc  tl(^  cliercher  les  racines  rominunes  aux  ron- 
grnences  (i)  cl  {2).  Pourrela,  ou  prnulra.  <  (iimiic  il  vient 
d  être  dit,  le  plus  grand  commun  diviseur  à  J  {x)  et  à 
xf^*  —  I.  S4I  n^existe  pas  de  diviseur  commun,  la  pro* 
posée  n'aura  aucune  racine;  ai»  an  contraire,  on  trouve* 
un  pluâ  grand  commun  diviseur  ^  (  r)  de  degré     la  con- 
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gnience  proposée  anra  ft  racines,  qui  seront  celles  de 

Ct'ttc  dernière  a  efTecti  vomentp  racilies,  piusque  f  (x)  est. 
Un  diviseur  de  degré  fA  du  binôme  x'~*  —  i . 

ExBMPLS.  —  Supposons  qu'on  demande  le  nombre  des 
racines  de  la  congmence 

**— 3««  — 1**— — a»o   (mod.  7). 

Eu  dÎTisaut  —  1  par  \v  premier  membre  de  la  con*^ 
gnience  proposée  et  négligeant  les  multiples  de  7,  on 
trouve  pour  reste 

en  divisant  ensuite  le  premier  membre  de  la  congruence 
proposée  par  ce  premier  reste,  on  trouve  le  deuxième 
reste 

ix»  — —  a«-l-  i. 

Dans  cette  seconde  opération,  on  a  ajoute  successivement 
an  dividende  lea  termes  —  yx*  et  —  jx^y  afin  d'éviter  les 
coefficients  fractionnaires. 

Ënfin,  en  divisant  le  premîeir  reste  par  lé  deuiiime  et 
négligeant  toujours  les  railttiples  de  on  trouve  zéro 
pour  troisième  reste.  Ici  il  a  sufYi  d  .iptuier  le  terme 
—  yx*  au  dividende  avant  de  laire  la  division. 
'  Il  résulte  de  là  que  la  congrnence  proposée  a  trms  ra- 
cines qui  appartiennent  aussi  à  la  congrucnce  du  trot^ 
sième  d^ré 

2x*  —  X* — !l.r4-i55  0    (mod.  7). 

Kn  ajoutant  j  —  j  au  premier  membre  et  divisant 
par  a ,  il  vient 

a^-h  3*'— X— 3so   (mod.  7), 

2t. 
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OU 

(x— —  4)(*  —  6)b»o   (mod.  7). 
La  proposée  admet  donc  les  trois  racines  i,  4  »  6* 

Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  TVdson . 

Si  p  est  premier,  la  congruence 

(x— 1)  (jr— 3)...  (x  — 1)— (x^'— i)bbo  (mod.|>) 

admet  les  /;  —  1  racines 

1,2,3,..  ,  (/?  —  1); 

et  comme  elle  n'est  que  du  degré  p  —  a ,  en  ordonnant 
son  premier  membre  par  rapport  a  .r ,  les  coefficients  de- 
vront être  tous  divisibles  par  p.  Si  donc  on  désigne  par  S| 
la  somme  des  nu tiihrr s  i,  i,...,  [p  —  i),  par  St  la  somme 
dr  leurs  produits  deux  à  deux,  etc.,  par  Sp.|  le  produit 
de  tous  ces  nombres  ^  on  aura 

suivant  le  module  p.  La  dernière  de  ces  congruencos  con- 
stitue le  théorème  de  Wilson. 

Remarque.  —  Les  eoeflicicnts  de  réquaiioii 

(*—  i)  (x  —  a)  (x —  3).  ..(x  — />  H-  1)  =:  o, 

ordonnée  par  rapport  k       étant  des  multiples  de  p^^^ 
rexceptîon  du  dernier  terme ,  si    est  premier,  la  somme 
des  puissances  m*^*  des  p  —  1  racines 

I,  a,  3,  4f  •  M    (p~  >)i 

sera  divisiblr  par  à  moins  (|U0  fn  ne  soit  un  multiple 
de  p  —  I.  Cela  résulte  immédiatement  des  formules  de 
Newton. 
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VlNGT-QUÀTiUÈME  LLÇO^. 

Propriétés  des  racÏDCs  tles  congruenccs  binômes  de  module  premier. 
De  l'existence  des  racines  primi  ti  \  «•>  —  r>ii  norfihn»  i\o<  wic'mm  primitives. 
—  Ri'clu'rrhe  des  racines  primitives  li  uti  Jiotnbre  prrnu<  r.  —  l'aMe  des 
raciues  pnmiUves  dos  nombres  premiers  iuférieurt»  u  luu.  —  Pr«>priété 
de»  neine»  de  Téqualion  —  i  =Of  dont  le  degré  m  atl  un  nombre 
preoder. 


Propiiétés       racines  des  cong/  uences  butômes  de 

module  premier, 

1.  Les  racines  communes  à  deux  congruences  binôênes 
de  module  premier 

«ouf  également  racines  de  la  congruence 

gfsmi  (mod. 

6  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  de  m* 

—  I  est,  en  efiet,  le  plus  grand  commiin  diTiaeur 
de  X*  —  I  et  lie  x" —  i .  Ce  théorème  est,  par  suite,  une 
conséquence  du  corollaire  démontré  page  322. 

Il  est  évident  que,  réciproquement,  chaque  racine  de 

la  congruence  x^'^  i  s  i  satisfait  auic  deux  proposées. 

CoRoi  LAinE.  —  Les  ratines  d'uini  congruence  binôme 
de  module  pi^mier 

appartcuaut,  d'après  le  iliéorèrae  de  Fermât,  à  la  con- 
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gru«nce 

«'^•si  (nioci./>), 
SODI  aussi  racines  de  la  coQgruence 

SB  I  (niod./^), 

0  défignant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 

m  et  p  —  f . 

Coiomc  —  1  esi  un  diviseur  de  x^~^  —  i,  cette  der- 
nière a  précisément  0  racines,  ainsi  que  la  proposée. 

Si  m  est  premier  avec  p — i,  on  a  0  =  et  alors  la 
congruence  aft^i  n'a  d^autre  racine  que  Tunité. 

D'après  ce  qiu  })récède,  on  peut  borner  Tétude  de» 
congrueuces  binômes  de  la  forme 

«*ss  I    ( mod. //), 

à  celles  dont  le  degré  m  est  un  diviseur  de  p  —  i . 

II.  Si  a  désigne  une  racine  quelconque  de  la  con» 
gruence  de  mo.dule  premier 

j^am  I    (tnod.  />) 

doM  le  degré  m  est  un  diviseur  dep  — i  »  toute  puissance 
de  a  ou  son  résidu  minimum  est  également  racinei 

La  eougrueuce 

a^ai    (inod. /i) 

fmtratne ,  en  eflêt , 

4f*mst   ou  (a^)*9Bi, 

et  si  b  désigne  le  résidu  minimum  de  a^,  par  rapport  à 
m  a 

d*où  è^mti 
etf  par  conséquent,  tous  les  termes  de  la  série 
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on  leurs  résitluïi  luiniina,  soiii  rac  ines  de  la  iiicme  coii- 
gt  uciicc.  Or,  à  cause  de  a'"  s  1 ,  on  a  aussi 

La  série  précédente  contîenl  donc  au  plus  m  termes  ayant 
des  résidus  différents,  ei  ces  résidus  se  reproduisent  pério- 
diquement de  m  en  m.  Si  les  m  premiers  termes 

a,  a*~' ,  a"*    ou  I 

sont  diftcrents  (non  congrus  suivant  le  module  leurs 

résitliis  sont  les  ///  racines  de  la  eongruence  proposée. 
Dans  le  cas  contraire,  si  Ton  a,  par  exemple, 

s  tf"*   { mod.  jj) , 
a  étant  premier  avec  pj  il  vient,  en  divisant  par  a"\ 

a"  ^  I     (mod.  fj)f 

et ,  par  conséquent  j  a  est  racine  d'une  eongruence  bioènie 

«"SI    (mod. /^) 

de  degré  n  inférieur  à  m. 
11  résulte  de  là  que  : 

Si  a  est  une  racine  da  la  congnwnco  (mod .    ) , 

ffui  appartienne  à  aucune  eongruence  rte  f/egré moin/ftv 
X '*  ^ I  (mod.  ff) ,  /es  m  raciiies  de  la  pi  oposée  seront  /es 
résidus  des  m  puissances  de  a 

Cela  posé ,  nous  appellerons  racines  piimiiives  d'une  eon- 
gruence binôme 

j^&i  (mod./?) 

dont  le  degré  ///  dÏNiscî  p —  1,  celles  des  racines  de  (elle 
eongruence  qui  n'apparlieniient  à  aucune  eongruence  de 
même  forme  et  de  degré  moindre.  Chaque  racine  priuii- 
tjve  jouit  de  la  propriété  de  donner  toutes  Iiïs  autres 
racines  par  ses  diverses  puissances. 
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Rbmaiiqvb.  —  Toute  racine  non  primitive  de  la  eon- 

gruence  a:"* s  i  (mod.  /^),  a]>partenant  à  une  congruence 
de  luèinc  fornie  et  de  degré  tii«)iiidre,  apparlient  aussi  à 
une  iroisième  congruunce  de  même  forme,  et  dout  le 
degré  divise  celai  de  la  proposée* 

Dq  fcxistcNva  des  racines  pmnUix'es, 

Considérons  la  congruence 
(i)  x*&i    (mod.  j»), 

et  supposons  d'abord  que  m  ne  coniteiiuc  (^u  uu  seul  fac- 
teur premier  ^,  que  Ton  ait 

toute  racine  non  primitive  de 

(2}  s^i  (mod.//) 

appartieul  à  une  congruence 

^'^^i    (mod. />), 

dont  le  degré  $  est  un  diviseur  de  17  cl  même  de  «z'*"'; 
et,  par  conséquent,  celte  racine  appartient  aussi  à  la  cou* 
grueuce 

(3)  x^'*  »! 

D'ailleurs  les  racines  de  (3)  sont  toutes  racines  de  (2)} 

leur  nombre  esiq^~\  par  conséquent  celui  des  racines 
primitives  de  la  proposée  est 
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Sappoiotts  maintenant  m  quelconque ,  cl  aoit 

s  dusl^uaiil  des  fa<  leurs  premiers  inégaux. 
Considérons  les  congruences 

//  'i  '/ 

(4)  Jc'  SI  (mod.  t)f  x**  S5I  (niofl./?),...,     si  (inoil./^)» 

tîl  désignons  par  /t  une  racine  priuiiiive  dr  la  première, 
par 6  une  de  la  seconde ,  eic. ,  par  c  une  de  la  dernière^  je 
dis  que  le  résidu  du  produit 

nù .  .  t.* 

est  une  racine  primitive  de  la  proposée 

(5)  {moû.jj). 

Il  est  d'abord  évident  que  ab, .  .c,  ou  son  résidu,  est  racine  ; 
car  ayant 

«r'  9st)    6' 95  1,...,    r  s?i    (oiod. />), 
on  a  aus^i 

(«/»..  c/  '        1^1  (mod./)). 

Maintenant,  si  ce  produit  n*est  pas  une  racine  primitive 

de  la  proposée,  il  sera  racine  d'une  congrucnc^ 

«^SpI  (inod-^)y 

dont  le  degré  0  sera  un  diviseur  de  i/i,  et  il  y  aura  au  moins 
Fun  des  facteurs  premiers  de  nt,  qui  entrera  dans  $  moins 
de  fois  que  dans  m.  Âdmetloos  que  le  facteur  ^  soit  dans 

ce  cas  -,  alors  6  divisera  r/  /•''. . .  j; %  et,  par  suite,  aù .  .  .c 
i»era  raciue  de  la  congruence 

'  •  •  '  &t  (niiïd./>); 
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on  aiu*a  donc 

(ab. .  .c)»''"''''"-'^ss  I  (mot!. 
mais  on  a  aussi 

'"''•"''si  (mod./>), 

et,  par  la  division. 

On  vuii ,  par  là  y  que  a  est  racine  dc.6  deux  cou^rueiicos 

'-'œi    et       »i  (mod./»), 
et,  par  suite,  de 

SI,  (uiûd. 

puiMjue  "  '  csi  \v  plus  gratiii  cuinniua  (li\iseiir  entre 
les  degrés  des  précédentes  \  a  n'est  donc  pas,  comme  on  Ta 

supposé,  une  racine  primitive  de  x    s  i  (mod.  /)), 

Il  est  ainsi  démontré  ijue ,  si  ^,  .  .,  c  désignent  des 
racines  primitives,  respectivement  de  la  première,  de  la 
deuxième,  etc.«  de  la  dernière  des  congruences  (4),  le 
produit  oÀ.  *  «c,  ou  soit  résidu ,  est  une  racine  primitive 
de  la  congruence  proposée  (  5  ). 

Ce  qui  précède  démontre  Texistencc  d'une  racine  pri- 
mitive pour  toute  congi  uence  binôme  do  module  premier 

jT»!  (mod. 

maison  n Cn  peut  pas  iiunu-dialcniLia  »  onclure  le  nondjre 
de  ces  racines*  Toutefois,  par  des  raisonnements  sem- 
blables à  ceux  que  nous  avons  employés  dans  la  treizième 
leçon  à  Toceasion  de  Téquation  binôme,  on  prouverait 
aisément  que  toutes  les  racines ,  tani  primitives  que  non 
primilives,  de  la  congi  ucncc  (5),  sonl  représenlces  par  la 
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formule 

ou  1  011  doit  [Jiuudre  pour  />..  .  . ,  c  toutes  leî»  racines 
respectivement  de  la  première  des  eongruences  (4)  ?  de  la 
deuxième,  etc.,  de  la  dernière;  et  que  la  même  formule 
donne  toutes  les  racines  primitives,  en  prenant  pour 
a,  e  les  diverses  racines  primitives  des  eongruences 
auxquelles  elles  appartiennent.  Comme  le  nombre  des 

racines  primitives  a  est         ^      que  celui  des  racines 

5  est  r*  ^1  —     1  • .  • ,  celui  des  racines  c,         —  > 

on  en  conclurait  que  le  nombre  des  racines  primitives  de 
la  proposée  est 

On  sait  que  re  même  nombre  (  ro/>  la  Théorie  des 
nombres,  ou  le  Mémoire  déjà  cité  de  M*  Poinsot)  exprime 
combien  il  y  a  de  nombres  premiers  avec  m  et  inférieurs 
à  m. 

Je  ne  crois  ]îas  m'-eessaire  de  développer  ces  raison- 
uemenls,  (|uc  le  li  cteur  trouvera  aisément  après  avoir 
étudié  la  treizième  leçon  ;  mais  j'indiquerai  la  démonstra- 
tion ingénieuse  de  M.  Poinsot,  pour  prouver  qu  en  admet* 
tant  Texistence  d*une  racine  primitive  de  la  congruence 

x'^si    (niod. /y), 

il  y  en  a  précisément  autant  que  de  nombres  premiers 
avec  m  el  inférieurs  à  m. 

Du  nombre  des  racines  primitives. 

Soii  a  une  racine  primitive  de  la  congruencr 

«'"El    ( mod.  p)y 
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et  formons  la  suite  des  m  puissances 

doui  les  rdsidus  sont  les  ni  racines  de  la  juoposêc.  Si  l  ou 
considère  uu  nombre  quelconque  e  inférieur  à  m  et  pre- 
mier avec  lui,  et  qu'après  avoir  rangé  ces  racines  en  cercle, 
on  les  considère  en  allant  de  Tune  à  Tautre  de  e  en  e, 
comme  Fintervalle  e  par  lequel  on  santé  est  premier  avec 
m,  ou  sera  obligé  de  passer  par  toutes  les  racines  avant  de 
revenir  à  la  racine  n,  d'où  1  un  est  parti  :  donc  la  suite 

donne,  aux  multiples  près  de  toutes  les  racines  de  la 
proposée^  donc  a*  est  une  racine  primitive. 

Si  le  nombre  e,  que  nous  avons  supposé  premier  avec 
avait  avec  lui  un  plus  grand  commun  diviseur  0  ^  i ,  en 

opérant,  sur  la  suite  (i),  comme  nous  venons  de  le  faire, 

on  ne  passerait  jamais  que  par  un  nombre  ^  de  racines, 

et ,  par  conséquent,  W  ne  serait  pas  une  racine  primitive. 

11  suit  évidemment  de  là  que  la  congruence  proposée  a 
autant  de  racines  primitives  qu^il  y  a  de  nombres  premiers 
avec  m  et  inférieurs  à  m. 

Recherche  des  racines  jnuiêiiives  d'un  nombre  premier. 

On  nomme  racines  f)rimiiiycs  d'im  noDihrc  premier  p 
les  racines  primitives  de  la  cougrueuce  binôme  de  degré 
p  —  t. 

(moil.  p). 

TntoEEMB.  —  Soient  Xt  et  |  eleux  nombres  compris 
eut  m  o  et  py  et  9     diviseur  de  p  —  i\si  ton  a 

*fsÇ  (iDod./»), 
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on  a  aHSsi 

eij  réctpro^nentent,  si  Von  a 

§  ^  B  t    (  inotl.  p)^ 

la  congruence 

{  mod.  p) 

a  Q  racines, 

La  première  partie  du  théorème  est  évidente  j  car,  si 
Ton  a 

x?œÇ  (mod./»)» 
en  âevanl  les  deux  membres  à  la  puissance  ^-y^  »  on  a 

x,'*"'  — $0  {mod./»), 
et  «  à  cause  du  théorème  de  Fermât , 

^  ^  as  t    (mod.  jj). 
Réciproquement,  supposons  que  l'on  ait  ^  ^  s  i,  ou 

retranchant  chaque  membre  de  cette  égalité  dcx»^*  —  t, 
il  vient 

irl         ^  cri 

Or  le  second  membre  admet  pour  diviseur  —  il  en 
est  donc  de  même  du  premier  membre  xf^*  —  i  —  /^Q  7 
et,  par  coustniuoiu ,  en  vertu  d'un  théorème  démontré 
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dons  la  dernière  Ic^u  (page  3 20),  la  congruencif 

a  $  racines.  Ce  quMl  fallait  démontrer. 

ConoLLAïKB.  —  Si  p  est  un  nombre  premier,  cl  qu'en 
décompuâaiU  p  —  i  eu  facteurs  pi^miers,  ou  ait 

p  —  i  z=z     tf^  r* , ,  .s^f 

les  racines  non  primitives  de  la  congrucnce 

xf"*  —  I  es  o    (mod.  p), 

lesquelles  appartieuneul  nécessairemcni  à  l  une  des  cou- 
gruences 

sont,  en  venu  du  théorème  précédent,  des  rétidns  de 

carrés  (*),oa  de  puîssanci-s  t/^  ou  de  puissances  r,  etc., 
ou  de  puissances  s:  cl,  récipiocjuement ,  tout  nombre 
n'sidu  d  uu  carré)  ou  d'une  puissance  y,  ou  etc^  est  racine 
de  l'une  des  congniences  précédentes  et  n*est  pas  racine 
primitive  du  nombre  premier  p» 
On  voit  aussi  que,  parmi  les  nombres 

I,  a,  3,...,  I, 

il  y  en  a  la  moitié  qui  sont  des  carrés  (résidus  de  carrés), 
la  g'*"*  partie  qui  sont  des  puissances  ^,  la  r**"**  partie 

des  puishaiices     etc.,  la  s"""'  partie  des  puissances  s-^  et, 


Lt'â  résidus  de  carrés  ou  du  cuix»  buivaiit  vn  nodule  p  wni  dit»  rè- 
ridoM  ^nadrAtifmes  tubi^ues  d«  ^;  Hn  jouent  un  r6lr  imporliittl  datiH  la 
ihcorie  ût^  nombrai. 
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plus  généralement,  si  Ton  ne  considère  jiarmî  ces  nom- 
bres que  ceux  qui  sont  à  la  fois  des  puissances  2,4/,;-,..., 
la  5**"**  partie  de  ces  dernicis  si  i  a  vi\  niùme  temps  des 
puissances  s.  En  ellet,  It's  nonibrcs  qui  sont  à  !a  fois  des 
résidus  de  carrés  de  puissances  y,  de  puissances  /*,  etc., 
satisfont  aux  congruences 


et,  par  conséquent ,  sont  rai  ines  do 


4r*r<*«si    (mod. /i): 

leur  iioiubi^  est  donc   —\  pareillement,  le  nombre 

de  cenx  qui  sont  en  même  temps  des  puissances  s  est 
^  ^  '  f  il  est  donc  la  s'^"^"  partie  du  premier. 

PiuiBLÈME.  —  Trottine  f  /t^s  racines  prinuli^cs  d  un 
nombre  premier. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  fournit  \m 
moyen  très-«împle  de  trouver  lea  racines  primitives  dffn 
nombre  premier. 

Soient  p  un  nombre  premier  ;  i .  r/,  /%...,  les  facteurs 
premiers  inégaux  do  p  —  1 ,  el  érriv  onii  les  p  —  1  nombres 

1 ,  2,  3,  4, . .  .  ,  1; 

si  l'on  enlève  de  celle  suile  lous  les  résidus  de  cai  rés  ,  de 
puissances  y,  (le  puissances  r,  etc.,  il  ne  restera  plus  que 
les  racines  primitives  de  p. 

An  moyen  des  carrés,  on  exclut  d'abord  la  moitié'de» 
nombres,  ainsi  que  nous  Tavons  établi  plus  haut;  au 
moyen  des  puissances  1/,  on  exclura  la  g**"**  partie  de  ceux 
qui  restent ,  et  ainsi  de  suite.  Celte  méthode ,  pour  trouver 
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les  l  àcljics  primitives  d'un  nombre  prcmiei",  louruil  une 
démoustratiou  nouvelle  du  iliéorème  relatif  au  uombre 
de  ces  racines^  ce  nombre  sera,  en  cfTct,  d'après  ce  qai 
précède, 

„-„(.-|)(,^,;)  (,^;>  . (,-!). 

'S^ovÈs  allons  montrer,  par  deux  exemples ,  comment  il 
faut  faire  l'application  du  procédé  qu*on  vient  d'indiquer. 

PhEMiER  txtMPLE. —  Troui'crlcs  racines  primitives 
tle  17. 

r^ous  écrivons  d'abord  les  seii&e  nombres 
(i)  I,  2,  3,  4»  îi»  ^1  7»  ®»  9>  H»  '^t 

et  comme  16  n*admetque  le  facteur  premier  d,  il  suffit 

d'ôter  de- cette  suite  les  nombres  qui  sont  résidus  quadra- 
tiques. Pour  rtîla,  nous  élèvci  ons  ces  nombres  au  carré; 
mais,  cornue  on  a  généraleuienl 

(19 — hy^h*   (mod.  17), 

les  Imit  derniers  carrés  donneront  les  mêmes  résidus  que 
les  huit  premiers  :  il  suffit  donc  d'élerer  au  carré  les  huit 
premiers,  on  trouvera  ainsi 

I,  4,  i)y  16.  a5,  36,  49,  64, 

qui  ont  pour  résidus 

1,  4«  9»       ^»  a»  '5,  i3, 

et  en  ell'açani  ces  huit  résidus  de  la  suite  (1),  il  restera  les 
huit  racines  primitives  de  17,  savoir 

3|  ^1  6,  7 ,  10,  1 1  »  12,  14. 

Sbcohu  exemple.  —  Trouver  /es  mêmes  primùwes 
i/e  H I . 
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Ecrivons  les  crentc  nombres 

II,  a,  3,  4,  5,  6,  7,  6,  9,  10, 
II,  12,  i3,  i4»  16,  17,  18,  19,  20, 
ai,  aa,  a3,        a5,  a6,  37,  a8,  29,  3o; 

couinie  les  iactcurs  premiers  de  3o  sont  2,  3  el  5 ,  il  suf- 
fira d'enlever  de  la  suile  (1)  les  résidus  des  carrés,  des 
cubes  et  des  cin^èmes  puissances. 

Pour ezclare  les  carrés,  nous  élèverons  les  qninze  pre- 
miers nombres  (1)  au  carré,  ce  qui  donne 

I,  4,  g,  16,  25,  36,  49,  64,  81,  100, 
lai,  144,  1G9,  ig6,  225i 

ces  carrés  ont  pour  résidus 

(2)  I,  4,  9,  16,  25,  5,  18,  2,  19,  7,  28,  20,  i4,  10,  tti 

ôtant  ces  quinze  nombres  (2)  de  la  suile  (1),  il  restera  les 
quinze  que  voici  : 

(3)  3y  6,  II,  12,  i3,  i5,  17,  2i,  22^  23,  24»  26,  27,  29,  3o, 

dont  il  faut  niaîmenaut  siippi  iincr  les  cubes  el  les  cîn- 
quièuies  puissances.  Cliaque  nombre  déjà  supprimé  (2) 
satisfait  à  la  oongruence 

donc  sa  puissance  troisième  et  sa  puissance  cinquième  y 
satisfont  aussi,  et,  par  couscqnent^lbntpartie  des  nombres 
déjà  supprimés*  Diaprés  cela,  les  nombres  de  la  suite  (3) 
qa'il  reste  &  rejeter  sont  des  résidus  de  puissances  troî* 
sième  et  cinquième  de  ces  mêmes  nombres  (  3  ) .  Pour  avoir 
les  résidus  des  cubes  de  la  suite  (3),  il  sulFit  de  multiplier 
les  premières  puissances  par  les  résidus  carrés  que  la 

22 
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suite  (a)  fait  connahre,  et  qui  sont 

9,  5,  28,  20,  14,  8,  10,  7,  19,  2,  18,  25,  16,  4»  »i 

on  aura  aiusi  les  résidus  cubitpies  suivauu  : 

37,  3o,  3o8,  240,  182,  120,  170,  147 >  4'^» 

46,  4^^ >  43^1 

dont  les  résidus  minima  sont 

(4)  1*^'  ^' 

f  i5,  i5,  29,  3o,  29,  23,  3o. 

il  n'y  en  a  que  cinq  de  différent»,  comme  nous  le  savions 
d*avance<,  ce  sont 

(5)  i5,  a3,  47,  39,  3o, 

Ci  en  étant  ces  tioinbrcs  de  la  suite  (3),  il  ne*  restera  plus 
que  les  dix  suivants  : 

(G)        3,  6,  II,  12,  i3y  17,  21,  22,  24,  26, 

dont  il  n^y  a  plus  à  rejeter  que  ceux  qui  sont  des  cin- 
quièmes puissances.  Chacun  des  nombres  déjà  exclus 

sâLisiaii  a  1  une  des  cuii^ruences 

(mod.  3i),  (mod.  3t). 

11  en  est  donc  de  méinc  de  sa  ci  nquième  puissance,  qui,  par 
conséquent ,  lait  partie  des  nombres  exelus  :  un  nombre 
de  la  suite  (6)  ne  peut  donc  être  la  cinquièmë  puissance 
que  d'un  nombre  de  la-mème  suite.  Pour  avoir  les  résidus 
des  cinquièmes  puissances  des  nombres  (6) ,  il  suffit  de 
nuihiplier  les  résidus  cubiques  déjà  formés  par  les  résidus 
(juadraliques  corrcspondaiils ,  et  de  prendre  les  résidus 
minima  des  produits.  Les  résidus  cubiques  sont 

«7,  3o,        a3,  27,  i5,  23,  i5,  29,  3o, 


DigitizcHJ  by  Google 


VIV«T-QlIAT&lÈMfi  USÇOJH.  339 

les  «joadraiiques 

9,  5,  a8,  2o,  i4»  lo,  7,  19,  18,  25; 
les  produits  sont 
243,  i5o,  612,  4^1  378,  i5o,  161,  285y  522,  750, 

et  Fou  trouve  pour  léàiduâ  des  ciii(|uièmes  puissances , 
26,  a6^  6,  26»  6i  269  6,  6,  26,  6. 

n  n*y  a  ainsi  ^  dans  la  suite  (6) ,  que  denx  cinquièmes 
puissances  y  comme  nous  le  savions  déjà,  savoir 

6,  26; 

en  supprimant  ces  ieux  noml>re8,  il  ne  restera  plus  que 
les  huit  racines  primitives  de  3 1 ,  savoir 

3y  11»  i2f  i3,  17,  21,  22,  a4* 

La  Table  suivante  renferme  les  racines  primilivcs  des 
nombres  premiers  inférieurs  à  100  : 


22. 
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Tabie  des  ncinei  primitives  des  nombres  premiers  itrfMeurs  à  loo. 


HOMBDU 

prenlan. 


3 
5 

7 
1 1 

i3 

«7 

»?> 

^3 

3i 

37 
4' 

43 

47 
53 

39 
6i 


«7 


7'^ 


83 


«9 


de*  racines 
prlaitlfee. 


I 

5 

■y 

4 
4 

8 

6 

10 

ri 
8 
19 
i6 
is 

93 

34 

38 

td 

10 

>4 

34 


1 


40 


3  . 
3.3 

3.5 

a. 6.;. 8. 
3.6.7.11. 

3.5.6.7.10.11.19.14- 

3.3. 10. i3. 14  r5. 

5 . 7 . 1  o .  M  1 3 , 1 4 . 1 5 . 1 7  -jo  1 1 . 

3.3.8. 10. I t . i4- i5. 18. 19. ji .30.37. 

3. 11 . 13. t3. 17.31 .33.34. 

3.5. i3. i5. 17*18.19.90.99.94  39.35. 

6.7.11.19.13.15.17.19.99.94.96.98.99.30.34.35. 

3.5. 13. t8. 19.90.96.98.99.30.33.34 

5. 10. it.i3. i5. 19. 30. 99. 93. 96*99. 3o.}t. 33. 35. 38. 

o    s.  8. 13. 14.  «H.  »t^.  30. 31 .33.36.97.31 .33.33. 34. 

35. .3g. 41 .45.48.50.51. 

9 .6 . 8 . 1  o.  Il .  i3  «  1 4 . 1  A.93 . 94 .  3o.3 1 . 39 . 33.34 .37 .38 . 
39.4o.43«43>44*47-^-^<54-55.56. 

9.6.7.10.17.18.96*30.31 .35.43. 44>^> •54. 55. 59. 
9.7. Il . 13. I 3. 18.90. 98. 31.39.34. 4i «44' 4^*48>5o. 

.'il .  J7.C1 .63. 

7n  i3.'»i  '.'».'ï8.3i  33  35.43.44.47.53.53.55.36. 
59.61 .63. 63. 63. 67. 68. 69. 

5.11.13.14*15.90.96.98.99.31.33.34.39.40.43.  44. 
45.47.53.58.59  60.69.68. 

3.6.7.98.39.30.34.35.37.39.43.47.48.53.54.59.60. 

63.66.68.70  7',  75.77. 

9,5.6.8.i3.  i4.i5.i8.i9.'?o.33.'i4.3i..l4  .35. 3g. 43. 
43.45. 46 . 47 .  5o .  .')3 . 53 . 54 . 55. 56  57 . 58 . 60. 63.66.67 • 
71.73.73  74.76.79.80. 

3. 6.7. 13. 14. 15.19. 93. 94 -36. 37. 38.39.30.31. 33.35. 
38.41 .43.46.48.51 .54.56.56.59.60.61 .69.63.65.66. 
70.74.75.76.89.83.86. 

5.7  10.  i3.  i4<  >5. 17.  il  .'.)3. 76.39. 37. 38.39- 40. 41. 
56. 57. 58.59. 66.68.71. 74. 76,80.89. 83.84.87.90.99. 
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Propriétés  des  vacùics  de  1  équation   =  u,  ou  fit 

est  premier. 

Soit  «  une  racine  imaginaire  de  l'éqiuiio» 

de  degré  m  premier^  les  m  —  i  racines  de  l'ét^uaiiou 

(aj   =0 

^  *  «—I 

sonl,  comme  ou  «ait, 

a, 

Soil  maintenant  a  une  racine  primitive  du  nombi'e  pre- 
mier m  on  de  la  congruence 

x'^'wt    (mod.  m); 
les  m  —  I  racines  de  celle  congruence ,  savoir 

peuvent  être  représentées  par  les  diverses  puissances  de  a* 

aux  nuiltipirs  près  de  ni  \  cl,  par  conséquenl ,  les  m  —  x 
racines  de  l'équation  (a)  sont 

a,    «*,    a*  , . . . ,    a*  , 

€11  -.ai  le  (jue  chacune  d'elles  s'obtient  en  élevant  la  précé- 
dente à  la  puissance  a\e\.  la  même  chose  a  lieu  encore  à 
cause  de  1  (mod.  m) ,  si  rou  range  en  cercle  ces 

m  racines,  et  que  l'on  considère  successivement  chacune 
d'elles  comme  étant  la  première.  D'après  cela^  si  x 


549  TmOT-QUATltÈXB  LEÇO». 

désigne  l'une  quelconque  des  raciaes  de  Té^jualioa  (  3  ) }  et 
que  l'oQ  fasse 

les  m  raciues  de  Téqualioii      seront  représentées  paf 
et  Ton  aura 

C^est  sur  cette  propriété  que  repose  la  méthode  de  M.  Gauss 
pour  la  résolution  de  réquation  (a),  dopi  nous  nous  oocu^ 
perons  dans  une  prochaine  leçon. 
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VINGT -CINQUIÈME  LEÇON. 

De»  coii|{nieiiCM  irrédoetiblM  »uiir«iil  un  module  premier.  —  Dee  uon- 
vdlct  qatomét  imagioalres  qui  DaitMnt  de  1«  lliéorie  des  nombre*. 
—  Des  raeinee  d'une  congruenee  irréduetible.  ^  De  le  con^frueiice 

jt''  —  o  (mod.*/»).  —  Propriété  d*»  racines  d  une  congrueorc  irré- 
duciible.  —  Des  racines  primitives.  —  Rcf^herche  de  toutes  le»  rariiu-:» 
d'une  congruencc  quelconque.— AppUeitfon  de  Ift  tbéoriah  Un  «seniph; 


i}es  congnwnces  ùréducùbles  suivant  uit  module 

premier. 

Soient  p  un  nombre  premier  et  F  (x)  une  fonction  en- 
tière .de  X  à  coefficients  entiers.  La  congmence 

F  (jp)  V  o   (mod.  /») 

est  dile  irréductihle ,  s  il  est  impossible  de  li  ouvei  iiois 
polynômes  9  (jr) ,  ^(x)^  ^  coeilicienU  entiers  cl 

qui  soient  tels»  que  Ton  ait  identiquement 

(Quelle  t^uc  suit  la  congrueiice 

V(x)9BO   (niod. />), 

on  peut  toujours  supposer  les  coefficients  inférieurs  au 
module,  et,  si  le  module  est  premier,  ce  qui  est  le  seul 
cas  dont  nous  ayons  à  nous  occuper,  ou  peut  faire  en  sorte 

que  le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  en  x  soit  ruiiité, 
ainsi  que  cela  a  été  expliqué  dans  la  vingt- troisième  le- 
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çon.  Nous  supposerons  toujours  que  les  congruences  tjue 
nous  aurons  à  considérer^  dans  ce  qui  va  suivre  ^  soient 
pr^parto  de  cette  manière* 
Si  la  congnieace 

J?'  (x)  s  a    (mod.  ^) 

n  est  pas  irréductible,  oii  pourra  décomposer  soîj  premier 
membre  en  facteurs  irréductibles^  en  d'autres  termes,  ou 
anra 

T  (x)  4.  (x). .  .  a  (x)  =.  F(x)  -h  PX  (*), 

f  (a-),  19  (  r)  étant  des  polynômes  éganx  ou  Iné* 

gaux  et  à  coefBcicnts  entiers  moindres  que  py  tels,  en 
outre ,  que  les  congruences 

soient  irréductibles.  11  iaut  remarquer  que .  si  t|nL'lques- 
uns  des  polynômes^  (x),  ^  (x),  etc.,  sont  égaux  entre  eux, 
la  cODgruence  proposée  aura  nécessairement  un  diviseur 
commtm  avec  sa  dérivée.  Car  soit 

on  aura,  eu  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

f  (x)—  '  [/» (jp)  ♦  (x)     1  (x)    (x)]  =  F'  (x)  -H  px' 

Si  donc  on  cherche  le  ])lus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  F  (x)  et  F'(j:),  en  négligeant  toujours  les 
termes  multipliés  par  on  trouvera  un  diviseur  com- 
mun fonction  de  x. 

Théor^ms*  —  Si 

F(x)so   (mùà.  p) 

est  une  caagnwnce  itréductibla,  mhmnt  utê  module  pre^ 
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jnwr,  el  si  ton  a  identiquement 

0,     /  désignant  des  fonctions  enivres  de  x  dont  les 

coejficienls  sont  (tes  entiers  itiféiieuis  ii  }k  et  y  une 
Jonction  entière  à  coefficients  entiers,  mais  i^uelcongtics  ^ 
on  aura  aussi 

oit 

#  • 

fi     /j  ^'ff^i^^  des  fonctions  entières  de  j\ 
Supposons  que  1  ou  n'ait  pas 

t(x)  =  F(x)/,(x)4-/^X. 

je  dis  (|iie  Ton  aura 

+  (âr)  =  F(*)/,(*)+/>x.(*). 

Pour  le  démontrer^  soit  r  le  coefficient  de  la  plus  haute 
pmssance  de  x  dans  9  (x)  ^  en  ajoutant  à  <p  (x)  un  poly- 
nôme de  la  forme  pl  {x)  de  degré  inférieur  au  sien,  on 

pouna  leiidie  tous  les  ternies  divisibles  par  r,  en  sorte 
que  l^oQ  aura 

(4)  f(x)9BrR  (mod./^). 

Cda  posé,  les  premiers  termes  des  polynômes  F(x) 
et  Rayant  pour  coeflicient  Fuiiité,  faisons  sur  ces  po- 
lynômes Topera t Ion  du  plus  grand  commun  diviseur, 
en  ayant  soin  d  ajouter  à  chaque  reste  un  polynôme  de 
lafonnc  /'X(jr)  choisi  de  manière  qu'après  cette  addi- 
tion, le  reste  en  question  soit  divisible  par  le  coefficient 
du  terme  le  plus  élevé;  en  outre,  avant  de  prendre  ce 
tesie  pour  diviseur,  nous  supprimerons  le  facteur  com- 
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mun  à  lous  ses  lermes.  Comme  on  admet  que  réalité  (i) 

ne  peut  avoir  lieu,  on  airivi'ia  nécessairemenl  h  un  reste 
numérique  r„  qui  ne  sera  pas  nul  suivant  le  module  p.  El 
si  Ton  suppose ,  pour  fixer  les  idées ,  que  le  degré  de  F  (.r) 
ne  soit  pas  inférieur  à  celui  de  f  (x)  ou  R,  on  aura  cette 
suite  d*ëgalitës  ou  de  congraences , 

IP(x)sRQ,  -t-r.n,, 
RsR,  Q}  H- rjR:, 
(mod.  p)^ 
•  •••••••  «  « 

Ti,  Ttvf  ''n  sont  des  entiers  qui  ne  sont  pas  nuls  suivant 
le  module  etR|,  Ri,...,  Qi,  Qi>«-M  sont  des  fonctions 
entières  de  jr  dans  lesquelles  le  terme  le  plus  élevé  en  x 

a  pour  coefficient  Tunité.  Des  relations  (4)  (^))  ^ 
déduit 

irr,R,fiarF(j:)-Q.(})(x), 
rr,    R,         -h  Q,  Q,)  t  («)  —  '"Qt  F  («)    (mod.  p)\ 


la  dernière  de  ces  relations  aura  la  forme 

rr,r,. «H  MF  (*)  —  (mod./»}, 

ou 

(6)  *H-/*P  =  Mr(x)-Nt(*), 

M,  N,  P  désignant  des  fonctions  entières  de  et  st  un 
nombre  entier  difTéront  de  zéro  et  inférieur  à  p .  11  est  évi* 

dent  qu^on  serait  arrivé  au  même  résultat  si  Ton  eût  sup- 
posé  le  degré  de  F  {.r)  inférieur  à  celui  de  f  (x).. 

Des  égalités  (i)  et  (6),  on  déduit 
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OU 

f  (x )  [ a-}  (x)  -h    P     ,r }  -i-  /j  N  X  (x  ;] 

Or,  par  noire  hypollièse,  le  polynôme  F  [x)  ne  saurait 
avoir  aucun  facteur  commun  avec  f>  (^)  »  donc  il  divise 

on  a  donc 

/t  et  étant  des  fonctions  entières.  On  peut  supposer 
que  les  co<  ients  de  (x)  soient  rabaissés  au-Jessous 
dp  p  et  qu  ils  soient  tous  divisibles  par  le  coefficient  de 
la  plus  haute  puissance  de  x;  alors,  comme  le  premier 
terme  de  F  (  r )  /i  (r)  doit  détruire  le  premier  terme  de 
a^{x)^il  faut  que  /i  (x)  soit  divisible  par  par  consë* 
ffuent  /i  (:r)  le  sera  aussi.  Supprimant  donc  ce  facteur  a , 
ou  aura  une  égalité  de  la  forme 

4,(x)  =  F(X//.(x)4-/»X. 

ce  cpii  démontre  le  théorème  énoncé. 

Corollaire  I.  —  Si 

F  (x)  s  o   (mod.  p) 

est  une  congmence  irréductible  suivant  un  module  pre-. 
mier,  et  si  Von  a  identiquement 

f .  (*)  f,  («)...  f«      =  F -h px (x), 

(x)  et  J'(x)  étant  des  fonctions  entières  dexà  coef-s, 
fieients  entiers  moindres  que    ^  [^c)  étant  aussi  une  Jonc* 
tion  entière,  on  aura,  pour  une  valeur  de  m  au  moins, 

fiCtyi  désignant  des  Jonctions  entières. 
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Cette  proposition  scclécluitimmédiatemenidu  lliéorèmc 
qu'on  vient  d'établir. 

GoaoLLAtftB  II.  —  Le  pf^tnier  membre  d*une  con'^ 
gruence 

F(x]390  (mod.p) 

de  module  premier,  ne  peut  être  décomposé  que  d'une 
seule  manière  en  facteurs  irrédncUbhs, 

Des  nouvelles  quantités  imaginaires  qui  i laissent  de  la 

théorie  des  nombres. 

Soient  p  un  nombre  premier  et 

F(x)so  (mod./y) 

une  congrucnce  ii  leduclihlc  truu  degré  v  supérieur  h  t. 

La  congruencc  proposée  n'a  aucune  racine  ciUièrej 
mais  si  Ton  trouve  on  avantage  quelconque  k  introduire 
dans  le  calcul  une  quatuUé  i  assujettie  à  la  condition  de 
vérifier  la  congruence 

F(i)aBO  (mod./y), 

ou  devra  regarder  celte  quantité  i  comme  un  symbole  ima- 
ginaire d'une  nouvelle  espèce.  Et,  comme  on  peut  faire 

en  sorte  que  le  coefficient  de  i*  dans  F  (i)  soit  Tunité ,  on 
voit  qu*eii  négligeant  tous  les  termes  qui  sont  multi- 
pliés par  py  la  puissance  v*^'"''  de  i  pourra  s'exprimer,  au 
moyen  de  F  (t)  bo,  par  une  fonction  entière  de  i  du  de* 
gré  V  —  t.  La  même  chose  aura  lieu  pour  toutes  les  puis- 
sances de  I  supérieures  à  la  (v  —  i)'^"*',  en  sorte  que  toute 
fonction  entière  de  /  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

/f*  -h  «I  i  -\-Ot  #'  -h. .  .4- 

ffn ,  «j    •  • .  «  v-i  étant  des  nombres  entiers  qu'on  peut  ra- 

baisser  au-iU>>ous  de    ou  négligeant  tous  les  termes  mul- 
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tipliés  par  p.  Pour  mluirc  à  celle  forme  une  fonction  en- 
tière de  /,  le  plu-i  bimpltî  sera,  en  généial,  de  diviser  la 
fonction  donnée  par  F  (i  )  et  de  pousser  1  opération  jusqu'à 
ce  qa'oo  obtienne  un  mie  de  degré  inférieur  À  v;  ce 
reste  sera  la  Taleur  réduite  de  la  fonction  donnée.  L'ex- 
pression 

«•  H-  fli  /  -h        -h . . 

est  rc!cpi*e9sion  la  plus  générale  des  nouvelles  quantités 
imaginaires  qni  naissent  de  la  théorie  des  nombres  \  leur 
introduction  dans  l'analyse  est  due  a  Galois,  Nous  allons 

développer  ici ,  à  notre  point  de  vue,  les  résultats  que  ce 
grand  géomètre  a  obtenus  et  qu'il  a  indiqués  suce  incie- 
ment  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathémaliques  de 
Férussac  (tome  XIII,  page  ^98)  (*). 
D'après  le  théorème  établi  plus  haut,  si 

iont  des  fonctions  entières  de      et  si  l'on  a 

cW-i-dire 

f .  (')  t.  (')•  ••».(')  =  «?  +  PX{i), 

f  X  étant  des  fonctions  entières  j  une  au  moins  des 
quantités    (0  9  ?t  (')t  congrue  à  zéro  suivant 

le  module  p.  Nous  ferons  dans  la  suite  un  fréquent  usage 
de  cette  proposition. 

Les  quantités  imaginaires  que  nous  considérons  com- 
prennent, comme  cas  particulier,  les  nombres  entiers. 


(*)  L'arlich»  |juhlic  f»nr  Galois  on  i83o  dans  le  HuMelin  de  F<»rt>ssHC  a 
été  reiinprimt'  rnsiiitc:  avec  ses  autres  Mémoiros  dans  le  tome  XI  du 
tvmmttt  àe  Malhèmati*iurs  pures  rt  appliqut^s. 
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Aussi  le  ihéorème  fondamental  que  nous  avons  démontré 
dans  la  vingt-troisième  leçon  cl  (]ui  est  relatif  an  nombre 

des  racines  eulières  d'une  con^^uence,  est-il  un  cas  pai  li» 
culier  du  théorème  suivant  que  uous  allous  éiablir. 

TnÉOEÈME.  —  Sip  est  un  nombre  premier  et  que  idc^ 
signe  une  racine  de  ia  congruence  irréductible  de  de- 

(0  F(*)so  (mod./>), 

une  congruence  de  degré  m  non  uicnuque,  tciie  que 

(2)  ?(x)wo  (mod. /»J» 

ne  peut  auoir  plus  de  m  racines  distinctes  ayant  la 
forme 

(3)  iï.H-«,iH.a,i»^-*..-H«,_,i*~S 

oà  ao,  ai ,  etc,,  désignent  des  entiers  injérieurs  à  p. 

On  peut  employer,  pour  démontrer  ce  théorème  gé- 
néral ,  le  raisonnement  qui  nous  a  servi  dans  la  vingt- 
troisième  leçon ,  pour  établir  le  tbéorème  analogue  relatif 

aux  racines  entières. 

Supposons  que  la  congruence  (2)  admette  une  racine  a 
de  la  forme  (3),  on  aura 

* 

si  donc  (P|  [x)  désigne  le  quotient  de  la  division  die  ^  (x) 
par  X  —  a,  la  congruence  (2)  }>ottrra  s'écrire  comme  11 

suit  : 

Si  la  congruence  (  >.  )  admet  une  deuxième  racine  6  diffé- 

renie  de  a,  mais  de  même  forme,  on  aura 

(C— «)f,  (6)^0    (mod. />); 
mais  ê  —  a  étant  diUérent  de  zéro  et  d'un  dc^ré  inférieur 
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«  V,  on  ne  peut  avoir 

6  —  oceso  (mod./»), 

donc  oo  a 

(6)so  (inud. 
li  wil  de  U  qne  $  est  racine  de  la  congruence 

Le  raisoiiiicuitiit  qui  piécède  ne  suppose  pas  ((ue  les 
foeflicients  de  la  congnience  {'x)  soient  entiers  ,  mais  seu- 
Jement  qu'ils  soient  de  la  forme  (3).  Ce  raisonnement 
proBTe  que  la  congruence  (2)  de  degré  m  ne  peut  avoir 
qa*une  racine  de  plus  que  la  congruence  (4)  àe  degré 
m^t,  A  son  tour,  cette  dernière  ne  peut  avoir  qu^une 
racine  de  plus  qu'une  congruence 

(5)  f,(j:)^o   (moâ,  p) 

de  degré  m — par  suite,  la  congruence  (a)  ne  peut 
mir  que  deux  racines  de  plus  que  (5),  et,  en  poursuis 
vint  ce  raisonnement  9  on  fera  voir  que  la  congruence  (a) 
ne  peut  avoir  que  m  —  1  racines  de  plus  qu'une  con- 

gnu  rj(  e  du  premier  degré,  laquelle  n'ndmet  évidemment 
qu  une  seule  racine.  D'où  il  suit  eniiu  que  la  con- 
gruence (a)  ne  peut  admettre  plus  de  m  racines  de  la 
forme  (3). 

CoiOLLAiaB.  —  Supposons  que  la  congruence  (1),  sa* 
voir 

f(x)3  0    (mod. /^) 

ait  eâectivcment  m  racines  distinctes  a,  ^  v"»  ^  <lc  1^ 
ferme  (3),  la  congruence 

T  (*)  —     —  a)  (x  —  Ç). , ,  (x     a»)  s  G    (inod.  p) 

admettra  ces  mêmes  racines;  or  celle-ci  n*est  que  du  de- 
gré m  —  j ,  donc  clic  doit  être  ideniit|ue,  et  Ton  a 

^  (x)  =  («  —  a)  (x  —  6). . .  (j:     o>)  -h  y/  x  (  r) , 
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/  (  r)  c'tani  uii  pulyiiùiuc  doul  lc$  coeAîcienU  sont  des 
iouciiou5  entières  de  i. 

Des  racines  d'une  congruenee  irrétUwtihie, 
Soient  p  un  nombre  premier  et 

(i)  F(x)s5  0    (maà,  pj 

une  congruenee  irréductible  du  degré  v.  Soii  i  une  racine 
de  celle  congruenee ,  et  posons 

A        -h  ff»  I  +a«  i*-h.  ..-4-  o^_^ 
<tt9  Ai  I  ^tc.,  étant  des  entiers  compris  entre  les  limites  o 

et  p  —  I,  ou,  si  Ton  veut,  entre  les  limiies  — ^  '  et 

+  ^  -  -  »  Chacun  de  ces  coefticients  a  étant  ainsi  suscep- 
tible de  p  valeurs  distinctes,  Texpression  de  A  pourra 

prendre  p*  valeurs  distinrfes;  1  une  tle  ces  valinus  sera 
zéro,  nous  en  iérons  abstraction  et  nous  considérerons 

seulement  les  p*^i  valeurs  de  A  différentes  de  aëro. 

Si  a,  o,  y,  etc.,  désignent  des  valeurs  de  A  égales  ou 
inégales  entre  elles,  le  produit  «r^y...  sera  une  fonction 

entière  de  /  dont  ou  pourra  rabaisser  le  degré  au-dessous 
de  V  à  I  aide  de  F  (i)  be  o,  et  ramener  les  cuefiicients  enirc 

les  limites  o  et  p — i  ou  —  ^  ^  '  et^  ^  *  ;  ce  produit  sera 

donc  aussi  une  valeur  de  A)  et  il  ne  sera  jamais  nul, 
car  pour  que  Ton  eût 

«67.^.90  (mod.^), 

il  faudrait  quo  Tune  des  quantités  5?,  y,  etc.,  fut  con- 
grue à  zéro  suivant  le  module  ce  qui  est  contre  l'hy- 
pothèse. 
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Cela  posé,  soit  a  l'une  des  valeurs  de  A;  toutes  les 
puissances  de  a ,  savoir  : 

et,  ot%  a%  a*,. . 

seront  aussi  des  valeurs  de  A.  Maïs,  parce  que  A  n'a  que 

p* —  I  valeurs  fiistinctes ,  il  faut  que  quclqucs-unos  de  ces 
valeurs  se  irouvenl  reproduites  une  inliuité  de  fois  dans 
la  série  des  puissances  de  «c.  Supposons  que  l*on  ait 

«•*"'asa""    {mo6,p)f    ou        i^a"  —  i)so    (luod. y?). 

Comme  y."'  ne  peut  èlre  ïéro  suivant  le  module  il  laui 
^e  Tou  ait 

«"SI    (mod. /»}, 

et,  par  suite, 

n  y  a  donc  une  infinité  de  puissances  de  a  qui  se  rédui- 
sent à  r  uiuié.  Soit  fi  le  plus  pelil  nombre  c^ui  soit  tel,  que 
1  ou  ail  « 

a"  n  1  (œod. 

on  aura  ces  n  valeurs  dislinclcs  de  Â ,  savoir  : 

(a)  I,  «,  «*, 

Si  Ton  a     —  i  =     les  quantités  (a)  seront  toutes  les 

valeurs  de  A.  Si  Ton  a  i  ^  it,  soit  6  Tune  des  va- 
leurs de  A  qui  ne  font  pas  partie  des  quantités  (2);  en 
muliipliani  ces  quantités  (2)  par  6,  ou  obtient  les  n  nou- 
velles valeurs  suivantes  de  A  : 

(3)  €,  «S,  a*6,..  .,  a"— S. 

Ces  valeurs  sont  différentes  entre  elles ,  car  soient  n'  et 
deux  nombres  inférieurs  à  n  ;  si  Ton  avait 

at«'6  —  ««"6so  (mod*/»), 

a3 
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cuiiiuie  on  ne  peut  avoir  o  aeo  (mod.  p),  ou  aurait 

ce  qui  est  contre  Thypothèse.  En  outre,  les  quantités  (3) 
sont  djsiînctes  à^(9)\  car  si  Ton  avait,  par  exemple , 

on  aurait,  en  multipliant  par 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

il  résulte  de  là  que    —  i  est  égal  ou  supérieur  à  si  n. 

Si  /j'  —  1  est  plus  ^rand  quo  9!  n ,  soit  y  une  nouvelle  va- 
leur (le  Â  ;  en  multipliaut  par  y  les  quantités  (2) ,  on  ol>- 
tient  le»  nouvelles  valeurs  suivantes  de  A  : 

(4)  7>  «V>  «'7y  »  «"^'y* 

Le  raisonncmeui  4{ue  nous  venons  de  iaire  prouve  que 
ces  quantités  (  j)  sont  différentes  entre  elles  et  distincte» 
des  quantités  (2)^  il  est  aisé  de  voir  aussi  qu^elles  sont 
distinctes  des  quantités  (1),  car  si  Ton  avait,  par 

exemple , 

en  multipliant  par  oc""^',  il  viendrait 

a*7  5sa«+«^e   ou    7  «  (mod./>), 

ce  qui  est  contre  ^hypothèse, 

11  résulte  de  là  que      —  i  est  l'ixal  ou  supérieur  à  3/1. 

£t,  eu  poursuivant  ce  raisonnement,  on  voit  que     —  i 

est  nécessairement  un  multiple  de  iî.  Par  suite,  la  con- 
gruence 

«^ssi  (mod. 
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entraîne  nécessai remeut 

— i&o  (mod.p). 

Ëtoomme,  en  particulier,  i  est  l*une  des  valeurs  que  peut 
prendre  A ,  on  peut  faire  a  =  < ,  et  Ton  voit  que  Ton  a 

i' ^' — ISO  (mod. 

c'est-à-dire 

/(OF(f)  =  i'''  '-i+/,X(')» 

/et^  désiguaut  des  ioiictions  entières. 

Ce  résultat,  dégagé  de  la  considération  des  imaginaires, 
se  traduit  dans  le  théorème  d'algèbre  suivant  : 

TeioafeMB.  —  Si  p  est  un  nombre  premier  et  que 

P(ar)  =  X*  -h  Pi  x""'  -h  Pî  Jtr""*  4-. ..  soit  un  poij  nôme 
du  degré  v  à  coefficients  entiers^  tel,  quon  ne  puisse 

ip(x)+(*)  =  F(«)-+-/>xW» 

^  (x) ,  ^  (x)  et  [x)  étant  des  polynômes  à  coefficients 
entiers,  on  pourra  poser 

/(u:)F(4p)  =  *'*-*-i4-/»xW» 

OU,  si  Bon  veut, 

/(«)  F  {x)  =      — *  -+-/>x  (*)» 
/e^    désignant  des  poljnôines  à  coefficients  entiers. 

va  nous  pei  uicUre  de  démontrer  que  la  congrucuce  pro- 
posée 

F(i:)bo  (inod./>j 
admet  v  racines  disûnctes  de  la  forme  A. 

a3. 
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Remarquons  d*al>6rd  que  les  coefficients  de/  (jt)  pou- 
vant être  rabaissés  au-dessous  de  /?,  le  degré  de  J  (x)  F  [x) 

est  uéces.<>aireiiieiit  égal  à  p\  Cela  po&é,  d'après  ce  qui 
précède,  la  congnience 

admet  pour  racines  les  valeurs  de  A ,  zéro  compris  ; 
d*ailleurs  les  racines  de  cette  congruenee  appartiennent  A 
Fune  on  à  l'autre  des  deux 

/(x)  ss  o   (mod.  />)  y       F      B  o   (mod.  p). 

Si  donc  la  seconde  de  ces  deux  congniences  avait  nioius 
de  V  racines  de  la  forme  A ,  il  faudrait  que  la  pi*cniière 

eût  plus  ài^p"  —  V  racines  de  la  même  forme,  ce  qui  est 

impossible ,  puisqu'elle  n'est  que  du  degré  p*  —  v. 

Ainsi  l'on  peut  considérer  une  congruenco  iriMVlîH  tiblo 
de  degré  v,  suivant  uu  module  premier,  comme  ayant  v 
tadnes  imaginaires  qui  sont  des  fonctions  entières  de 
Fune  d^entre  elles. 

De  la  congruenee  x''  —  xsao    {inod.  p). 

Il  résulte  de  cv  qui  précède  (jue  s'il  eitîsle  une  con- 
gruenee irréductible  du  degré  v ,  suivant  le  module  pre- 
mier p^  et  que  t  désigne  une  racine  de  cette  congruenee  - 
irréductible }  la  congrueuce 

9'  —  X     o   (mod,  p) 

admet  p*  racines  qui  sont  toutes  des  fonctions  entières 
de  i.  Or  on  peut  prouver  aisément  Texistencc  d'une  con- 
gruenee irréductible  de  degré  v,  quel  que  soit  le  module 
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prenuerp  (*),  Nous  commencerons  par  établir  le  lemme 
suivant  doni  nous  ferons  nsage. 

Lemme.  —  Soient  f  (.r)  une  fonction  entière,  p  un 
nombi'e  premier  et  n  un  nombre  entier  quelconijuc ^  on  a 

X  (x)  désignant  une  fonction  entière* 
Soit 

la  puissance  p*"'^"  de  f{x)  renfermera  d'abord  les  pui»* 
Muices  f^'^'  des  difiérents  termes^  elle  renfermera,  en 
outre,  d*autres  termes  contenant  certaines  puissances  de 

plusieurs  itriiies  de J  {x)  ^  le  coelllcÎLiit  de  i  un  i£uelcoii(^u<i 
de  ces  derniers  termes  aura  la  forme 

(i .2. • .       * .  (i.a...^^)' 

<lu  ^t>***9  ^1  étant  des  nombres  inférieurs  à  ce  coeffi- 
cient est  donc  divisible  par  jf  et  Ton  a 

mais,  par  le  théorème  de  Fermât,  on  a 

a' s  41  (mod. 

donc 
ou 

X{x)  désignant  une  fonction  entière. 

(  *  )  Galoit  n'a  indîqaé  tneune  démoDttritioii  Mtitfiiiiante  de  ee  point 
»piUl.  La  dcmonitnitloii  quej'fti  trouvée  et  que  je  présente  ici ,  ne  Uisit 
néa  è  détirer  I  je  pense»  «om  le  rapport  de  la  rigueur  el  de  la  clarlé. 
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'Si  Ton  met  x^"*  au  lieu  de     il  Tient 

/  U-/)  =  [/ (x/"' )  j  V /.X  W , 

X  (vCj  éiaiit  ici  unv  nouvelie  iouctiou  entière.  Cela  pobc, 
admettons  que  Ton  ait 

en  ('levant  celle  égalité  à  la  puissance  p  et  ayant  égard  à 
la  précédente ,  il  vient 

Donc,  si  cette  dernière  égalité  a  lieu  pour  une  valeur  de 
l'exposant  n ,  elle  a  lieu  pour  la  valeur  immédiatement 
supérieure;  d'ailleurs  elle  a  été  démontrée  pour  ns=i^ 
donc  elle  est  générale. 

Ce  lemrac  établi ,  considérons  la  congruence 

et  d»  <  uniposons  le  pi  ciuier  nn  iubre  en  iacteurs  irréduc- 
tibles, de  manière  que  Ton  ait  * 

(aj       F  i*)  F,  (x)  F,  (x), .  .  =  x/*'  —  x  (*)» 

F,  Fi  V  •  X  ctanl  (les  fonctions  entières.  Parmi  le»  fac- 
t(>iirs  F  (x),  Fi  (x) ,  etc.,  il  y  eu  a  ^  qui  sont  du  premier 
degré  et  qui  ont  respectivement  pour  valeurs 

X,      X    1,     X~2»...,X    p  t'y 

les  autres  facteurs  sont  de  degrés  supérieurs  et  deux  quel- 
conques d'entre  eux  ne  sauraient  être  égaux ,  puisque  la 

fonction  —  x  n  a  aiicuii  fadeur  coiummi  avec  î»a  dé- 
rivée.       ouUe,  la  somme  des  degrés  des  polynômes 
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F  (x) ,  F,  (j  ) ,  etc. ,  est  nécessairement  ^tle  à       car  le 

premier  terme  du  produit  de  ces  polynômes  doit  détruire 

le  terme  xf\ 

Cela  posé,  je  dis  que  parmi  les  polynômes  F(jc), 
F,  {x)y  etc.,  il  n'y  en  a  aucun  dont  le  degré  soit  supérieur 
i  V.  En  effet ,  supposons ,  8*îl  est  possible ,  que  le  degré  fut 

de  F  (x)  soit  supérieur  à  v  ,  et  désignons  par  i  une  racine 
de  la  congruenec  irréductible 

F(x)5  0    [mod,  p). 

Posons  aussi 

=  <i,  -h  a,  /  -t-        4-  . . .  -h  i'**"'. 

¥  (jr.)  étant  un  tacteur  de  a:''  — x  -h p^(x)^  la  con- 
gruence  (i)  admet  t  pour  racine»  ei  i*on  a 

(mod. />). 

Or»  d'après  le  lemme  qui  précède,  on  a 
donc 

[/(or û  (wod.i»), 

et,  par  suite,/ (i)  est  racine  de  la  congrucricc  (i).  iNous 
sommes  ainsi  conduits  à  cette  conséquence»  que  la  cou- 

gruence  (  i  )  qui  est  du  degré     aurait  pour  racines  les  p'^ 

valeurs  distinctes  dont  f  (i)  est  susceptible  ;  or  cela  est 
impossible  si  est  ^  v;  il  est  donc  absurde  de  supposer 
que  le  tlegré  de  F  (.r)  soît  supérieur  à  v. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que,  parmi  les  polynômes 
F  (x),  Fi  (:r),  etc. ,  il  y  en  a  nécessairement  quelques-uns 
dont  le  degré  est  égal  à  v.  En  effet,  si  tous  ces  polynômes 
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sont  de  degré  inférieur  à  v  ,  comme  ils  sont  irréductibles, 
chacun  d'eux  divisera,  suivant  le  module  Tune  des 
fonctions 

en  sorte  que,  si  Von  décompose  en  facteurs  irréductibles 

le  produit  de  ces  binômes,  tous  les  polynômes  F  ( j. ) , 
F|  (x) ,  etc.,  ieront  partie  de  ces  facteurs.  On  aura 
donc 

(xP-^  x)  {xf'  —  *)...  {xf""*  —  x) 

=  [xP'^x}if{x)-^px(*), 

(j>  et  étant  des  tuiiciions  enlièn's.  Or  une  pareille  éga- 
lité est  impossible-,  en  eiiet,  les  coefficients  de  f  (x)  étant 
rabaissés  au-dessous  de  f^,  le  premier  terme  du  premier 

membre  qui  est  du  degré    +     -i-  ...  -h  p'"^'  sera  égal 

au  premier  terme  de  (x^"  —  x)  f  (x),  dont  le  degi^é  est 

au  moins  égal  à     ;  on  aurait  donc 

ce  qui  est  absurde. 

On  peut  conchuede  là  (ju'il  existe,  dans  tous  les  de- 
grés, des  congrueuces  irréductibles,  suivant  un  module 
premier  P)  et,  par  suite,  que  la  congruence 

xf^  —  X  B£  o    (  mod .  p  j 

a  p*  racines  qui  dépendent  nécessairement  d'une  seule 
congruence  irréductible  de  degré  v. 

Maîntetiatit ,  pour  .noir  retle  coniiiurnre  irréductible, 
d  où  dépendent  les  racine»  de  la  congruence 

x'*  ^  JL  3SO     (  lllOtl.  p  ]  f 


Digitized  by  Google 


m       V1^GT-CINQUIÈME   LEÇON.  '  36l 

la  UMiihode  la  plus  générale  sera  de  délivrer  d'abord  cette 
congraence  de  tous  les  facteurs  communs  qu'elle  pourrait 
avoir  avec  des  congruences  de  degré  inférieur  et  de  la 

forme  x'''* —  x^o.  On  obtiendra  ainsi  une  i  ongruencc 
qui  devra  se  partager  en  congruences  irréductibles  de 
degré  v. 

Propriété  des  racines  d^une  congruence  irrédudibie. 

On  peut  exprimer  toutes  les  racines  de  la  congnience 
îrréductiblè  de  degré  v 

par  les  puissances  de  l'une  quelconque  d  entre  elles. 
En  effet ,  nous  avons  vu  que  Ton  a 

^  étant  une  fonction  entière.  Si  donc  x  désigne  une  ra- 
cine de  la  proposée ,  toutes  les  racines  seront  représentées 
par 

Toutefois,  pour  légitimci-  cette  conclusion,  il  faut  prou- 
ver que  les  quantités  précédentes  sont  différentes.  Il  suffît 
pour  cela  de  faire  voir  que  si  /  désigne  une  racine  de  la 
proposée ,  on  ne  peut  avoir 

if     ssiP  ^   ou   if  [if  ^j»-iJ_,JaBo   {mod.  p). 

En  cHet,  supposons  f[ue  cela  ait  lieu.  Coaiaie  u'est 
pas  nul ,  suivant  le  module    ,  ou  a 

/^'""'-iiso  (mod./.). 
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Oi  Texposani  de  la  plus  petite  puissance  de  i  congrue  à 
ruuité,  divise  p  * — et  n'a,  par  suite,  anctm  facteur 
commun  avec     ;  on  a  donc 


—  laso   (mod. /?}, 


ou 

F(i)/(0  =  ''"'~t+/'X(Oi 

J  el  ^  désiguaul  des  fonctions  entières.  Or  cette  égalité 

est  impossible  ;  car  n  étant  inférieur  &  y,  t'*"-'  — i  ne  peut 
admettre  un  diviseur  irréductible  F  (i)  de  degré  v.  Donc 

on  ne  peut  supposer  ^     ^'i^  . 

Des  racines  priimtwcs. 
Considérons  la  congruence  binôme 

(i)  — ISO  {moA.p), 

et  soit  I  une  racine  d*une  congruence  irréductible  de  de* 
gré  V, 

F(0aBO  (mod./i). 

Si  Fou  fait 

a  =:        a,  i  -t-  a»  t'  -4-  . . .  -i-  a^_^  i"-', 

a^^aij  etc.,  étant  des  entiers  inférieurs  kp^onz^  comme 
nous  Favons  vu  plus  haut, 

a^s  I  (niod./))f 

n  étant  un  diviseur  de  —  i .  Cela  posé,  si  it  est  le  plus 
petit  nombre  qui  soit  tel ,  que  Ton  ait 

a^si  (mod./;), 
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nous  dirons  t|ue  a  est  une  raciue  prÎDiilive  tle  la  eon- 
gruencc 

(2)  «"—140  0  (rood. 

Le  premier  membre  de  la  congniencc  (i)  est  toujours 

divisible  par  le  premier  membre  de  la  rongruence  (a) ,  si 

/}  esl  un  diviseur  de  ' — i;  donc  la  longruciice  (  2  )  a  n 
racines  qui  sont  évs  fonctions  entières  de  1^  nous  allons 
montrer  que,  parmi  ces  n  racines,  il  y  en  a  toujours  de 
primitives.  Remarquons  d^abord  que  les  racines  com- 
munes a  deux  congniences 

x**— 19SO,   X"' — lâso   (mod. />  ), 

dont  les  degrés  /*  el  n'  divisent  p'' — i,  apparticnneut 
aussi  à  la  congruence 

X*— ISO  (mod./?)^ 

où  6  d«''Sigije  le  plus  j^rand  rujinuim  diviseur  de  n  et  n' . 
En  effet,  soient  a  une  racine  conuuuuc  aux  deux  c  mi- 
gruences  proposlës,  et  k  le  plus  petit  nombre,  tel  que  1  on 
ait 

a*aB  I    (mod.  p)* 

Les  puissances  de  a  congrues  à  Tunité  sont  a^,  a'S  etc., 
d'où  il  suit  que  k  divise  n  et  n*\  il  divise  donc  leur  plus 
grand  commun  diviseur  d ,  et  par  conséquent  a  satisfait  k 

x^— i«BO  (mod./;). 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que  les  racines  non  primi- 
tives de  la  eongruence 

x'^^iso  (rood./^), 
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appartieonent  à  une  deuxième  congruenoe 

x^^iso  [mod.p)y 

dont  le  degré  0  est  un  diviseur  de  n. 

Supposons  d^âbord  que  n  ne  renferme  qu'un  seul  fao- 
leur  premier  ^,  (^uc  i  ou  ail,  par  exemple  , 

Lc^  raciues  uoii  pi  imitives  de  la  cougruence 

/» 

appartieudroDl  ausdi  a 

jc^^  ' — laso  (mod./»). 

Celle-ci  a racines^  donc  la  proposée  a  g*^ — ^'*""» 

uu^^^i  —      racines  primitives. 

Supposons,  en  stnond  lieu,  que /t  coniiciinu  pludieurs 
iacicurs  premiers  >  ^>  ^  >  g''^  etc.,  et  soi^ 

la  cougrueuce  pioposée  sera 

*«'"*'^'*"'"''--I»0  (MOd./*). 

Considérons  les  congruences 

— iso,    x^'^ — i^siOy..*,  (mod./»}; 

et  désignons  par  a  une  racine  de  la  première,  par  ùl'  une 
racine  de  la  deuxième,  etc.  Le  produit 
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se»  une  racine  de  la  proposée,  et  ce  sera  même  une 
racine  primitive,  si  l'oii  prend  pour  a,  a',  etc.,  des  ra- 
cines primitives  des  cougrueuces  auxquelles  elles  appar^ 
tiennent  respectivement.  U  suffit,  pour  établir  cette  pro- 
position, de  répéter  textuellement  des  raisonnements  que 
nous  avons  suffisamment  développés  dans  la  leçon  pré- 
cédente. On  voit  aussi  que  le  nombre  des  racines  pri- 
mitives de  la  proposée  est 

'■'■'■'-...(.-;)(.-,;) 

Si  a  désigne  une  racine  primitive  de  la  congmence 

leo    (mod./;),  * 

tontes  les  racines  de  cette  congmence  seront  représentées 

par 

Je  dis,  en-outre,  que  a  dépend  d'une  congraencc  irré- 

ductihlc  de  degré  v.  En  efTet ,  le  binôme  x''  ~*  —  i  n'ad- 
met aucun  facteur  irréductible  de  degré  supérieur  à  v; 
«t,  si  a  était  racine  d'une  congmence  irréductible  de 

degré  inltjricur  à  v,  il  n'y  aurait  pas  p*  —  i  fonctions 
entières  de  a  distinctes  entre  elles  et  dillérentes  de  ^ro  ^  par 

conséquent,  les  /'* — x  premières  puissances  de  et.  ne  se- 
raient pas-distinctes,  et  alors  a  ne  serait  pas,  comme  on 
la  supposé,  une  racine  primitive.  La  congmence  irré- 
ductible dont  a  dépend  a  pour  racines 

comme  on  Ta  vu  plus  haut,  et  i  ou  a 

xP^^x  {mod.p). 
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Comme  les  puissances  de  p  sont  premières  avor  —  i , 
on  conclut  aiséincul  de  là  que  louu  s  les  ratiiuî»  do  la 
coDgrueuce  ea  a  sont  des  racines  prim^itives;  par  cuiisé- 
qocDt,  le  nombre  total  des  racines  primitives  de  la 
congruence 

~'  —  I  S3  o    (  tiiod.  p) , 

est  un  multiple  de  v. 

Recherche  de  toutes  les  rucùies  d'une  congruence 

quelconque. 

Le  principal  avantage  de  la  nouvelle  tbéorie  que  nous 
avons  exposée  est ,  dit  Galois ,  de  ramener  les  congruences 

à  la  propriété  (si  ulili-  dans  les  é(juati(>ii>  ordinaire^)  d'ad* 
mettre  prcciscmcut  autant  de  racines  (ju^il  y  a  d  unités 
dans  leur  degré. 

La  méthode  pour  avoir  toutes  ces  racines  sera  très-sim- 
ple. Premièrement ,  on  pourra  toujours  préparer  la  con- 
gruence donnée  F  (  a:)  =  o  (  mod.  ) ,  de  manière  qu'elle 
n  ait  plus  de  racines  égales,  ou,  en  d'autres  ternies,  de  ma- 
nière que  le  premier  membre  n'ai  t  pl  us  de  facteur  commun 
avec  sa  dérivée;  et  le  moyen  de  le  faire  est  évidemment  le 
même  que  pour  les  équations  ordinaires. 

Fnsuite,  pour  avoir  les  solutions  entières,  il  suffira 
(vinf^i-lroisiènu*  leçon)  dechci  cher  le  plus  grand  commun 
diviseur  à  F  (or)  et  à  a:''"*  —  i. 

Si  maintenant  on  veut  avoir  les  solutions  imaginaires 
du  second  degré ,  on  cherchera  le  plus  grand  commun  di- 
viseur à  F  [x]  cl  à  Jt''  —  I,  et,  en  général ,  les  solu- 
tions de  Tordre  v  seront  données  par  le  plus  grand  commun 

di>iscur  à  F  (x)  et  à  3f  ~*  —  i. 
11  est  aisé  de  voir  que  si 

F(x)555  0  (mod.//) 
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est  une  coiigrueucc  ({lu  kuuque  de  degré  m,  ses  m  racines 
peuvent  s'exprimer  loules  par  des  fonctions  entières  d'une 
seule  racine  i  d'une  congraence  irréductible.  £n  eâetf 
décomposons  le  premier  tAembre  de  la  congruence  pro» 
posée  en  facteurs  irréductibles,  et  soit 

F,(x)F,(x)  F,  (x)  ...  =  F(x)4-/>x(-«^}» 

pétant  une  fonction  entière.  Soient  v,  fx,  X ,  etc.,  les  nom- 
bres inégaux  par  lesquels  on  peut  exprimer  les  degrés  des 
polynômes  Fi,  Fg ,  F^ ,  etc.^  les  racines  de  la  congruence 
proposée  appartiendront  a  l'une  des  congruences 

x'"— XBBO,   xP^ — drao,  d?'^— «1» o^. .  •  (mod./>). 
et ,  par  suite ,  à  la  congruence 

x/* — x^o  (mod.//). 

Or,  toutes  les  racines  de  celle  dernière  peuvent  s'ex- 
primer par  une  seule  racine  d'une  congruence  irréduc-* 
tible^  donc  la  proposée  aura  la  même  propriété» 

ApplicaMMon  de  la  théorie  à  un  exemple* 

Poor  donner  un  exemple  de  la  théorie  que  nous  venon« 

de  développer,  considérons  la  congruence 

x'*~' —  i  s  o    (  mod.  7). 

D'abord,  il  est  facile  ici  d'obtenir  une  congruence  irré- 
dtictibledn  troisîi me  degré.  Efrectivemenl,  si  h  n'est  pa& 
réàidu  cubique  de  7,  la  congruence 

j^^h   (mod.  7) 
n'admettra  aucune  racine  entière,  et,  par  suite,  elle 
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sera  irréductible.  Or,  parmi  les  nombres  i,  a,  3,  4,  5, 6, 
il  a  que  i  et  6  qui  soient  résidus  cubiques  de  7,  donc 
les  coDgruences 

«*s2,   J7*s3,   jr*s4>  x'sS   (mod. 7) 

sont  irréductibles.  Nous  désignerons  par  i  une  racine  de 
la  congruence 

1'*  SB  2  (  mod.  7  ] , 
et  alors  les  racines  de  la  proposée  auront  toutes  la  forme 

-h  «I  /  H-  I'. 

Cherchons  iiiain((  uaiii  une  racine  primitive  de  la  con- 
gruence proposée  (|ui  est 

(1)  — I2SO    OU    j:'-^     — i&o    (mod.  7). 

Il  suffit  pour  cela  d  avoir  une  racine  pi  imitive  de  chacune 
des  trois  suivantes  : 

j 

(2)  x'^  —  I  5  o,  or^  —  iBOyX"  —  1^0    (D)od.  7}. 

La  racine  primilivc  de  la  première  des  congruencrs  (2) 
est  — 1;  la  deuxième  de  ces  cougruences  (a)  peut  se^ 
mettre  sous  la  foime 

(x»  —  i)  (x^— 2)  (jT^  —  4J  (niod.  7), 

et  ses  racines  primitives  sont  les  racines  des  deux  cou- 
gruences 

x'  s  2 ,  x^  s  4    (mod.  7}  ; 

donc  /  esl  une  racine  j)iimillve  de  la  (!eu\îènie  des  i 
gruences  (2)*  II  ne  reste  qu  à  trouver  une  racine  de 
x^*  —  I  B  o,  ou  plutôt  de 

^  *  so  (mod. 
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Essayons  jxhu  cela  sî  I  on  tu»  peut  pas  satisfaire  à  la  <(ues- 
tion  eu  (>osant  sinipicmcul  x  ==■  a^-h     iy  au  lieu  du 
+  «1 1  +     / *  ^  nous  devrons  avoir 

ce  qui,  en  développant  par  la  formule  de  iSewtoii  et  ré- 
duisant les  puissances  de       ai  et  i  par  les  formules 

Cm  Cm  /         é  \ 

5  SI,    I  52    (mod.  7}, 

se  nkiuit  à 

d'où,  en  séparant  » 

3a»— dtf^ajm»       a\ -h  al  a\  s 
Ces  deux  dernières  conditions  sont  satisfaites  en  posant 

/!«  =  —  I,    Al  =  1. 

Donc  —  I  H-  I  est  une  racine  primitive  de  ia  troisième 
des  congmences  (a).  Le  produit  des  trois  quantités  —  1, 
1  et  —  I  -h  i\  qui  est 

«  —  'S 

sera  donc  une  racine  primitive  de  la  congruence  proposée 

^r'^-'-'isç   (mod.  7); 

par  conséqnent,  celle  expression  jonîl  de  la  propriété 
qa*eii  l'élevant  &  toutes  les  puissances  ^  on  obtiendra 
7*  —  I  expressions  diflërentes  et  de  la  forme 

&  l'on  vent  Gonnaitie  la  congruence  irréductible  dont  dé- 
pend la  racine  primitive  que  nous  venons  de  trouver,  il 
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faudra  éliminer  i  en  ire 

a=:f  —  1'   et   i^s2    (mod.  7). 

Fn  élevant  la  valeur  de  «  au  cube,  puis  réduisant  les  ex- 
posants de  I,  il  vient 

a'  ss  —  2 -h  i  —  i"'    (mod.  7)j 

d'où 

a-*  —  «  -h  2  s  o    (mod.  7  . 

11  sera  convenable  de  prendre  pour  /)ns('  des  imaginaires 
et  de  repréhcnier  par  1  la  racine  de  cette  coogmence,  eu 
sorte  que  L  on  aura 

f  *     /  -f-  2  »  o    (  inod .  7  ) , 

et  l'on  obtiendra  toutes  les  imaginaires  de  la  forme 

-h  «1  /  4-  Ot 

vu  élevant  i  à  toutes  les  puissances  et  ri^duisant  par  la 
précédente  congruence. 
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VINGT -SIXIÈME  LEÇONi 

De»  équations  irréductibles  duiit  deux  racines  sont  tcUtiiuciil  lic4<s  onlrc 
elles,  que  l'itne  puisse  s'exprimer  ralionncllerocnt  par  l'autre. 


^îoUs  avons  démontré,  dans  la  vingt-deuxième  leçon, 
rimpossibilité  de  résoudre  algébriquement  les  équations 
générales  de  degré  supérieur  au  quatrième.  Mais  une 
ëqiiatî<m  de  degré  cpielconquc ,  dont  les  coefficients  oilt 

des  valeurs  particulières  déterminées ,  peut ,  âans  certains 
cas,  être  résolue  algébriquement  Ainsi,  les  équations 
auiquelles  conduit  le  problème  de  la  division  du  cercle  en 
QA  nombre  premier  p  de  parties  égales  sont  toujours  ré- 
solubles par  radicaux  *,  et ,  comme  M.  Gauss  Va  établi  dans 
ses  Recherches  arithmétiques,  charnu  des  radicaux  dont 
l'expression  des  racines  est  contpusée,  a  jK)ur  indice  FuU 
des  facteurs  premiers  dcfi  —  i.  Ces  équations  ont  cette 
propriété ,  que  chaque  racine  peut  s'exprimer  rationnelle- 
ment par  Tune  quelconque  des  autres  {voyez  treizième 
leçon)  ;  Abel ,  en  partant  de  cette  remarque,  a  fait  voir 
que,  si  deux  l  aciiu  s  d  une  équation  irréductible  sont  tel- 
lement liées  entre  elles,  que  Tune  puisse  s'exprimer  ra- 


(*)  L'éqnaiioii  dn  iwiaYième  dpgré  doni  dépend  la  rechercha  det  pointe 
d'inOesion  des  ronrbes  du  iroitiéme  degré  e*l  toi^oure  récolwble  elfé- 

briquement  (iw  la  Note  XII). 

Gatois  a  donne  la  r«tiiJition  ncressairc  rt  siiflisante  pour  qu'une 
e4|i):>ti(>n  irréductible  dv  tleyrt-  premier  suit  résoluble  par  radicaux  {roii-  le 
Juuruai  de  M.  Liouville,  (oine  Xi }.  Dans  ces  derniers  temps,  un  géomètre 
tUeinaiid,  M.  Léopold  Kronecker,  s^est  occupé  avec  le  plus  graod  succès  do 
la  réeolotioii  des  ^piatlone  elféhriques.  On  trouvera  dans  la  Note  XIII  la 
tradvction  da  résumé  qne  M.  Kronecker  a  fait  lui-même  de  «es  recherches. 

M- 
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tioniH  lleiuem  par  1  autre,  on  peul  toujours  ramener  la 
résolution  de  réquaiiou  à  celle  d'équaiious  de  degrés 
moindres.  U  y  a  même  des  cas  où  l'équation  est  résoluble 
^gébriqnement  )  cela  arrive  en  particulier  si  son  degré 
eat  un  nombre  premier. 

Nous  allons  exposer  ici  ces  recherches  d^Abel ,  et  nous 
ferons  ensuite  rapplicaiiou  do  sa  méthode  aux  éqnniions 
dont  dépend  la  division  du  cercle  eu  uu  nombre  premier 
de  parties  égales» 

Des  équations  irréductibles  dont  deux  racines  sont  tei^ 
lement  liées  entre  elles,  que  fune  puisse  s^exprimer 
rationnellement  par  Vautre, 

Lbmmb.  —  Sif(x)  =  o  est  une  équation  irréductible, 
F  (x)  une  fonction  rationnelle,  et  que  l'équation  F  (.r)  =  o 
admette  une  racine  o:,  <ic J  [x)  =  o,  elle  adnieUta  aussi 
toutes  les  autres. 

Soit,  en  etlet, 

^ei^  désignant  des  fonctions  entières  j  la  racine  Xi  sera, 
par  hypothèse ,  commune  aux  équations 

/(x)  =  o,    f(4ï)  =  o; 

et  cela  exige  que  le  polynôme  ^  (x)  soit  divisible  par  / {x)y 
car  autrement  il  y  aurait  un  diviseur  commun  à  ces  poly- 
nômes, et  rëquation/(x)  =  o  ne  serait  pas  irréductible. 
Soit  donc 

on  auia 

et,  par  conséquept,  l'équation  F  (x)=:o  admettra  toute» 
les  racines  de  /  (x)  =  o. 
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Soit  maintenanl 

une  équation  irréductible  de  degré  ^ ,  et  supposons  que 
deat  racines  x'  et  Xt  soi^l  tîées  entre  elles  par  Tcquaiion 

oà  6x  désigne  une  ioiu  tion  raliouaello  de  x  cl  dv  tjuaii- 
tit^  connues,  x'  étant  racine  de  Féquatiou  (i)^  on  aura 

/(•«,)  =  o; 

d'où  il  suit  que  Xi  sera  racine  de  inéquation 

(a)  /(0X)=:O, 

et,  par  conséquent,  cette  équation  (2)  admettra  toutes  les 
racines  de  Téquation  (i),  c  ar  celle-ci  est  irréductible,  et 

f{Ox)  est  une  fonclion  l  atidii nellc.  lin  d  aulres  Icruies, 
si  X  désigne  une  rac  iuc  ([ueicouque  de  réquation  (1),  Qx 
«era  aussi  racine  de  cette  équation.  Mais  dxi  est  racine  de 
réquation  (1)  ;  donc  QQxt  le  sera  atissi,  ainsi  que  O^x^  et 
généralement,  en  répétant  sur  Xt  un  nombre  quelconque 
de  fois  Popération  désignée  par  0,  on  obtiendra  toujours 
une  racine  de  Téquaiiun  (1). 
Soi  t  y  pour  abr%er, 

lous  les  termes  de  la  série 

Mîàorii  dtî>  racines  de  ré<ju.aion  (i).  Mais  la  série  (3)  ren- 
ferme une  iuiiuité  de  tenues ,  tandis  que  Féquation  (1) 
n*a  que  fi  racines^  il  faut  donc  que  quelques*unes  des 
quantités  (  3  )  se  trou? ent  répétées  un  nondbre  infini  de  fois^ 
Supposons ,  par  exemple,  que  Ton  ait 
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OU 

re4uatioii 

6*x  —  ^  =  o 

a  la  radne  Brxi  commune  avec  Téquation  (i);  elle  admel* 
tra  donc  toutes  Içs  rarînes  de  Téquation  (1)9  et  Ton  aura 

ou 

9"  Xi  =  X,. 

Ou  tire  de  là 

Q-'+^x,  =  6*  X,  i 

d*où  il  suit  qu*a  partir  du  n*^%  les  termes  de  la  série  (3  ) 
se  reproduiront  dans  le  même  ordre ,  et  que  cette  série  ne 
contiendra  que  ces  n  (^uantîtét  distinctes 

(4)  *•»  fi"~*Jri. 

Ces  n  quantités  seront,  en  elTet,  distinctes,  si  12  est  le 
nombre  de  fois  (ju'il  faut  répéter  sur  Xt  ropératiou  dési- 
gnée par  6  jiniir  rt'pi odiiire  j*, . 

Si  Ton  a  ^  =  /i,  la  séj'ie  (4)  ronticnl  touusâ  les  racines 
de  Véqiutton  (1)  *,  ce  cas  est  celui  de  Téquatioa 

x«-^'  —  l 

 =  0, 

X  —I 

OÙ  »  -h I  est  un  nombre  premier  (*),  ainsi  que  nous  Ta- 
Tons  établi  dans  la  vingt-quatrième  leçon. 

Supposons  n,  et  soit  x,  une,  racine  de  récjualion  (i  ) 
qui  ne  fasse  pas  partie  de  la  sérir  (4);  on  fera  voir,  coiiiiiie 
prêt édemuient ,  que  toutes  les  quantités 

sont  également  Racines  de  réquation  (1).  Or  je  dis  que, 


(*)  L*éqiiati<ifi  dont  U  tVisil  Ici  ott  irrétioctibla.  On  Crpnvert  Ift  déaion»- 
livtion  do  eetto  imporUnlo  propriété  don»  la  Noto  IX. 
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dans  la  série  (5),  les  n  piemiers  lermeâ 

(6)  9*-'*, 

soiii  les  seuls  qui  puissent  cire  difierenU.  En  eilet,  l'équa^ 
lion 

admet  la  racine  Xi  de  l'équation  (i)  *,  donc  elle  admettra 

toutes  les  autres ,  cl  Von  aura 

d'où 

Par  conséquent,  les  termes  de  la  série  ( 5  )  se  reproduiront 

dans  le  même  urdrc ,  à  partir  du  n'''*'',  et,  parmi  ces 
teriiu's,  les  s(nils  qui  puissent  êtredisiiucis  soui  renfermés 
dans  la  série  (6). 

Je  dis  maintenant  que  les  lermes  dv  la  série  (6)  sont 
eiFectivement  diflérents  entre  eux,  et  distincts  des  quan- 
tités (4). 

L'égalité 

où  A  el  i  sont  inlérieurs  à  /<,  est  elieelivement  impossible , 
car,  d\iprès  le  lemme  établi  au  commencement  de  cette 
leçon ,  elle  entraînerait 

te  qui  n^a  pas  lieu,  puisque  les  quantités  (4)  sont  dif- 
férentes. 

LVgalité 

est  de  uièiiie  impossible.  Si,  en  eilbt,  elle  avait  lieu,  il  en 
résulterait 

ou 
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et,  par  conséquent  ^  ferait  pai  lie  de  la  série  (4)9  ce  qui 
est  contre  Thypothèse. 

Le  nombre  des  raeines  dcréquation  (1)  renfermées  dans 
les  séries  (4)  et  (6)  esl  211)  on  a  donc  nécessairemeBt 
jutssan  ou  fA^aii. 

Supposons  et  désignons  par  x«  une  racine  de 

Féquation  (i)  qui  ne  fasse  pas  partie  des  groupes  (4) 
et  (6)  en  raisonnant  comme  précédemment  >  on  formera 
un  troisième  gruupe  de  n  racines 

toutes  distinctes  et  différentes  des  quantités  (4)  et 
4*011  il  suit  nécesaaÎFenient Ton  a  fA=3iiouft>>3ii. 

En  continuant  ainsi ,  ou  verra  que  les  fi  racines  de 
l'équation  (1)  peuvent  être  partagées  en  un  certain 

nombre  m  de  groupes  composés  chacun  de  n  termes  y  en 
sorte  que 

Les  racines  de  Téquation  (i)  seront  alors 


Considérons  Téquation  de  degré  n  qui  a  |M>ur  racines 
les  raci  nés  de  Tun  de  ct^sgrou|>eâ,  du  premier  par  exemple  , 
et  soit 

{x  —  Xt)  {«  — 9x,)(x  —  $*x,)...(x  — O"-'*, )  =  o, 

ou 

(a)      4-  A>«*"  +  A',*"-'  -+-...  H-  a;_,  «  -h  a;  =:  O 
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cette  ëqualioD.  Les  coefficients 

A'       A'  A' 

sout  des  fondions  i  aiiouuelles  et  symétriques  des  quan- 
tités 

i  l  lie  dépendeul,  comme  on  va  voir,  que  d'une  seule  équa- 
tion du  degré  m. 

Soit  9  en  effet,  une  fonction  rationnelle  et  symétrique 
quelconque  des  quantités 

(9)  JPi,    ©Jti»  O'x,,..., 

Ojc,,  etc.,  étant  des  fondions  rationnelles  de  Xi,  j'i 
le  sera  aussi ,  et  nous  poserons 

F  désignant  une  fonction  rationnelle.  En  outre ,  â  cause 
de  B^Xi  =■  Xx^  les  quantités  (9)  ne  feront  que  se  changer 

les  unes  dajis        autres  si  l'on  remplace  or,  par  Ox^^ 
0"""*a:,^et  comme     est  n no  font  lion  symétrique 
de  ces  quantités,  sa  valeur  sera  invariable  par  ces  chan- 
gements; on  aura  donc 

=  F  (x.)  =  F  (Ox.)  ==  F  tô^x.)  =. .  .=  F  tô"- X,). 

Désignons  par 

X%>    J**>  •  •  •  >  X» 

les  valeurs  que  prend  ^,  quand  on  y  remplace  Xi  succes- 
sivement par 


^4  >  •  •  •  »  > 


on  aura 

j,=  F(x,)  =  =  =.  ...=  F(Ô--x,), 

jr^^  F(x^)  =  F(Ox,)  =  F(e'x,)      .  .  =  F(0*-'x,). 
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Soit  maintenant 

OU 

Téqualion  qui  a  pour  rat  i nés  |  , ,  }  t  Jm  \  jotlis  quo  î(*s 
coefficients  /7|,/^t,  etc.,  do  cette  équation  peuvent  être 
exprimés  rationnellement  par  les  cocfficienis  de  Téqua* 
tion  proposée  (i).  On  a ,  en  effet,  quel  que  soît  Tentier  X, 

j;==^|[F(x,)]'-hli:\0..-,)]'H-...-*-[f(e"-'a:O]'.;, 


et,  en  ajoutant. 

Le  signe  ^  du  second  membre  s'étend  k  toutes  les  ra- 
cines de  Téquation  proposée;  ce  second  membre  est  donc 
iiTic  fonction  symétrique  vl  rationnelle  de  toutes  les  ra- 
cines; d*où  il  résulte  que  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables des  racines  de  l'éqoation  (lo)  peuvent  ètreexpri- 
mées  rationnellement  par  les  coefficients  de  Téquation 
proposée.  On  pourra  donc  aussi  exprimer  de  la  même 
iiiàiiièro  les  coefllcients  p%'i  pti  etc.,  comme  nous  TavioDS 
annoncé. 

La  fonction  rationnelle  et  symétrique  yi  des  quanti- 
tés (9),  qui  peut  d'ailleurs  être  choisie  à  volonté,  dépend 
donc  directement  d^unc  équation  de  degré  m.  D*aiUeur» 
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les  foaetioDS 

sont  des  iofictioDfi  semblables^  car  uiles  pcuvcol  tuuics 
être  considérées  comme  des  fonctions  rationnelles  de  la 
seule  racine  Xf  On  pourra  donc  exprimer 

A*     A'  A' 

en  fonction  rationnelle  de  /t . 

^^ous  sommes  ainsi  conduite  à  l'une  des  applications 
les  plus  importantes  de  la  théorie  des  fonctions  semldàbles, 
que  nous  avons  développée  dans  une  précédente  leçon  \ 
mais ,  comme  cette  théorie  est  sujette  à  quelques  cai  d*ex- 
ceptîon,  il  ne  sera  pas  inulile  d'entrer,  avec  Abel,  dans 
le  détail  du  calcul  des  coefticiculs  A'^,  A',,  etc. 

Désignons  par  (Xi)  l'nn  qiielconque  de  ces  coeffi- 
cients j  <^  est  une  fonction  rationnelle  qui  ne  doit  pas 
chan^r  quand  on  remplace  Xt  par  6*art,...,  6""'  Xiy 
puisque  ^  (Xi)  est,  comment ,  une  fonction  symétrique 
des  quantités  (9)  ^  et  il  en  sera  de  même  de  la  fonction 

On  aura  donc 

en  remplaçant  Xt  succesivement  par  Xt,  Xs,**.,  x^^ 
on  aura  des  expressions  semblables  pour      «j/  (art) , .  • .  ^ 

J^l  'l'  ( Jp«.)  î  et ,  si  Ton  pose 

(II)       = j  r  4*  (•^.  )     ^  (-^0  . . .     H-*-)  » 

on  aura 
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le  signe  ^  s^éleDdant  à  toates  les  racines  de  ré<{uation  (i). 

On  voit,  par      que     est  une  foncliou  83niiétriciue  el 

rationnelle  des  racines  de  réf^uaiiou  (i) ,  (jui  pourra,  par 
oooséqueut,  s'exprimer  rationuellemeat  eu  iouctiou  des 
quantités  connues. 

CeU  posé,  en  prenant  pour  X  les  valeurs  o>  i,  a,  3|..*» 
(m— i),  Féquation  (i  i)  donnera  les  suivantes  : 

ji+Cj^O^-^iY  (-^0  4-..  .-f-r«>l'(x,)  = 

(12)  (  ^.'^(•'')H-/;4'(-»o-H--  -*-rl+(-^«)=^> 


dont  les  seconds  membres  peuvent  être  considéras  comme 

connue. 

Pour  avoir  la  valeur  de  ^(xi),  ajoutons  les  équa- 
tions (12)  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 
les  indéterminées 

et  faisons ,  pour  abréger, 

( 1 3)     f  (/)  =       -h  R— -h ...  4-  R,/  -h  R., 
on  anra 

f  (r.)  *  (*i  )  +  ?  IrO  4»  {^0 -i- .  •  ' f  (r.) + 

et,  si  Ton  détermine  les  facteurs  R«,  Ri,  etc.,  par  les  con- 
ditions 
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t(jr.) 


Cherchons  maint*  iiaru  les  valeurs  du  R©,  Ri,  elc.  D'a- 
près uotre  hypolhèse)  1  équation 

doit  avoir  pour  racines  m  X*"  )  >nais  ces  racines 

appartienneBt  aussi  k  Téquatioii  (10) ,  qui  admet  en  outre 
la  racine  jti  ,  on  aura  donc 

<f{Jj^      '  

Jr  — Ji 


(i5)- 


m— I 


Comparant  les  valeurs  f  (jr  )  données  par  les  équations  (  1 3) 
et  (i 5),  on  trouve 


(.6) 


Ou  tire  aussi  de  Téquaiion  (i5) 


^ (jr.) 5=  mjr'^'     («  —  1}/»,        4- ...  -4-  ^pm^,r,  -h />— , , 
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et  en  faisant ,  pour  abr^er, 

T,  =  /g/i^,-M,/>^* ..-h/— t, 

•    ••••••••••••  iéttBrêl*»!* 

on  aura  oetie  valeur  de  ^  (Xt  ) , 

(i7)H--0  =  ^  '  * 

La  formule  précédente  n'est  eu  défaut  cpie  si  le  dénomi- 
nateur du  second  membre  est  nul.  Or,  je  dis  qu'on  peut 
toujours  faire  en  sorte  que  cela  ne  soil  pas.  Eu  clTet,  ce 
dénominateur  est  égal  au  produit 

(ri  —  rO  (ri  —  r»)-  (xt  —  j^m), 

et  pour  qu*il  soit  nui ,  il  faut  que  l'un  des  facteurs  le  soit , 
que  Ton  ait ,  par  exemple , 

Cela  po^é,  ptuiiuuÂ  pi)urj  ,  la  ioucliuu 
X,  =(«—.«,)  («  — 9*,)     —         ,  .  («  —  0"^»*,), 

a  étant  indéterminé;  l'équation /«  ^yi^  ou 

(a  —  X,  )  (a  —  Ox,  )  .  .  .  =  (a  —  Xi)  (a  ~  .  , 

ne  peut  avoir  lieu ,  quel  que  soit  ce ,  A  moins  d'être  iden* 

iH|ui-^  ce  (]ai  est  imjxissible,  puisque  les  quantités  j'^i , 
OXi  ,  clc, soiil diiîfi cuics  tlcr,,  Oxy^vlc.  I)  ou  il  suilquVn 
I  hoisissant  j^i ,  comme  il  vifiu  d'èln^  dit ,  l  équaliou  (i^) 
donnera  pour  ^  (xi)  une  valeur  finie  et  déterminée* 
Les  ooefficients  A', ,  A', ,  etc.,  de  Téquation  (8)  peuvent 
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donc  s^exprimer  raliouneUement  par  une  niêiuc  ibncdon 
r«  dont  la  valeur  dépend d*ane  équation  du  degré  m;  et 
si  Ton  remplace  j^i  successivement  par  yt  ^  Y%  r     fm  >  on 

aura  m  é({uations  du  degré  n ,  dont  les  racines  seront  res- 
pectivement 

X,,  Sx,,. ,  ©«-'x,, 
X,,  Ox,, . . . ,  X,, 


*•>  ÔX»|«».j  0"   '  Xa* 

D'où  il  suit  que  Féquation  proposée  peut  être  décomposée? 
en  m  équations  chacune  du  degré  n ,  dont  les  coefficients 

sont  robpcctivcrnrilt  des  foiicliojis  ralionucllcs  d'une 
uii  inc  raciuf   cFuiie  éqnaiiou  du  drgii'  m. 

Celle  dernière  équation  ii  est  pas  en  général  résoluble 
algébriquement ,  quand  son  d^ré  surpasse  le  quatrième  \ 
mais  Téquation  (B)  et  les  autres  semMables  le  sont  tou- 
jours, eu  supposant  connus*  les  coellQcienls  A', ,  A' ,  etc.  ^ 
comme  nous  le  démontrerons  dans  la  leçon  suivante. 
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VINGT- SEPTIÈME  LEÇON. 

Résolution  ■Igébrlque  des  équations  dont  toate»  les  racines  peuvent  être 

représentées  par  «,  tf'*''x,  tfjr  étant  une  foneUoo  raUoii- 

nollo  de  x  et  de  quantiU'à  connue»,  telle  que  6"x  =  x.  —  Cas  où  les 
quantités  eonnues  de /et  de  ^  sont  réelles.  —  Première  méthode  par> 
tieuliére  relative  aux  équations  dont  le  de|^  est  un  nombre  eompoeé.— 
Deuxième  méthode. 


D'après  la  théorie  exposée  dans  la  Ifçon  précédente ,  si 
deux  racines  d'une  équation  irréductible  de  degré  fx  =  mn 
sont  telles,  que  Ton  puisse  exprimer  rationnellement  Tune 
par  l'autre ,  Féquation  se  décompose  en  m  équations  du 
degré  n  dont  les  racines  peuvent  être  représentées  par 

et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles 
respectivement  d^une  même  racine  d^une  équation  de 
degré  m. 

Si  Ton  a  m  =r  I ,  et  par  suite  jtt  es  it ,  ce  qui  arrive  né- 
cessairement dans  le  cas  lit!  iJL  premier,  les  ^  racines  de 
Téquation  proposée  sont  représentées  par 

9x  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  quan- 
tités connues,  telle  que 

Toute  équation  qui  a  cette  propriété  peut  être  résolue 
algébriquement  :  la  démonstration  de  cet  important  théo- 
rème va  faire  le  sujet  de  cette  leçon. 
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Résolution  ui^cbriqur  des  cf/untions   dont  toutes  les 
racines  peuvent  étve  représentées  par  x^Ôx^  ô*  j:,.-*» 

0     Xf$x  étant  une  f onction  rationnelle  de  x  et  de 

quantités  connues^  telle  que  B'^  x  =  x. 
Soit 

(»)  /(*)  =  o 

une  é(|ualiuii  de  degré /x,  dont  les  racines  sont 

Ox  désignant  une  fonction  ralioitiiclle  dexet  de  «juantilés 
connues,  telle  que  i  on  ait 

(a)  e^ar  =  x, 

et ,  par  oonséquent , 

(3)  e'*^*  =  d*jc. 

Désignons  par  a.  une  racine  quelconque  de  Téquation 
et  posons,  avec  Lagrange  (dix-huitième  leçon), 

je  dis  que  la  fonction  y  (  x*)  est  exprimable  rationnelle- 
ment par  les  quantités  connues  de  f  (x)  et  de  6  (x). 

En  elîet,  remplaçons  x  par  ù'"  x  dans  Téquation  (4), 
on  aura 

et,  en  ayant  égard  aux  équations  (a)  et  (3) , 

4»  (6'"     =  (  0 X  +  ae '"^ '  * . . ,  4-  a''' X  +  a'* '  ex  4-  . . .  ^.       '  9 

= [j"-^y  (x + x     ô' X  -h ...  -h     (Z'-  *)^ 

25 
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OU  enûn .  à  cause  de     s  i , 

Donnant  à  m  les  valeurs  successives  o,  t,a,...,fi — t, 
on  a 

cl,  par  conséquent , 

^  (x)  =     (X)  -h  4»       . .+ 4*  (ô   •^)]  ; 

d'où  il  suit  que  ^  {x)  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique de  tontes  les  racines  de  Téquation  (i)  ;  elle  pourra 
donc  être  exprimée  rationnellement  par  les  coefficients  de 
celle  équation. 
Posons  alors 

^  (x)=  «s 

ou  aura 

« -h  ««« -4- «'0'*  H-- .  .-h        0''"' «  5= 
V  étant  une  quantité  connue.  Et  si  Ton  désigne  par 

les  ^  raciiicii  de  réqualion 

par 

,    ,  »'i , . . . , 
les  valeurs  correspondantes  ile  i',  on  aura 

j  X -h  Ox  4- «'X -h  H-e'^-'xs^i^, 

x-t-  «,»x  -h  «;0»x  -h  -h  «f-'  =  y^^", 

(5)  /  x-h«,ex4-«;e»JP-+-  -h«f~*$^-'x=r 
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La  quantité  y     est  îmiuédialement  donnée  par  Tëqua- 

tion  (1)  \  car  si  Ton  désigne  par  A  le  coefficient  de  x 
dans  cette  éqtiation ,  on  a 

En  ajoulanl  h  s  é(jUfilions  (5),  cl  ayant  égaixl  aux  pro- 
priélt^  connues  des  racines  oc  ^  on  a 

—A  -H  ù»t  H-  (y«7-4- ...  -h 

(6)  ; 

et  Ton  aura  généralement  la  valeur  d'une  racine  quel- 
conque 9^x^  en  ajoutant  les  équations  (  5  )  respectivement 

multipliées  par 

—«I      —m       — •  — •  , 

'  »         ♦  •>    >  •a    »  •  •  •  ♦  •ft_i  * 

on  trouve  ainsi 

(7)  e-4:  =  , 

et  Ton  déduira  de  cette  formule  les  valeurs  de      d*x, . . . , 

Ô'*"*  jr,  en  donnant  i  m  les  valeurs  i ,  a,  3, . . . ,  {ft —  i). 

Dans  1  é<|ualioii  (6)  el  dans  tontes  ccllfs  qu  on  déduit 
de  iVquation  (j),  on  doit  considérer  chaque  radical 

y^ft  1  y^i'f  9  -  •  M  comme  ayant  toujours  la  même 

valeur.  Si  on  laisse  h  chaque  radical  toute  sa  généralité^ 
réquation  (7)  ne  difière  aucunement  de  Téquation  (6), 
et  cette  dernière  renferme  Texpression  de  toutes  les  ra- 
cines. Il  y  a  même  ici  une  difficulté,  car  l'équation  (6) 

donne  pour  .r  une  expiession  qui  a  ^^"^  valeurs,  tandis 

25. 
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que  l'éqaation  (i)  n*a  que  ^  racines.  Mais  noua  avons  déjà 

eu  l'occasion  crindiqucr  (oninicnt  on  peut  faire  dispa- 
raître celte  ainbiojuVlé.  vu  remarquant  que  quand  on  a  tixé 
la  valeur  de  1  un  des  radicaux,  ie&  autres  août  par  cela 
même  déterminés. 

En  effist,  désignons  par  a  une  racine  primitive  de 
Féqualion 


et  posons 


on  aura 

Si  1  on  change  x  en  n'éprouvera  d'autre  chan- 

gement que  d*ètre  multiplié  par  a'"~7  >  cela  résulte  immé- 
diatement d'un  calcul  fait  au  commencement  de  cette 

leçon.  Pareillement  i^y„  sera,  par  le  même  cliaugemeut 

de.r  en  6"*x,  multiplie  par  a"<"~"'\  d'où  il  suit  que  le 
produit 


IVJ  v. 


sera  multiplié  par  ^''^^'"^  =  i ,  c'est-à-dire  qu'il  n'éprou- 
vera aucun  changement.  Si  donc  on  pose 

on  aura 
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et ,  par  conséquent , 

f(')=MfW  +  f(«*)4-...  +  T(0^'*)]. 

y  (x)  est  donc  une  fonction  rationnelle  et  syméliique  dv% 
racines  de  lV(jiiaiion  (1),  et  on  pourra  Tcxprimer  ralion- 
nelîcTiK  lit  par  les  quantiléâ  connues  j  en  désignant  par  tf, 
«a  valeur^  on  aura 

ou 

On  pourra  de  cette  manière  exprimer  cbacun  des  radi-* 
eaux  ^1^19         etc.,  eu  fonction  rationnelle  de  y/t'ti  et 

rét|uauuii  (6)  prendra  la  iorine 

Cette  expression  de  x  a  précisément  jui  valeurs,  et  lepré** 
sente  bien  les  f<(  racines  de  Téquation  proposée. 

11  rc^sulte  de  (  (  (jui  précède  que  si  /es  u  l  acines  d'une 
équation  quelcanque  peuvent  être  représentées  par 


U  — I 


0.r  étant  une  fonction  rationneUe  telle  que  9^  =  a?,  Vé^ 
guation  est  toujours  soluble  par  radicaux,  ainsi  que  nous 
l'avions  annoncé. 

Kl  CM  rapprochant  cet  onoucé  du  théorème  démontré 
tlaiis  la  dcrtiièrc  Iccou  ,  on  a  rct  autre  théorème  : 

à^i  deux  racines  tl  une  équation  irréductible  de  flegré 
ptemier  sont  telles ^  que  l'une  puisse  s'exprimer  ration^ 
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neilemcnt  en  Jonction  de  l'autre  y  inéquation  est  soluble 
par  radicaux. 

Cas  oU  les  qwaUàés  connues  de  f  et  de  Q  sont  réel/es. 

Si  tous  les  coefficients  de  ^  et  de  0  sont  réels,  on  a  un 
théorème  remarquable  y  .que  M.  Gauss  a  établi  le  premier 
pour  les  équations  dont  dépend  la  division  du  cercle  en 
parties  égales. 

Mous  avons  posé  piéccdcmnieni 

-h  aôx  4- -H  . .  H- a       ô  » 

et  nous  avons  établi  que  i^i  est  une  fonction  symétrique 
des  racines  de  Téquation /  (x)  =  o  ^  par  conséquent,  Vi  est 
exprimable  rationnellement  parles  coefficients  def  et  de  0  \ 

et  si  ces  quai ili lés  soiil  louies  récllc:s,  ue  conlieiidra 
d'auUcs  iui.'iginaires  que  celles  de  la  racine  a.  Fii  '«uire, 
t'^.j  se  déduit  de  i^i  eu  i*emplaçatit  a  par  1  expression  con- 
juguée «t'*"';  d'où  îl  résulte  que     et  ^'^  ,  sont  desqnan* 

tités  connues  imaginaires  et  conjuguées.  On  pourra  donc 
poser 

I  =  |9(coi*»H-^/^smo.), 
I  t»^  ._,  =  p  (cos»i  — V — '  sin«). 

Nous  avons  aussi ,  en  général , 

et,  pour  n  =^ —  i, 

a^_,  est  exprimable  rationnellement  par  les  coefficients 

de  J'  el  (le  9,  elle  ue  peut  dune  leufermer  d  autres  im.ij^i- 
naires  que  celle  qui  se  trouve  dans  a.  Mais  il  est  évident 
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que a^_,  oe  cliange  pa»  si  1  on  remplace  a  par  oc'     4U1  c&i 
sa  conjuguée;  donc        est  réèlle. 

Des  (x^uaLluiiâ  (c^)  el  (tu)  011  déduit 

el,  en  dcsigiiaat  par  a  la  valeur  uiunérique  de 

première  de&  éiiuaiions  ((^)  donue  alors  celle  valeur 

yV,  =  v''/  ^€o$  jjj  h  V — »  «m   '  "  ^  

où  A*  désigne  un  nombre  entier,  et  Texpression  des  ra- 

ciues  X,  donnée  pai  réquatiou  (8),  prend  cette  forme 
Irès-remarquable  , 

Vf*  F»  / 

-»-(/-»-  fi'  V^-t  )       [^«•-^-—  ^  —  j 

Jf=r-<       /_  /   r      3(«»+2^Tr)        i          .  3(«-f-2Xïr)l 

f»    -l-Ui-i-fi:iV  — V«|^coS"-i —  -^sl—vwi-^  J 


1  •  •  • 


Q\k     J\     Jty  giy  etc.,  sont  des  iouctions  ratiotiuelles 


,        air     J    .  2ir 

de  cos  —  et  de  sin  — - 


L*équation  précédente  fera  connaître  les  fA  racines  de 
/  (  r)  =  o,  en  donnant  au  nombre  entier  k  ïes  fx  valeurs 

u,  1 ,  2,  3, .  .  . ,  |!i  —  I .  De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 
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Théorème. — Four  résoudre  Véquation       /*(^)  = 
il  sujjit  : 

1".  De  diviser  la  circonjérence  entière  du  cercle  en  ^ 
pariies  égales^  o!^  de  diviser  ensuiie  un  angle  (ù  qu'on 
peut  construire  en  fi  partùts  égaies  ^  3^  extraire  la 
racine  carrée  d*une  seule  quantité  a. 

Remarque.  —  Les  coefficients  de  fetàeO  étént  tous 
réels,  si  une  racine  de  /'  {x)  —  o  est  réelle,  toutes  les 
autres  lèsent  aussi;  pui^(jlH•,  si  x  désigne  cette  racine 
réelle,  les  autres  racines  sunl 

y  ~  ' 

6x,     ô'x,  . .  .  ,     0'  .r. 

Par  couséquent,  les  racines  de  l'équation  proposé  sont 
toutes  réelles,  ou  toutes  imaginaires. 

Première  mélhotle  particulibrc  relative  aux  équations 
dont  le  degré  est  un  nombre  composé. 

La  méthode  ({ui  vient  d  être  ex|K>.sui:  pour  la  résoiuiiou 
algébrique  de  1  éi|uatiou 
(i)  /(*)  =  o 

est  applicable  k  tous  les  cas,  que  a  soit  premier  ou  non; 
mais,  quand  /y.  est  un  nombre  composé,  on  peut  simpli- 
fier la  soluliou  en  opérant  comme  iiods  allons  rindiqucr. 

Soit  u.  inn.  Les  racines  de  Téquatiou  (i)  ctaul  tou- 
jours 

Qons  pourrons  les  partager  en  m  groupes  de  la  manière 
suivante  : 

ix,  9»-*,  ....  o;"-')««, 
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ou,  eo  pudaiii , 
et 

(Je  la  manière  suivanlc  : 


(a) 


En  appli({uant  donc  à  réquation  (1)  la  méthode  exposée 
dans  la  leçon  précédente ,  on  pourra  la  décomposer  en  m 

écjuations,  chacune  du  dcfçré  <|ui  auront  rcspcclivrment 
pour  racines  les  rarincs  des  divers  {^'roupes  (a) ,  <'l  duul  les 
coeffi(  ii*nts  seront  des  tondions  ralioimcllcs  d  une  même 
racine  d'une  équation 

(3)  ^{r)^o 

de  degré  m.  Soient 

les  m  racines  de  réi|ualion  (3),  cl 

(f)  — O»     f        J3)  =0,.  f{XfXm)  =  0, 

les  m  éijiiatious  (pii  mit  respecliv.  nient  pour  racines  les 
quantités  du  premier  groupe  (2),  du  deuxicuic,  etc.,  du 
dernier.  Je  disque,  pour  résoudre  Téquation  (1),  il  suffit 
de  connaître  une  racine  y  de  Téquation  (3) ,  et  ensuite 
une  racine  .t  de  Téquation 

(5)  f(x,/)=:o 

correspondante )  car  on  aura,  de  cette  manière,  une  ra- 
ciue  (x)  de  l'équation  (1)9  et  les  autres  seront 

Ox,     O'x, .  .  .  ,     ô     '  X. 
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L  équation  propobcc  [l}  'tiuL  lesulubli-  algébii(jiif- 
ment,  l'équation  (3)  i\:.sl  aussi  ^  car  )  ilésignc  unr  fotn  - 
tion  ratioiitielle  de  x»  Mais  je  dis  de  plus  que  i  équa- 
tion (3)  jouit  de  la  même  propriété  que  réquation  (i),  et 
que ,  par  conséquent  ^  on  pourra  lui  appliquer  la  méthode 
de  résolution  précédemment  exposée. 

En  eflet,  les  racines  de  Téquatiou  (i ) ,  renfermées  dans 
le  premier  des  groupes  (2) ,  sont 

et  désigne  une  fonction  ralioinielle  et  symétrique  de  ces 
racines,  c'est-à-dire  une  l'uncliou  rationueile  de  x.  Posons 

lesin  racinesji , /t)**M  /m  de  Téquation  (3)  seront 

F(*),  F(ex),  F(O'x),...,  F(e— 
et  l'on  aura 

F(ôx)  =  F^6x,  Oô"'.r,  00-"  X,...,  M(*-'>~x). 

Par  conséquent,  F{$x)  et  F  (x)  sont  des  fonctions  ra- 

lionnclles  et  symétriques  des  quantités  (6) ,  et  l'on  pourra 
cxpriiiu  r  1  alionuclKMiu'iit  l'une  par  l'autre  à  l'aide  de  la 
méthode  des  l'uuclions  semblables  rappelée  dans  la  der^ 
nièrc  leçon. 
Soit  donc 

F(Ox}  =  àF  (*)  s=  X/, 
]lr  étant  une  fonction  rationnelle  de  x,  on  aura 

F(e'x)=  XF(Ôx)=  X»/, 
F(0»«)  =  /F(«'*)=X^/, 

F(e'"-'x)  =z  XF{0'"-'x)  =  X-  '/j^ 
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ei  l'on  voit  que  les  m  racioes  de  Téquatiou  (S)  pourront 
èire  représentées  par 

X  désignant  une  fonction  rationnelle  telle  que  ïf^jr  =jr. 

L'équation  (3)  une  fois  résolue ,  j*  sera  connue,  et  l'on 
pourra  appliquer  à  Téquation  (  5  )  la  méthode  précédera- 

ment  exposée,  puisque  ses  n  laciiies  peuvent  être  repré- 
seutées  par 


On  peut  donc  «'iionccr  le  théorème  sun  ani  : 

Si ^  =  /firtf  la  lésoîution  de  Vêquatioti  (i)  est  ramctièa 
à  celle  de  deux  équations  dus  degrés  m  et  n  respective' 
ment^  et  qui  ont  la  même  pfxtpriété  que  la  proposée. 

Si  it  est  lui-même  un  nombre  composé  mt  H] ,  on  ra- 
mènera ,  de  la  même  manière ,  la  résolution  de  l'équa- 
lioa  (5)  à  celle  d'une  équation  en  z 

il)  =  « 

de  degré  i/ii ,  et  h  celle  d*ttne  équation  en  x  de  d^ré  iii 

(8)  (x,  r,  z)  =  o. 

Dans  Féquation  (7),  j  fait  partie  des  quantités  con- 
nues, et  dans  réqualion  (8)  il  en  est  de  même  de  j'  ci 
de     £1,  généraiement,  on  a  ce  théorème  : 

TetoBÉMC.  —  i$i  |Li  =  nti      . . .  m„ ,  In  résolution  de 

l' équation  (1)  est  ramenée  à  celle  tle  n  équations  des  dc^ 
grés 

respecuveinent,  et  il  sujjit  mctm  de  connaître  une  racine 
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de  chacune  de  ces  équationsy  qui  ont  toutes  ia  même 
propriéié  que  f  équation  proposée, 

ComoLLAiael. —  Si,  en  décomposant  ^  en  factews  pre- 
miers »  on  a 


la  résolution  de  l*équation  proposée  de  degré  fA  se  ra^ 
mènera  à  celle  de  pi  équations  du  degré  tx  ^  de  pt  équa- 
tions du  de^rc  Sj ,.. fie      équations  du  degré  e^. 

Corollaire  II.  —  Tonte  équation  de  degré  a'*,  dont 
les  racines  peu\^ru  être  représentées  par 

peut  être  résolue  à  Vaide  de  p  extractions  de  racines 
carrées. 

Exemple.  —  Supposons  fz  =s  3o,  les  racines  de 
(I)  /W  =  o 

seront 

Comme  3o  =  a x  i^,  on  prendra  pour  y  une  fonction 
rationnelle  et  symétrique  des  quinze  racines 

X,  8*x,  0*x,, . ft"x; 

Y  dépendra  d'une  équation  du  second  degré 

(  2)  -i- A/ -h  B  =  o, 

dont  K'î»  LOi'ilu:iciit.s  seront  iiiimedialeuieiit  cxprimalilf  •> 
par  ceux  de  la  proposée^  ou  pourrait  Ioiiiut  ensuite 
IVqualion  du  quinzième  degré  ayant  pour  racines  j:, 
0*  ji.*,...,  0**0*9  mais  il  est  inutile  de  faire  ce  calcul  :  re* 
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prësentouâ ,  comme  précédeuuueut ,  par 

celle  é(|aatioii,  où  est  une  quantité  connue.  Comme 
i5  2  3  X  5 ,  on  prendra  pour  z  une  fonction  rationnelle 
et  symétrique  des  cinq  racines 

ar,  6"df,  0«»x,  9»«x; 

z  dépendra  d'une  équation  du  troisième  degré 

(3  )  sM- Cs*-h  D* -4- E  =  o, 

dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  de  y 

cl  des  autres  (j^uaiitités  cutuiuc-sj  eidin  on  iuriucra  ré<- 
quation 

(4)         4:»H-F«*'4-Gx*-I-  B«'H-R«  +  L=:  o, 
qui  a  pour  racines 

X,  e*x,  ô"*, 

et  dont  les  coeiiicienls  seront  des  ronciioïi^  lationncUes 
de  et  de  z.  La  résolution  de  l'équation  (i)  sera  ainsi  ra» 
menée  à  trouver  une  racine  de  Téquation  (a),  puis  une 
racine  de  l'équation  (3),  puis  enfin  une  racine  de  Téqua- 
tion  (4). 

Deuxième  méthode. 
Hevenons  au  cas  général ,  et  supposons 

Désignons  par  . n^^  les  quotients  respectifs  de 

par  mt,  mi,...,  m^,  on  aura 
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Cela  posé,  on  ))eiit ,  d'après  ce  qui  précède,  ramener  la 
résuluiioii  de  i  é^juation 

à  celle  de  deux  équations,  des    manières  suivanies  : 

/  ^,  (x,  j,)  =  o  ayant  pour  racines  x,  ô^'x,  0'"'x, . . . , 

(l)  <  ®       "'-^i      ^^^^  ^^"^  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 

(tionnelles  d'une  racioe  j-t  d'une  équation  (j^,)  =z  o  de 
degré  m,; 

I Jï)  =  O  ayant  pour  racines  x,  0"*«x,  ©""'x,,.., 
qC»,-')"*,     et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles d*ane  racine  Xt  d 'une  équaUon  o  de 
,  degré  ntt  i 


ffay*^  ^  =  o  ayant  pour  racines  x,  G  x,  (/  -^i-'m 
^("«1  '^'"a*  j.^  ^1  ^i^Qi  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles d'une  racine  d'nne  équation  ^r^^  =  o  de 
degré  mr**. 

Supposons  maintenant  que  m^,  /Hi,...,  soient  premiers 
entre  eux^  les  équations 

n  auront  que  la  seule  racine  jcr  commune:  donc,  d'après 
un  théorème  connu  ,  on  pourra  exprimer  x  raiiruniclle- 
meutpar  les  coefficients  de  ces  équations,  et^  par  consé- 
quent ,  en  fonction  rationnelle  de  j^t  »  J^i  i  •  -  •  9  J^*  Ces 
dernières  quantités  étant  connues,  on  aura  une  racine  de 
l'équalu)!»  (i),cl,  par  suite,  toutes  les  rarinrs. 

La  résolution  de  l'équation  (1)  est  donc  laujt'néc  à 
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[iuuvcr  uuc  racine  de  chacune  des  équations 

♦i(r.)  =  o»  *»{/»)  =  o,...,  ♦«(r^)  =  o, 

qui  sont  respectivement  des  degrés  /if| ,       . . . ,  m^»  En 

outre,  ces  équations  ont  la  même  propriété  que  la  pro- 
pos» ainsi  qur  nous  FaNoiis  établi  précédemment;  on 
pourra  donc  leur  appli([uer  la  même  méthode.  Si  Ton  veut 
que  ces  équations  soient  les  moins  élevées  possibles,  et  si, 
en  décomposant  ft  en  facteurs  premiers ,  on  a 


*  t        )  Ai 


il  faudra  prendre 


m,  =  tf' ,    m,  =ri'^S . . . ,         =  . 
(^uaiu  à  la  résolution  de  chacune  des  équations 

de  degré  e^,  elle  se  ramène  k  celle  de  p  équations  de 
degré  c,  ainsi  que  nous  Tavons  démontré. 
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Rt'soliitiiHi  algébrique  des  éqvaUool dont  dépend  la  diTition  de  la  circon- 
férence du  cercle  en  un  nomlir*-  premier  de  parties  é{;alc».— Diviaioii  de 
la  circonférence  en  dix-sept  parlîea  ^ales.'->Coa6troction  géométrique* 


Résolution  algébrique  des  équations  dont  dépond  ia 
diinsion  de  ia  circonférenve  du  cercle  en  un  nombre 

premier  de  parties  égales. 

Le  problème  de  la  division  du  cerrie  va\  un  nombre  tu 
queli  oiii{uc  de  parties  égales  se  ramené  à  la  résolution  de 
Téqualion  binôme 

(  I  )  «•  —  I  =  o  ; 

car,  si  l*oii  fait 

air 

—  =11, 

m 

on  obtiendra  les  m  racines  de  l*ëquatîon  précédente,  en 
donnant  à  A:  les  rit  valeurs 

o,     I,     2,    Sf...»     (Jll  — i) 

dans  la  formule 

s  =:  cos  X  a     ^  —  1  sin  ka  \ 

on  connaîtra  donc  cos  A  a  et  sinAa  lorsque  Téquation 
binôme  (i)  sera  résolue  algéblriijuement. 
Si  m  est  un  nombre  impair  9fA  -h     il  vient,  en  diri» 
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sant  r4k|uatioii  (i)  par  z  —  i,  vi  posant  ensuilc 

I 

z        —  =  X. 

s 

\  t. 2  1.2 

C'est  de  cette  équation  (3)  que  dépend  directement  la 
division  du  cercle  en  2  fi  H-  t  parties  égales.  Ses^  racines 
sont  représentées  par  la  formule 

2  /  ÎT 

4»  =  3t  CO»  :  r=  2  COS  h  tt . 

2fl  H-  I 

dans  laquelle  on  doit  donner  à  k  les  valeurs 

ou  *\os  valeurs  fini  ne  (iiiièrcnt  de  ccllcs-là  que  par  des 
nmitijilcs  de  2fi  i. 

INous  avons  vu,  dans  la  ireizième  leçon,  que  si  m  ou 
2^+1  est  un  nombre  composé,  la  résolution  de  Téqua- 
tion  (t)  se  ramène  à  la  résolution  d'autres  équations  de  la 
même  formé  y  et  qui  ont  pour  degrés  respectifs  les  nombres  ' 
premiers  ou  les  puissances  de  nombres  premiers  qui  di- 
visent m.  Dès  lors,  la  même  chose  peut  se  dire  de  Téqua- 
tîon  (2),  et  on  peut  se  borner  à  considérer  le  ras  où 
m™2p. -hi  est  un  nombre  premier  ou  iirje  puissance 
d'un  nombre  premier.  Lorsque  est  prt  tnicn  ,  nous  ferons 
voir  que  la  division  de  la  circonférence  en  tn  parties  égales 
exige  seulement  la  résolution  de  plusieurs  équations  qui 
ont  respectivement  pour  degrés  les  facteurs  premiers  ^aux 
ou  inégaux  dans  lesquels  se  décompose  le  nombre  m  — 1 . 
Au  contraire f  lorsque  m  est  une  puissance  (T un  nombre 
premier     tcllê  que  />  '.  la  division  de  la  ci^|||hfércnce  en 

2G 
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m  parties  ^ales  exige  d'abord  la  division  en  p  parties 
^ales,  et,  en  outre,  la  résolution  de  t  —  i  équations  de 
degré  p,  qu'on  ne  peut  éviter  en  aucune  façon.  Chacune 
de  ces  i  —  i  équations  de  degré  p  est  résoluble  algébrique- 
ment; cela  résuit  t  s^it  de  la  formule  de  Moivrc,  soit  des 
considérations  développées  dans  la  treizième  leçon. 

Supposons  donc  2  /ut  H-  i  premier,  et  soit  n  une  racine 
primitive  pour  ce  nombre  premier  ^  je  dis  que  les  ft  racine* 
de  l'équation  (a)  seront 

(3)     acostfy    2  00s  na,    2  cos/i'a,  • . . ,    2  cos/i  "'' a. 

Il  est  évident  que  chacune  de  ces  a  quantités  satisfait  à 
réijuation  (2);  il  suflit  donc  de  démontrer  qu  elle^  sont 
toutes  distinctes.  Supposons,  s'il  est  possible ,  que  deux  de 
ee»  quantités  soient  égales ,  et  que  l'on  ait 

ncoi/iP  a  =  2cos/iïâ, 

p  ei  q  étant        j  ou  aurait 

a  ir 

X  désignant  un  nombre  entier.  Mais  a  =  ?  donc 

2    -h  I 

^«f  («F-f  ±1) 

9.  fi-M 

serait  un  nombre  entier;  et  comme  aft  + 1  est  premier, 
que  n  <]  afi  +1 ,  ils^ensuit  que  +x  diviserait  l'un  de» 
deuic  nombres  n^"^  H- 1  on  n — i  j  il  diviserait  donc  leur 

produit 

or  ceci  est  impossible^  car  2/7—  2<7e8t<C  ajtx,  et  n  désigne 
une  racine  pi  ltiuiivc  de  2 y. -f- 1 .  Donc  les  quantités  (3) 
sont  bien  lu^^tt  les  racines  de  1  équation  (2). 
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Si  mainteiiafil  on  fait 

m 

on  aura 

et  les  racines  de  ré([uation  (a)  seront  représentées  par 

on  a ,  en  outre ,  0''^x=:x  -,  car  n  étant  une  racine  primitive 

de  3fiL+i,  on  a  —  i  (mod.  ap+i)^  enfin  $x  est 
nne  fonction  rationnelle  de  car  coann  est  exprimable 
rationnellement  en  fonction  de  cosn.  On  yoit  donc  que 

Téqnalion  (2  )  ost  comprise  dans  la  classe  d'cqualions  que 
nous  avons  ciutiiëe  dans  la  dernière  leçon,  et  l'on  pourra 
la  résoudre  par  la  méthode  que  nous  avons  exposée. 

Ici ,  la  fonction  rationnelle  Bxa,  pour  valeur  (voir  qua- 
torzième leçon) 

.     /I  («  —  3 ) 
•4?  =  Jf"  —  «jt»-»  -h  — i  /  X*-* 

I  .2.3 

En  applïfjuani  à  l'équation  (2)  les  dit  urèracs  de  la  leçon 
précédente 9  on  obtient  les  énoncés  suivants  ; 

i^.  Si  fA  =:  m«  iit|. .  .hIm,  on  peut  di\nser  la  circonfé-' 

rence  entière  du  cercle  en  2  tt-l-i  parties  égales  à  t aide 
de  b)  équations  des  degrés  mi,  ms^. . . ,  respectivement. 

Si  les  nombres  nti,  ntt,.**»  m^sont  premiers  entre  eux, 

les  coefficients  de  ces  équations  seront  dies  nombres 
rationnels, 

a".  Si  ft  =  2^*,  on  pourra  r/iVwer  la  drcgnférence  du 

26. 
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cercle  en  9fi+i  parties  égales  ^  à  l'aide  de  oft  racines 
carrées.  En  Vautres  termes  y  si  ^fi-hi  est  im  nombre 

premier,  et  fji=  on  pourra  tli^ùer  la  circonjcrence 
du  cercle  en  afi4-i  parties  égales ,  auec  la  règle  et  le 
compas^ 

3**.  Pour  diviser  la  circonférence  du  cercle  en^fi-hi 
parties  égales,  U  suffit  de  dwver  la  circonférence  entière 

en  'j.ii  pat  lies  égales ,  de  diviser  un  arc ,  (ju'on  peut  con- 
struire ensuite  en  i  parties  égales ,  et  d  extraire  la 
racine  carrée  d'une  seule  quantité. 

Ce  dernier  théorème  est  dû  à  M.  Gauss.  Ce  géomètre  a 
prouvé,  en  outre,  que  la  quantité  dont  il  faut  extraire  la 
racine  carrée  est  simplement  le  nombre  entier  a  p  -H  i  • 
Voici  comment  Abel  le  démontre. 

En  désignant  par  p  celte  (|u  rilité,  p  est,  comme  nous 
Tavons  vu  dans  la  kçon  précédente ,  la  valeur  numérique 
du  produit 

OÙ 

•iT      , —  .  air 
a  =  co$  h  V  —  ï      — • 

On  a  donc 

ltp  =  4(^<**^      «COSil<l-h  a'cOSIl'tf  4-...H-a''~*COS«''~'rt) 

X  (co»<i-h«'*~'cosiitf-f-«'*~*cosJt'«-|-...-|-«ci»«^'"'<i). 

En  dévelpppaut  ce  produit,  on  aura  uu  résultat  de  la 
forme 

et  Ton  trouve  facilement 

COSH        «COSllH-COSil  «CO«»ll-|-,..-|-CO»Jl  «COSll^*flj« 
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Eu  se  servant  de  la  lui  mule 


eus 


la  valeur  de     prendra  la  forme 

[coft(/i"+i)a-hooi(ii"+i)/tii+oo6(#i"-hi)A'a<4-.  •  .1 
-hOO»(ii"-H  J 

-h  coa(rt"— J' 

Du^  en  faisant 

Cela  posé,  supposons  tl  abord  que  m  ne  soii  pas  iiulj 
2cosa'  et  aeosa'^  sont  des  racines  de  Téquatiou  (a)^, 
donc 

aooaai'ssO^x   et   2«osa''=  9*4?, 
et  l'on  aura 

O^xH-Ô      x-f-...-hô      x        -h  0*. .  .4-9  */ 


ou 


c'cst-à-dirtî  (jui'  csl  double  de  ia  buiume  des  racines  de 
l'équation  (a),  laquelle  est  égale  à  —  i  ^  on  a  donc 


«.  =ï  —  a. 
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Supposons  maintenant  m  =s  o,  on  aura 

Or  2  cos  2  a  est  racine  de  Téquation  (  2)  ^  donc ,  en  faisant 

2COS2a  =  ô  X| 

ou  aura 

(o^x -f-  6'^  a:  4- .  .  . -h         X -h  X -h  6x -H  •  .  . -f-  0**    x)  -f  2^, 

et  y  par  conaécpient , 

=  2|;ft^l. 

D'après  cela^  la  valeur  de  :izp  sera 

d:p=:2(i  —  X  —  a  («4* «'-+-...  +  «'*""'). 
D'ailleurs 

donc 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

La  théorie  que  nous  menons  d'exposer  oonduit  à  un 
grand  nombre  de  conséquences  in^rtantes.  On  en  verra 
un  exemple  remarquaUe  dans  la  Note  X. 

Division  de  la  circonférence  en  dix^ept  parties  égales, 

£n  faisant  2fx-Hi=i7  ou  ft=58y  l'équation  (2)  du 
paragraphe  précédent  devient 

(i)  ar*-h  Jc' —  7x" — 6x'+l5jt* — iQx^ — 10  X' —  4  ^  -+-i=  O, 

et  ses  racines»  comprises  dans  la  formule 

2^lt 
orss  2GQS— » 

'7 
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|»eaveul  ùlre  représentées  par 

(2)  4?,  0«,  0*x,  0*x,  0^«,  0*4r,  O'x. 

La  plus  petite  raciDe  primitiTe  de  17  est  3  (  ro//  la 
Table  dot  radiieB  prîmitiTes,  page  34o)^  et  les  résidu» 
par  rapport  à  17  des  puissances 

3*1   3*1   3*1   3%   3'|    3*j   3%  3'| 

sont 

I,    3,    9,    10,  i3,  5,    i5,  iii 
donc,  en  faisant,  pour  abréger, 

air 

les  quantités  (a)  seront 

acosrt,  2co93a,  2cosg<î,  2cosiort, 
aco&i3a,    acosSa,    acosiStf»  acosiia; 

ou,  à  cause  de  cos  (i  7  ~  m)  a  s  cos  a , 

aoosa,  acosdtfy  acosdut  acos7a, 
acos4<i»   acos5ii,    acosa^,  acosGa. 

Four  appliquer  la  méthode  générale,  il  faut  commencer 
par  calculer  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
quantités 

acosA,    acosÔi?,    a  cos  4       a  cos  a  a. 
Posons  donc 

jr  =  a  cos  a  +  a  cos  3a  +  2cos4<>  +  acosaa^ 

jr  dépendra  d'uoe  équation  du  second  degré,  dont  les 
deux  racines  seront 

(3)  s=  a  cos  a -H  a  cos  80+ 2  00s  4^-1*  a  cos  a  a, 

(4)  acosStf  4- acos  7    -H  acos5tf-|- acosSa. 

Cette  équation  est  bien  aisée  à  iormer,  car  ou  a  d'abord. 
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par  i  c'i|ualioii  (i) , 

(5)  jr4,^,-=_|; 

ensuite,  en  multipliant  par  ) , ,  transformant  les  pnw 
duits  de  cosinus  en  sommes  à  l'aide  des  formules  connues, 
et  ayant  %ard  à  Téquation  identique 

cos  ^17  —  m)a  ^  cos  ma , 

on  trouve 

/aco8àH-2cosaa-|-2oos3ff-f-  2gos4a-H  2cos5ii\ 
+acos6<i-haGOS7â  4-2cos8a  / 

et,  à  cause  de  l'^uatiou  (1), 

(6)  jj.  ==  -  4- 
L^équation  en^  sera  donc 

(7)  /^+j^-4  =  o, 

et  Ton  peut  coiisidiSrer  compte  connues  ses  deux  racinesi 

Maintenant  les  quantités 

2COS0,    acosS^r,  .acos4<>»  acosaa, 

sont  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré  dont  les 
coi  fdcicnls  sont  fonctions  rationnelles  et  sur  lacjueIK? 
nous  allons  raisonner  comme  nous  avons  fait  sur  la  pro- 
posée. Il  faut,  confornicuient  à  la  niélliode  générale, 
chercher  d'abord  une  fonction  rationnelle  et  symétrique 
z  des  quantités 

2  cos  a,     a  cos  4  A- 

Posons  donc 

8^2  cos  tf  H-  2  cos  4<'  > 
Téquation  eu  z  sera  du  second  degré,  et  aura  pour  racines 

(8)  z      2,  ces  rï  -f-  2  cos  4  "  ) 
(t^)                     5|  =:  2COS  br/ -i- 2  cos2<i. 
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On  a  d'abord 

(lo)  a  -h  z,  = 

L'i  eu  multipliant  z  par  2, ,  on  trouve,  aprcb  avoir  rcni'- 
placé  les  produits  de  cosinus  par  des  sommes, 

(2  ces  a -h  "2  cos  2  a  -h  2  cos  3  a  -h  2  cos4  ^  4-  2cos  5  «  \ 
H- 2cos6a  4- acos^a 2cos8fl 

on,  à  cause  que  la  somme  des  racines  de  Téquation  (1) 

[i  l)  =r  —  I  ; 

l'éqaatiou  eu  2  sera  donc 

(la)  s»  — js  — 1  =  0. 

Enfin  il  ne  reste  plus  qu'à  former  ré(|uation  du  recoud 
degré  dont  les  racines  sont 

2cos<i,  aoos4o'» 

eidout  les  coefiicients  peuvent  s'exprimer  eu  iunctiou  ra- 
lionoelle  de  /  et  de  Maïs  ou  peut  simplifier  ici  Tappli- 
cation  de  la  méthode  générale. 

Considérons  Téquation  du  quatrième  degré,  dont  les 
racines 

2Cos3â,    2co&7a,    2  cos 5 a,    2  cos 6a 

ont  pour  somme  ji,  et  opérons  comme  noua  avons  fait  à 

1  égard  de  Téquatiou  qui  a  pour  ratitit^  les  quaniiu-s 
dont  la  somme  est  j".  Ou  loruiera  une  équation  du  second 
degré  ayant  pour  racines 


(i3)  tf     2ccis3<7  +  acosSa, 

(14 J  B,  SSS  2CO»7  <i  4-  2COs6<I, 

et,  en  opérant  comme  précédemment,  on  trouvera 
(16;  «tt,  ss:  — ij 


4lO  VlWr.T-ll  Lil  IL.Ufc  i.tÇOi<. 

cette  équatiou  en  u  sera  doue 

(17)  — j',  tf— 1  =  0, 

el  les  quaulilés  u  ci      aoal  cuiiiiues  aimi  c^ue  2  et 
Cela  posé,  faisons 

(18)  X  ss%co»a, 

(19)  x,=  acos4^> 
on  aura  d'abord 

(ao)  «-h«,  =  «, 

leosuite 

jcjT,  =  4-  cos  a  co$4^  =  2  ces  3  A  +  2  cos  5<l 

ou 

X  et  X|  seront  donc  racines  de  Téquation 

(aa)  4f' — ur  +  itso. 

La  résolution  de  Téquation  (t)  est  ainsi  ramenée  k  celle 
des  écjuatiom  du  second  degré  (7) ,  (12) ,  (17)  et  (aa)  ;  le 
problème  est  donc  résolu.  Nous  allons  chercher  mainte- 
nant à  dcduirc  de  l'analyse  précédente  une  ronstiaiclion 
gtHiniéiri(jiie,  pour  eirectutr  la  division  de  la  circouié- 

reuce  en  dix-sept  parties  égales. 
« 

Construction  géométrique* 

Quand  on  se  propose,  dans  la  géométrie  élémentaire, 

d'inserirc  dans  un  cercle  les  polyc^ones  réguliers  de  trois 
el  de  cimj  eûtes,  on  commence  par  inscrire  ceux  de  six 
ut  ^  dix  cotés.      mémo ,  nous  commencerons  ici  par 
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inscrire  le  polygoue  régulier  de  trente-quatre  cétés, 

celui  de  dix-sept  côtés  s'en  déduira  immédiatement. 

Soit  uno  demi -circonférence  {Jîg-  3),  partagée  eu 
dix-sept  parties  égales  aux  points 

«#  ^,  <?»  /,  gf  à,  /,  y,  X,  /,  w,  /I,       /?,  ^,  r; 

la  corde  sera  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de 
Irenle-qualrc  cùlés,  elles  cordes  ad^  af^  ah  y  aj^  al^  an  ^ 
ap  seront  les  diagonales  de  ce  polygone  ou,  si  1  on  veut, 
les  côtés  des  polygones  réguliers  étoiles  de  trente-quatre 
côtés,  que  Ton  peut  inscrire  dans  la  circonférence. 

En  prenant  le  rayou  pour  unité  et  faisant,  comme 
précédemment) 


ou  aura 


Sir 
'7 


ab  =  2mï  ^  =  +  2  cos  4  A } 

a«f  =  2Sin  ^  =  —  scosotff 

i{r  =  asm  77-  =  +  aoosSa^ 
94 

aA  =  2sin       —  —  2cosôay 

<y  =  asin  ^     +  aoosatfy 

.  1 1 77 

al  =  2  Sin  -52-  =  —  2  cos  7  « , 

an  =  asm      =  +  aocsny 

.  i5ir   

=  a sm      s  ^  2 cosoa. 


1?- 

Conservons  toutes  les  notations  du  paragraphe  précédent  ^ 


4lU  VINGT-HUITIÈME  LEÇON. 

les  équations  (3)  et  (4)  nous  donnent 

Xi  =  a/'—  ni  —  arf  —  ah. 

On  voit  que  est  négatif,  car  af  est  <^al\  par  suite, 
y  est  positif,  puisque =  — i  •  Faisant  donc  /t  = — y'^ 
les  équations  (5)  et  (6)  deviennent 

Les  équations  (8)  et  (9)  nous  donnent 

z  :=.  an ab  f 
s,  =  ^      +  oJ\ 

Zx  est  négatif,  car  ap  est  ^a/)  et  z  est  positif.  Les  équa- 
tions (10)  et  (11) deviennent» en  faisant        —  2', 

Pareiilemcut,  les  équations       et  (i4)  donucui 

u  z=z  a/  —  rtrf, 
u^  =  —  al  ah\ 

Ut  est  donc  négatif  ,  et  u  positif.  Faisaul  —  — m',  ou 
aura,  par  les  équalious  (i5)et(i6)» 

a'  —  «  =  x'* 
uu*  s:  I  ; 

eiiiiu  leb  équalious  (18)  ut  ^19)  douueiil 

ab  y 

en  sorte  que  x  et  Xi  sont  positifs,  et  les  équations  (ao) 
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et  (  2 1  )  conservent  leur  forme 

X       «P|  SS  2  f 

Le  cètë  de  notre  polygone  de  trente-quatre  côtés  est  Xt , 
et,  pour  le  construire,  on  voit  qu'il  suffit, 
V*,  De  construire  deux  lignesy  et^'  telles,  que 

2'\  De  construire  quatre  lignes  -s,  z',  t/,     telles,  que 
j»'  —  w  =  j^',     uu'  =.  I  ; 

3®.  De  eonstmire  deux  lignes x et  Xi  telles,  que 

j;  4-  X|  =  s,    xr,  =  tt. 

ConstrucliojL.  \  .  \  a\  nu  pciiiii  O  d'une  ligne  iiuîélinie 
l\  (/'^»  4)>  élevons  une  perpendiculaire  OA  égale  au 

njon  du  cercle,  c*est-à-dire  à  Tunité.  Prenons  OC  ^, 

puis,  du  point  C  comme  centre,  avec  CA  pour  rayon,  dé- 
crivons un  cercle  qui  coupe  en  B  et  D  la  ligne  UV  ;  on 
aura 

OB  —  *  r,  OD=ri/; 

car 

aOB  — 20Bs=40C=:i    et    aOD  X  aOB  =s  40Â' =?4. 

a**.  Joignons  AB,  et  du  point  B  comme  ceulrc,  avec  0\\ 
poar  rayon,  décrivons  une  circonférence  qui  coupe  en  M 
et  P  la  ligne  AB  prolongée,  on  aura 

car 

AM--AP=  PM  =  aOB=r    et    AM.AP  =  Ao'=i. 


4l4  VIKÏGT-MUITIÈME  LEÇOIf. 

Joignons  pareillement  AD,  et  du  point  D  comme oentre, 
avec  OD  pour  rayon ,  décrivons  une  circonférence  qui 
cotqpe  en  N  et  Q  la  ligne  AD  prolongée ,  on  aura 

AN  =  11,    AQ  =  f('; 

car 

AQ— AN=:I«Q=20D=j''    et   ATi.AQss  ÂÔ' =  i. 

3**.  Rabattons  AO  en  AE  sur  lo  prolongeinent  de  AD, 
décrivons  sur        comme  diamètre,  uu  cercle  qui  coupe 

AB  en  F;  du  point  F  comme  centre ,  avec  AI  =  ^  pour 

rayon  ^  décrivons  un  cercle  qui  coupe  AD  en  G)  et ,  en6n, 
du  point  G  comme  centre,  avec  ce  même  rayon,  décri-> 
vous  un  cercle  qui  coupe  AD  en  K  et  H,  on  aura 

«i=rAK,  JfssAfi; 

car 

AK  +  AH  =  9  GF  =  2  AI  =  AM  srz  s 

et 

AK. AH  =r  AÏ'=  AW.A£=  AN.AO  =  a. 

Le  rôlédu  polygone  régulier  de  trentc-rjualre  côlés  inscrit 
dans  le  tert:le  dout  le  rayon  est  OA ,  est  donc  égal  à  AK. 
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VINGT-NEUVIÈME  LEÇON. 

Formola  de  Lagrange  ponr  le  développement  de  certaines  fonction» 
impllellea.  —  Développement  d'une  raeIne^leréqaaUon«s«^  fi».— 
Autre  applicalion  do  la  formnle  de  Lagrange. 


Formule  de  Lagfwige  pour  le  développement  de 
certaines  fonctions  implicites. 

Lagrange  a  donné ,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
de  Berlin  ponr  Tannée  1768 ,  une  formule  remarquable, 

par  laquelle  011  peut  développer  en  série  une  cla^ûc  élcudue 
de  fondions  implicites  (*).  Laplace  a  donné  ensuite  de 
celle  même  formule  une  (I4  inonslralion  très-simple  ,  fon- 
dée sur  le  calcul  intégral,  et  que  Lagrange  a  introduite 
dans  sa  Théorie  des  fonctions  analytiques  (**).  Plus 
tard ,  M.  Cauchy  en  a  publié  une  noavelle,  qui  a  Tavan- 
tage  défaire  connaître  le  reste  delà  série  (^^)*  Nous  pré- 
senterons ici  la  démonstration  très-simple  et  très-directe 
que  M.  Duhamel  a  donuée  dans  son  Cours  de  Mécanique 
de  V École  Polytechnique 

Soit  une  fonction  z  de  deux  variables  indépendante  x 


(*)  Vofr  le  TrtAêi  de  U  Resolution,  de*  Èqmaiions  fiamtffifMf^  Note  XI. 
Lagrange  déduit  8A  formule  de  celle  que  nous  fabona  connaître  dans  la 

Note  ! 

(•■)  Voir  la  y  éUit.  do  cet  ouvrage,  que  j'ai  publiet»      i8  )-,  [injîc  \  \  - 
(***)  Mémoires  de  l'Académie  impériale  des  Sciences  de  l  institut  Jf 
firamccs  lome  VIII,  paie  i3o. 
{**•«)  Deuxième  partie,  paReS?. 
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et     qui  satisfait  à  Téquatiou 

OÙ  f  désigne  une  fonction  donnée  quelconque.  L'équa- 
tion (i)  admet  généralement  plusieurs  racines  mais 
nous  achèverons  de  déterminer  la  fonction  z  que  nous 
considérons ,  par  la  condition  qu'elle  se  réduise  à  x  pour 

f  =  o.  Cela  posé,  nous  nous  proposons  do  former  le  dé- 
veloppement de  z  en  série  ordonnée  suivant  irs  puissances 
de  ^ 

Ou  a,  par  la  formule  de  Maclaurin,  en  considérant  z 
comme  fonction  de  la  seule  variable  t , 

(^)  '  *  *  '  '         )  ^^^^       valeurs  de  z  et  de  ses 

di  rivtM's  pour  r  =  o  ,  et  R„  désignant  le  reste  de  la  série. 
Kn  taisant  t  =  o  dans  ré(|uation  (i),  ou  a  d  aburd 

s»=:x; 

et  il  ne  reste  plus  qu  a  trouver  généralement  la  valeur  de 

rf-5 

j-  pour  t  =  o. 

Diirérentiant  successivement  Téquaiion  (i)  par  rapport 
k  chacune  des  variables  x  et  f ,  on  a 

fiz  ,  .  dz      Hz       ^ ,  y         ^.  ,  y  dz 

et,  en  éliminant  J'  (s), 


Cette  équation  fait  connaître  la  valeur  de  , 
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pour  £  ==  o,  on  a 

dz 

2  =  ^=:x    et    -j--  =  i; 

donc 

Pour  avoir  la  valeur  du         j  >  dillereiitions  Féqua- 

Uon  (3)  par  rapport  à     et  ensuite  par  rapport  à  x;,  on 

aura 


(; 


dxdi 


en  éliminant        entre  ces  équations,  et  remplaçant 
par  sa  valeur  tirée  de  (  3) ,  il  vient 

Cl,  comme  le  second  membre  est  la  dérivée  de  /  (  2)'  — 
par  rapport  à  a: ,  on  aura  enfin 


Faisant  maintenant 

dz 

il  rient 


On  peut  continuer  de  la  même  manière  ^ur  former  les 

27 


4x8  vnvnT-RBvyiàxE  lbçon. 

dérivées  successÎTCS        j  ,  oic;  mai»,  pour  éviter  de 

répéter  sans  cesse  les  mêmes  réductions,  nous  comme u- 
cerons  par  établir  une  formule  générale  qui  simplifiera 
Texposition  de  la  métbode. 

Soit  <p  (z  )  une  fonction  quelconque ,  et  diflérentions 

par  rapport  i  t,  on  aura 

OU)  en  meitain  à  la  place  de  ^  cl  de  -^^^  leurs  vak^urs 
précédemment  écrites, 

Le  second  membre  est  la  dérivée  de 

t(»)/(»)^ 

par  rapport  à  ar;  on  aura  donc  généralement 


(5) 


dt  dx 


Au  moyen  de  cette  formule,  on  pourrait  d^uire  l'éqwa« 
tîon  (4)  <1«  (3)?  en  supposant  9  («)  =  /(«)• 
Faisons  maintenant  ^  (z)  =  /(z)',  !\k|uaiioii  (5)don' 
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oera 

€it        "        Hx  ' 

et,  par  coiuéqueut,  eu  ditlvi-vniiant  l'équation  (4)  (Mir 
rapport  à  f  ^  on  aura 

en  difTércn liant  cette  dernière  par  rapport  ik  f ,  ot  se  Ber«- 

vant  (Je  1  (k^ualioii  (5)  où  J'oii  fera  l^z)  ~  J  {^Y^  ou 
aura 


€t  jedis  que  Ton  a  généralement 


Comme  nous  avons  établi  cette  formule  pour  les  valeurs 
I.  a,  ^  de  m,  îl  suffit  de  démontrer  que  si  elle  a  lien  pour 

une  \aleiir  qiitrlconqiir  dv  /;/ ,  elle  a  li(m  aussi  p(»ui'  telle 
nieiiH'  viilcur  de  m  .mgriK'iitt'e  d  une  unité.  Supp<t->i)iis 
donc  que  1  équation  (6)  ail  lieu,  et  faisons  ^  [z)  =  J  {'^Y* 
dans  Téquation  (5),  on  aura 

df         "  dx  ^ 

diflférentions  maintenant  Téquation  (6)  par  rapport  â  ty 

27. 
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il  vient 


é<{aation  qui  se  déduit  de  (  6)  en  changeant  m  en  m  -h  i  ' 

L'équation  (6)  est  donc  générale ,  et,  en  y  faisant  I  =  o, 
il  vient 


Le  développement  (3)  dez  sera  donc 

(7)  «  =  x-h//(«  -f-  ~-^+...H  

*  '     1.2    dx  i.a.../ï  i/x"-' 

Proposons-nou  s  niaintenantde  former  le  développement 
d'une  fonction  quclt  onque  V  {z)  do  z  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  t. 

On  a  y  par  la  formule  de  Maclaurio , 


(8) 


en  désignant  par  F©,  '  valeurs  de  F  ot  de 

ses  dérivées  pour  r  =  o,  et  par  Ru  le  reste  de  la  série.  Le 
premier  terme  F»  est  égal  à  F  (x) ,  car  on  a  z  s  a:  pour 

t  s=     il  reste  donc  à  déterminer  généralement  (        \  • 

On  a  d  abord 

rf  F  dz  .  dt 
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«I,  eadiirérenliant  par  rapport  k  tf 


,.^_.[F-W»gJ 


hm»  Téquation  (5)  donne,  en  faisant  f  (z)     F'  (z)  f(z)^ 

4^t»)/(»)g_4F'(')/(»)-g] 

doDc 


On  dédnira  paiciUiHHMii  de  cette  dernière,  en  iaii>aut 
usage  de  Téquation  (5), 


eil'on  ferait  voir,  comme  précédemment,  qu'on  a  géiié- 

ralcmeut 

faisant  ^=^o,  z  —  celle  ibimule  donne 

Le  développement  (8)  de  F(2)  sera,  par  conséquent, 


(10) 
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Quant  à  la  forme  du  reste ,  je  ne  croîs  pns  devoir  en  parler 
ici,  et  je  renverrai  le  lecteur  au  Mémoire  dans  lequel 
M.  Cauchy  a  traité  cette  question. 

Déifeloppement  d'une  racine  de  V  équation  z  =  ^-hiz'^. 

En  faisant  f{z)=:z'^  dans  Téquation  (7),  on  a  le  dé- 

vcloppcnicnl  siilvaut  : 

I «s  I .2.3 

n/n  (nm  —  il...' ntu  —  n  1) 

_l-  _J  —   ,  -h.  . 

pour  celle  des  rarînes  de  Téquatiou 

8  s=  j?  -J-  la*, 

qui  se  réduit  à  x  pour  /  =  o. 
Le  terme  général     de  cette  série  a  pour  valeur 

nm  [nm  —  1  ) .    f  nm  —  «-Ha) 

Jl^  =  ^  -   J  /  in  . 

I .a.o* . •n 

et  Tou  eu  déduit 

4f„4.i    I      [nm  -\-  m  )  {^nrn  ^  nt  —  i).  .  ,[tuu  -i-  i)    ^  ^ 

«a  «  -i-  I        (  /iWi          «  -H  2)  ,  .  .  («//I          M  -i-  //I  ) 

la  limite  de  ce  rapport,  pour  m  =:  00  ,  est  égale  à 


m* 


Ui — I 


11  en  résulte  c|iu'  la  séri(>  préréilenie  sera  convergente)  si 
cette  quantité  est  inférieure  à  Tunité. 
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Autre  application  de  la  formule  de  Lagrange, 

,  La  formule  de  Lagrange  est  souvent  utile  pour  le  déve* 
loppement  des  fonctions  explicites.  Nous  allons  en  donner 
un  exemple.  Supposons  qu^on  veuille  développer  la  fonc- 

(ç— 0*'   .      ,      .  .         ,  , 

 f'^m4.\  suivant  les  puissances  croissantes  de  t. 

En  ap|>lii|aaiitla  foruiule  de  Lagrau^e  à  1  éc^ualioii 
(l)  «=r  ;  +  //{*), 

où  z  désigne  une  fonction  des  variables  {^Ctf,  q\./(^s.) 
une  fonction  quelconque  de  «s,  il  vient 

•^^-2.77^7^^  dv->  ' 

et,  en  diiKre&liaiit  par  rapport  a  ^ , 

Maiuteuaul  soient 

F'(z)  =  a-   et  =  t, 

l'équation  (  i  )  donnera 

K  —  t      clz  I 


et,  par  suite,  l'équation  (2)  devient 
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ÏUEiS TIÈME  LEÇON. 

SoluUoo  d'un  problème  d'analyse  indéterminé  rdatif  à  la  reprétentadon 
géométrique  des  foncUon»  elliptiques. 


La  question  que  je  vais  développer  dans  celte  leçon  est 
extraite  du  Mcmoii-e  sur  la  repnwt  nia  lion  gionu  irique 
des  fondions  elliplujucs  et  ni  ti  à-elliptiques  y  que  j  ai  pu- 
blié dans  les  tomes  X  et  XI  du  Journal  de  M.  Liouville, 
et  qui  fait  pat*tie  du  tome  XI  du  Recueil  des  Savants 
étrangers. 

Solution  (l'un  problctuc  d  analyse  inrlérennincc  n  iaiij' 
à  la  représentation  géométrique  des  JoncLions  ellip— 
tiques. 

Le  problème  que  nous  uous  proposons  de  résoudre  est 
le  suivant  : 

Tromper  toutes  les  solutions  que  peut  admettre  Véqua^ 
tion  indéterminée 

(l)  rf:c'>hrfj»=     ,        ^  , 

oii  c  est  une  constunte  réelle  ,  et  oi}  deux  constantes 
iniaginaues  conjuguées ^  en  ne  prenant  pour  r  et  y  que 
des  Jonctions  réelles  et  rationnelles  de  z  qui  ne  puissent 
être  infinies  que  pour  zs==baetz  =  dia. 

Oësiguous,  pour  abréger,  par  i  Fimaginaire  ^^t* 
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L'équalion  (i)  peut  s'écrire  de  la  manière  t>uivaule  : 

et  comme  x  et  y  «mt  de»  fonctions  réelles  el  rationnelles 

de  les  deux  facteurs  du  premier  membre  de  Téqua- 
lion  ( )  SOUL  Jls  tujiciioiis  r  itiounelles  imaginaires  et 
conjuguées,  ayant  pour  uiutlule  l  unité.  Donc,  en  dési- 
gnant par  p  et,  u  deux  polynômes  imaginaires  et  (  onju- 
gués ,  par  u  un  angle  réel  et  par  e  la  base  des  logarithmes 
népériens ,  on  pourra  poser 


pu 

P  dz 
o  (s>  —  «') 


(3) 


cfx  —  I  <//  =  ce-  ''  '  —j^  r»- 


La  seconde  de  ces  équations  (3)  se  déduisant  de  la  pre- 
mière par  le  changement  de  i  en  —  /,  il  est  inutile  de  la 

considérer;  en  intégrant  la  première,  on  a 


(4) 


et  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  polynômes  //  et  cj, 
de  manière  que  Tintégrale  du  second  membre  soit  algé- 
brique \  car,  cela  fait,  on  égalera  à  la  partie  réelle  du 
second  membre,  jr  au  coefficient  de  1,  et  le  problème  sera 

résolu 

F)'aprt'&  1  énoncé  du  problème,  x  et  y  ne  doivent  clic 
iniiuics  que  pour  2  =  di  a ,  2  =  db  a  pl  en  est  donc  de 
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même  de  x + '/  cl  de  x — ;  par  consëquenl,  le  dénomi- 

iialcur  zs  de  la  quautité  sous  le  signe  J* ue  peut  couteiiir 
qae  les  facteurs  linéaires 


cl  il  en  est  (le  même  du  |x>lyiiuiue  (  onjugué />>^  (1011  il  suit 
que  p  contient  deux  di*  ces  quatre  facteurs,  et  que  tj  cou- 
lieu  l  leurs  conjugues  le  même  nombre  de  fois  respecli- 
vement.  On  peut  faire  quatre  hypothèses  : 


p 

=  (* 

p 

4^ 

p 

m  et  n  désignant  des  nombres  entiers  et  positifs. 
Dans  la  première  hypothèse ,  on  a 

P    «fa  (g  — aj^iz-f-g)"  _ ^ 

dans  J  a  seconde, 

cr  (s— a^«(»-f-/z)"-^' 

ou ,  en  changeant  m  en  m  +  i , 

p      dz  (s  — n)'"  [z  -h  a) 


n 

dz. 


La  troisième  et  la  quatrième  hypothèse  donueutlcs  mèuies 

valeurs  de  -  ^  s  a  u  f  (  me   et  âc  sont  changés  Tun  dans 

I^aulre,  ce  qui  ne  produit  que  le  changement  insignifiant 
de  I  en  —  i. 

0n  tout  cela ,  il  résulte  que  les  fonctions  cherchées  x 
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et  j  seront  données  par  Tune  des  deux  équations  sui- 
vantes : 


(5) 


L'cquaiion  (6)  est  comprise  daus  l'équation  (5),  si  1  ou 
admet  des  valeurs  négatives  pour  m;  die  se  déduit ,  eu 
effet,  de  l'équation  (5) ,  en  changeant  m  en  —  (m 
On  obtiendra  la  condition  pour  que  rintégraledeTéqua- 

ûon  (5)  soit  algébrique,  coramc  nous  Tavons  indiqué 
d.tus  la  sL'pilî'mc  leçon:  mais  il  cuuvicut  auparavant  de 
irausibrmer  cette  iutëgrale. 
Posons 

et  prenons  f  à  la  place  de      une  au  Ire  variable  tj  telle 

tjuc 

«  H-  a       2  a 


d'oii 


iz  '         1  a 

 :  dti 


Qu  aura,  après  quelques  réductions  faciles , 


(8  >- a)"' (z  -h  a)"  , 


Donc,  pour  que  j:  et^  soient  algébriques,  il  faut  et  il 
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suâit  que  F  intégrale 

le  soit,  il  faut  doue  qu^en  décomposant 

en  fractions  simples  ,  on  ne  trouve  pas  de  terme  contenant 
en  il(  iMjininaleur  la  première  puissance  de  t  —  (J:  fu 
d  autres  tenues ,  il  faut  que  la  m''"*"  dérivée  de  la  fonc- 
tion t"  [t  —  i)'"  soit  nulle  pour  l  la  condition  que 
nous  cherchons  est  donc 

(6)   îi-:=o. 

Le  changement  de  a  rt  a  en  —  a  et  —  «  dans  Fînlé- 

grale  (5)  équivaut  au  changement  des  exposants  m  et  // 
l'un  dans  1  autre ^  et  comme  Ç  ne  change  pas  «juarui  ou 
change  a  et  a  en  — a  et  —  a,  il  s'ensuit  ({u'on  peut,  dans 
la  relation  (8) ,  changer  m  et  n  Fun  dans  l'autre.  Notre 
équation  de  condition  peut  donc  s'écrire  de  la  manière 
suivante  : 

(9)  ■  = 

Au  surplus,  il  est  aisé  de  s'assurer  que  les  équatîous  (8) 
et  (9)  sont  équivalentes,  car  on  aVidentité 


1.2..  «I»        </Ç*  i.2...m  «fC* 

Les  équations  (8)  cl  (y)  ue  dilïerent  donc  qu'en  <e  que, 
si  m  et  n  sont  inégaux.  Tune  a  des  racines  nulles.  Mais  les 
racines  =:  o  ne  peuvent  nous  ronvenîr,  car  =  o  donne 
a  —  —  ,  et  dans  ce  cas  a*  et  a*  ue  sont  pas  imaginaires 
comme  on  Ta  supposé. 


t 
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Supposons  que  n  ne  soit  pas  inférieur  à  m,  Inéqua- 
tion (  9  )  sera  du  degré  m,  et  ses  m  racines  seroni  réelles  et 

comprises  entre  o  et  i .  Ce  tliéorème  se  démontre  immé- 
diatement, en  appli(|uajil  m  Ibis  de  suite  le  théorème  de 
RoUe  à  l'équation 

Ç"(Ç-l)-  =  0, 

qui  a  m  racines  nulles  et  n  racines  égaies  à  i . 

En  désignant  par  Ç  une  racine  quelconque  de  Téqua- 
tîon  (9)  f  on  aura 

on  pourra  se  donner,  à  volonté ,  le  module  p  des  imagî- 

uaii  es  a  et  a ,  et  si  Ton  pose 

(ti)  aa=^% 

les  équations  (10)  et  (11)  détermineront ^  vi  y.,  qui  seront 
bien^  en  effet,  imaginaires  et  conjuguées,  à  cause  de 

Considérons  maintenant  l'équation  (6)  ^  comme  elle  se 

déduit  de  I  éqiialioii  (j)  on  chanjjji'aiit ///  en  — (/«-f-i),on 
peut  adinellre  que  la  con  lli  nii  nécessaire  ponr  cjue  l'in- 
tégrale qu'elle  contient  soit  algébrique,  se  déduit  de  Téqua- 
tion  (9)  par  ce  même  changement.  Cette  condition  sera 
donc 

(12)   ,  o. 

Et,  en  faisant  usage  du  théorème  de  Rolle,  on  voit  que 
cette  équation  a  toutes  ses  racines  réelles  et  plus  grandes 

que  i  j  en  sorte  que  si  l'on  pose 
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les  «juanlités  a  et  et  ne  pourront  pas  être  ima^naires  et 
conjuguées* 

On  voit  enfln  que  l 'équation  (i)  ne  peut  admettre  de 

solutions  réelirs  et  i  atiouncllosquc  ccllesqui  sontdonné<?s 
par  réfjualion  (5),  où  m  <n  n  i ('présfiiK'Dl  des  nniiil»i<»s 
en  tiers  indéterminés,  et  encore  iaut-il ,  pour  i^u  ciie  eu 
admette  eilertivementf  que  la  quantité 

âoiL  une  ra<-ine  de  Téqualion  ^8). 

Je  ne  parlerai  point  ici  des  applications  que  j*ai  faites 
des  rësuluts  qui  précèdent,  et  je  renverrai  le  lecteur  aux 
divers  Mémoires  que  j  ai  publiés  sur  cette  question. 


FIN. 
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NOTES. 


NOTE  I. 

SOB  1.4  UBVEEMIIIATION  DM  SOUMIS  Oft  rVISSAtlCES  SEMBLABLES 
DBS  BACmES  D*infS  ÉQUATION. 


Formule  de  lagrange, 

Lagrange  a  fait  connaître  dans  les  Mémoires  de  i* Académie  de 
BeHin  poar  1768,  et  plus  lard  dans  le  TTrailé  de  ta  résolution 
des  équations  numériques.  Note  XI ,  une  formole  remarquable 
qui  donne  immédiatenient  rexpression  de  la  somme  des  pais- 
sanoes  semblables,  d'un  degré  négatif  qtielGonque,  des  racines 
d*une  éfiuation.  La  même  formule  petit  donner  aussi  la  somme 
des  puissances  semblables  d'un  degré  positif  ;  il  suffira,  en  effci, 
pour  avoir  la  valeur  de  celU'  soiume,  de  Iransformor  Tequaiion 
proposic  en  mcUant  au  lieu  de  l'inronnue  son  inverse,  et  d'a|» 
pliquer  ensuite  la  foruail»-  à  ccnc  transloruire.  Nous  allons  rta- 
blir  ici  la  formule  de  LaL;rani;c';  nons  sn|)j)()s»  iH)ns  avec  Til  • 
lustre  auteur  que  1  on  ait  mis  l'équation  dont  il  s'agit  sous  iii 
forme 

(1)  «-jc-h/(«)  =  o, 

u  désignant  une  constante  et  /  (x)  étant  un  polynôme  tel ,  que 

/(*•)  =  A,  -H  A,  X  -f-  A,  j:'  4-  Aj  j;*  -i-  .  . 

dont  nous  représenterons  la  dérivée  par  (r),  conformément 
à  Tusage. 

On  s^it  (voir  première  leçon)  que  si  « ,     r, . .  . ,  /  sont  les 
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racines  de  Péquation  (ij,  la  somme 


I  I 


sera  le  coefBcîent  de  x*  dans  le  développement  de  la  fonction 

suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Soit  la  fonction  plus 
générale 

où  f  («r)  désigne  un  polynèna*  ayant  pour  valeur 

et  cherchons  le  coefficient  de  dans  le  développement  de  cette 
fonction.  Si  l'on  commence  par  développer  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de/(«) ,  ii  vient 


«  —  X  H-/*(j?)     K  —        (tt  —  X)*         (u  —  xY 


Considérons  d*abord  le  premier  terme  du  second  membre, 
on  a 


I  l  X 

U  —  X       u        tt»  «=» 


et  si  Ton  multiptie  de  part  et  d*autre  par  le  polynôme  f  (x), 
on  trouve  que  le  coefficient  de  x*  dans  le  développement  de 

9  M 


n 


a  pour  valeur 


. .  «H  » 


ou 

B,  -4-  B,  «  +  B,  M'  4-. . .  H-  B« tt 


H 
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en  sorte  que  ce  coefficient  pourra  être  représenté  par 

?(«) 


ponnru  qa*on  ne  retienne  que  les  ternies  qni  contiennent  »  en 

dénominateur. 

Considérons  maintenant  un  terme  quelconque  du  second 
membre  de  l'équation  (a),  celui  qui  contient  la  puissance  i  de 
/(jr)  et  qui  a  pour  valeur 


D*après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  le  coefficient  de  x"  dans 
le  développement  de 

y(-r)[/(.r)]' 
«  —  « 

est  égal  À 

pourvu  qu*on  ne  retienne  que  les  termes  qui  contiennent  ii  en 
dénominateur.  On  a  donc,  avec  celte  restriction, 


le  signe  ^  s'étendant  i  toutes  les  valeurs  entières  nulles  on 

positives  de  F,t,  comme  la  tlitïtrentiution  relative  à  u  ne  peut 
introduira  tic  puissances  négatives  de  n  dans  les  termes  qui 
n'en  contiennent  pas,  on  aura  ,  en  prenant  les  denvces  d'ordre  / 
des  deux  membres  de  l'cgalilc  précédente. 


(il  — du'         -  ' 

a8 
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d'où  il  suil  que  le  ooefiicieDl  de  x"  dans  le  deYeloppemenl  de 


(u  —  xy- 

sera  re|)rôscntr>  par  ToxpreSMon 

j,  »(")[/(")]' 

1.2.../ 

OÙ  il  no  laul  retenir  que  ies  termes  qui  contiennent  n  en  ileno- 
minateur. 

D*après  cela,  si  Ton  represeote  par 

Pa  -h  P.    H-  Pi  *'  -h  P3     4-  . . , 

le  développement  de  la  fonction 

on  aura 

m 

pourvu»  nous  le  répétons»  qu^on  ne  retienne  que  les  termes 
qui  contiennent  «  en  dénominateur. 
Supposons  que  la  fonction  f  (x)  soit  de  la  forme 

et  laiiom,  pour  abréger, 

U 

la  valeur  de  Pu  sera 

P.=n«)-n«i/'(«)-^^^^^^ 

1 .2          du^  I  .  2  </a» 
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Or  on  a,  en  faisant  — — ^ —  =  ^  (")> 
OD  aausM 

1.2.../  i.a...(/  — '^■'^  ^"^ 

I   •        •   •  •  « 

ct,«n  dHieieiitiant  i—  t  fob, 

i.a.../  1.2...  (i  —  ï) 

^  i.a...»  <fa'-'  ' 

an  nojeii  de  ces  formules  de  rédaction  la  valeur  de  P«  devient 

P,  =  ¥(i»)-h'r'(tf)/(«) 


1.2  <<K  1.2.3  «lu* 


Supposons  mainienani  que  la  fonction  }{x)  se  réduise  à 
ruttitc;  on  a  • 


=  — —  ; 


d'ailleurs  P.  se  réduit  à 


I         I  1 


On  a  donc,  en  meltant  partout  n  au  lieu  de  a  + 1  et  en  désignant 

28. 


Digitized  by  Google 


436  NOTE  I. 


oi\  Von  ne  doit  retenir  que  les  termes  qui  contiennent  u  en  dé- 
nominateur. 

I.  i^i  aîige  a  tiré  de  la  formule  précédente  des  conséquence* 
iiupurlantes ;  il  en  a  déduit  vn  p  irticulier  la  formul»'  remar- 
quable que  nous  avons  établie  dans  la  vinj^l-n«  ii\ K  ine  le^on. 
Nous  renvoyons  [loiir  ces  développements  au  Traité  de  la  réso- 
lution des  équations  numériques. 

Formule  de  ki  aring. 

Appliquons  ce  qni  précède  à  la  recherche  de  U  somme  des 
puissances  semblables  d'un  degré  entier  et  positif  n.  des  racines 
de  ]*équation 

(1)  x'"-h/>i*'"-'-+-/>3**-*-H...H-/?«_,-c  =  o. 

Nous  désignerons  par  a ,  ^ ,  c ,...,/  les  racines  de  cette  équa- 
tion y  et  nous  poserons 

5,  =5  «•  4-  A» -h  c"  4- . . ,  + 
Si  l'on  change  x  en     l'équation  proposée  devient 

(2)  —  i- — .X  —  [  x^-h..  .-h  —  or*"  )  =  o, 
on 

«  — «-♦•/(x)  =  o, 
en  meltant  «  au  lieu  de  —  ^  ^  dans  le  premier  terme ,  et  en 
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faisaDt 

/(«)  =  —  f  ^' +  ^    4- , . . -H  ^  V 

Or  le»  racines  île  Téquation  (2)  soni  les  inverses  de  celles  de 
l'équation  (t)  j  on  aura  donc ,  d'après  le  théorème  de  Lagrange, 

'^^^     ,  ''ïii [/(«)!■  .    „  ■'''^AA")]' 


1.2  1.2.3  du 

formulé  dont  le  terme  général  est 


(4) 


'"-'rsr.lA»)]* 


1.2  3, .  .1  du*~* 


et  où  il  faut  retenir  seulement  les  termes  qui  contiennent  u  en 
dénominateur.  Cherchons  à  quoi  se  réduit  Texpression  (4)* 

Gonfonnément  à  Tusage  adopté  par  plusieurs  géomètres,  nous 
conviendrons  que  le  symbole  r  (  u  4-  i)  représentera  le  produit 

des  II  premiers  nombres  entiers  <larjs  lu  cas  de  ^  entier  positif, 
et  que  le  même  symbole  se  réduira  à  rimitc  daas  le  cas  de 
ft^Oj  ainsi  Ton  aura 

r  (fi  4- 1)  =  1 .2,3. .  .fi  et  r(i}=:i. 
Gela  pose,  on  a 

^  '  \P»         Pi  Pi  / 

et,  en  élevant  à  la  puissance  1', 

le  signe  sommatoire  ^  s*étend  à  toutes  les  valeure  entières 

positives  ou  nulles  des  exposants  Xi,  X», . . . ,     >  assujettis  seule- 
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ÉMoat  à  vérifier  l'équation  de  condition 

(5)  X, -f-X, -H...-f-X«  =  #. 

Si  Ton  multiplie  celte  valeur  de  [/(  «)  ï  par  -p^r^^-jy-,  el 

qu*on  détermine  te  nombre  X,  par  la  condition 

(6)  X,  +  2X)H- 3X).  .••f-mX»  =  ir» 
îl  viendra 


et  coniinr  nous  n'avons  :i  temr  romjue,  <lan«,  l>  sciond  nieiii- 
bre,  que  (li  s  fermes  qui  coiui*  nm nt  n  rn  di  iHinim  iteur,  on  voit 
que  le  nombre  X,  ne  devra  recevoir  aucune  valeur  négative.  Si 
l'on  prend  les  dérivées  d'ordre  /  —  i,  par  rapport  à  u,  des  deux 
membres  de  l'égalité  précédente^  il  vient,  en  ayant  égard  à  la 
condition  (5)^ 


(3) 


1.2...  i 

«r(X,-hX,-»-...X«)  p\'  '*  'PL' 


Le  seeond  membre  de  ceue  équation  (  7  )  exprime  la  somme 
des  termes  du  premier  membre  qui  contiennent  u  en  dénomi* 

nateur  ;  ces  termes  sont  les  seuls  qu'il  faille  retenir;  le  signe  ^ 

sVlend  h  toutes  les  valeurs  entières  nulles  ou  positives  des 
exposants  X, ,  X, , . .  . ,  X«  susceptibles  de  vérifier  les  équations  de 
condition  (5)  et  (6).  En  faisant  successivement 

I S5  2 ,  3  ,  4  t ■  •  *  ; 

Kéquation  (  7  )  fera  connaître  la  partie  a  conserver  dans  les  dif-* 
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féfciiis  termes  du  second  membre  de  Tcquation  (  3  ) ,  à  partir 

du  troisième.  Mais  je  dis,  de  plus,  que  le  second  membre  de 
1  équation  (7)  exprimera  po!ir  /  =  1 ,  la  partie  à  conserver  dans 
le  deuxième  terme  de  la  valeur  de     ,  et  que  pour  i  —  o  ,  ce 

même  second  membre  se  réduira  au  premier  terme  —  de  la 


valeur  de      En  effet ,  pour  /  =  i ,  les  exposants  X, ,    , .  . . , 
sont  nuls,  ù  Texception  de  l'un  d'eux,  qui  est  égal  à  1;  si 
c'est  1^  qui  est  égal  à     X|  est  égal  k  n  —  f  d*aprés  la  condi- 

tbn  (G)  ;  le  second  membre  de  Tcquation  (7  )  se  réduit  alors  à 


où  le  signe  ^  s'éteod  aux  valeurs  de  p  depuis  p  =  2  jusqu'à 

p=:  m  si  m  est  moindre  que  n ,  et  jusqu'à  (>  =  n  si  ut  est  plus 
grand  que  n.  On  voit  que  l'expresMon  précédente  représente  la 

somme  des  termes  de      n  qt"  contiennent  «  en 

dénominateur. 

Enfîn ,  pour/==o,  les  exposants  X.. ,  ).j ,  •.,Xi«  sont  tous 
nuls,  et  "kl  se  réduit  à  /t  à  cause  de  la  relation  (6);  et,  à  cause 
de  Ar(/i)=  r(ii -i-i)*  on  voit  que  le  second  membre  de 

requaiiou(^)  se  réduit  au  terme  unique  ~,  qui  est  le  premier 

terme  du  second  membre  de  Téquatton  (3). 

Le  second  membre  de  Téquatton  (7  )  ne  renferme  pas  expli- 
citement Tindice  1*  ;  donc,  4*après  oe  qui  précède,  ce  second 
membre  exprimera  la  partie  à  conserver  dans  les  différents 

fermes  qui  composent  le  second  membre  de  Téquation  (3), 
pourvu  que  l'on  fassi'  abstraction  de  la  contiiiion  (5)  et  qu'on 
Il  ait  égard  qu'à  la  condition  (6).  Ainsi  Ton  a 

_  y  /I  r(>.-h>r+..-f-)^)   i__ 
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OU ,  en  remettant  — ^  au  lieu  de  u , 

W  ^--Z    r  (X. + 1  )  r(x,  + 1  ) . . . r  (Y'-f- . )      «  ^'  * 

le  signe  ^s'étendant ,  nous  le  répétons ^  à  toutes  les  valeurs 

t'iiiiri  es  nulles  etposiuvrs  des  exposants  X|,  X.,. X«  suscep- 
tibles lie  vérifier  la'  condition 

X]  H~  sXf  H~  3Xt  +  •  •  «  +  jnXfli  s  n, 

La  formule  (8)  fait  ainsi  oonnaitre  immédiatement ,  en  fonc- 
tion des  coefficients,  la  somme  des  puiss<ineeA  n'^"  des  racines 
d'une  équation  ;  elle  a  été  donnée  par  Waring  »  dans  ses  Medi- 
tationes  algebraïcœ  (*).  Waring  ne  fait  pas  connaître  la  mé- 
thode qui  Ta  conduit  à  sa  formule  »  il  se  borne  à  eo  vérifier 
rexactitude  à  posteriori* 

Application  de  ia  formule  de  f Va  ring  à  l'équation  du  second 

degré. 

Écrivons  réquation  do  second  degré  sons  la  Amae 

«*— |m;     ç  s  o. 

Pour  avoir  la  somine  des  puissances  des  racines,  li 
faudra  faire,  l1<iii:i  la  lormule  (8)  de  Waring, 

=  — Pm^Pt^  9i 

si  Ton  pose,  en  outre,  a2=:{a,  on  aura  X,  =  a  —  2|a.  On 
trouve  alors  cette  valeur  de  x«, 

le  ti^e  2  attendant  aux  valeurs  de  ^ 


{')  tditio  ter  lia,  p.  i. 
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jusqu'au  plus  grand  entier  contenu  dans     £n  remplaçant  les  r 

[iàr  leurs  valeurb  ,  il  vient 

«  f  «  —  3  ) 

i,  =  /»»—  np'*~*q  H  ^  ^ — ^ 9'  — ... 

^       '  1  .2.  .  .  |4. 

On  déduit  inimediaiemcnt  de  cette  tonmilo  la  valeur  du  poly- 
nôme V„  que  DtMis  avons  étudie  dans  la  quatorzième  leçon.  En 
effet,  V„  est  uue  fonction  entière  de  z  définie  par  les  deux 
équations 

Il  s'ensuit  que  V,  est  la  somme  des  puissances  n'^"^*  des  racines 
de  réc|uation 


ou       — a*-i-i  =  0; 


par  conséqueni  la  valeur  de  Y»  se  déduira  de  oelle  de  écrite  plus 
btut»  en  faisant    =  s  et  9  =  i;  il  vient  ainsi 

V,  =  »•  —  H  i  s        — ... 

i.a 

^       '  1.2...^ 

formule  qui  coiocide  avec  celle  que  nous  avons  donnée  dans  la 
qnaionièine  leçon  et  qae  nous  avons  déduite  d'une  analyse 
touie  différente. 
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]NOT£  11. 

SUR  L*SXPESSSIOH  D^iniB  POHCTIOV  STMlÎTftlQiJB  D*OROaE  QOCL- 
CONQQK  DIS  mAGlHES  D*iniB  I^QUATIOH  ,  Uf  rOHCTIOlT  DES 
SOUMIS  DB  PITISSAVCBS  SBHBLABLBS  DBS  BACllIBS. 


Formule  de  fFari/tg. 

Waring  u  tlonut:,  dans  ses  Meditationcs  algebmicœ  ^  *  j ,  une 
furtnulc  qui  fait  connaître  l'expression  d'une  fonction  symé- 
trique d'ordre  quelconque  des  racines  d*une  équation,  en 
fonction  des  sommes  diî  puissances  semblables  des  racines. 
I<ioas  allons  élablir  ici  cette  formule  remarquable. 

Soient 

les  m  racines  d*une  équation  de  degré  m ,  et 

des  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Nous  conserverons  la  notation  dont  nous  avons  fait  usage 
dans  la  première  leçon ,  en  sorte  que  représentera  la  somme 
des  puissances  de  degré  a,  de  tontes  les  racines,  et  que  le  symbole 

désignera  la  fonction  syuicti  ique  tl  ui  dic  f,  dont  tous  les  termes 

se  déduisent  de  . . .  x** ,  en  faisant  toutes  les  permn* 

tations  possibles  des  racines.  Nous  supposerons  d'abord  que  les 
exposants  «soient  inégaux,  et  alors  on  aura 

EJilio  U'ilia,  I».  8 
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Cette  formule  permet  de  calcnler  les  fonctions  symétriques 
d*ordre  i  quand  on  sait  former  celles  de  Tordre  î  —  i  ;  on  t*n 
déduit  : 

+  -ha.-»-  S^^  -4-  «,  -H      S^^  S,^^  ^  «  J 


On  peut  écrire  ces  formules  d'une  manière  plus  abrégée  et  dé- 
couvrir la  loi  de  leur  formation  en  faisant  usage  de  la  notation 
suivante  :  partageons  les  f  indices 

en  divers  groupes.  Soient  X,  le  nombre  des  groupes  qui  con^ 
tiennent  un  seul  indice^  lit  le  nombre  des  groupes  qui  cootien* 
nent  deux  indices  Je  nombre  des  groupes  qui  contiennent 
f  indices;  on  aura 

À,  -H  2     -h  3  Àj  -H  .  .  .  -h  /  X<  =  I  j 

on  voit  que  doit  être  égal  à  zéro  ou  à  l'unité,  et  si  XiS=  t| 
tous  les  autres  X  sont  nuls.  Cela  posé,  ajoutons  entre  eux  les 
indices  «  de  cliuque  ^'roiipc  et  désignons  par 
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les  sommes  obieouesi  eolia  coosidéroos  ic  produit 

\  V 

faisons  toutes  les  permutations  des  indices  a,,  ai,...,  qui 
font  acquérir  à  ce  produit  toutes  les  valeurs  distinctes  dont  il 
est  susceptible,  ajoutons  Cous  les  résultats  et  désignons  par 

•  •»  if) 

la  somme  obtenue  qui  sera  une  fonction  symétrique  des  in* 
dices  a. 

D*après  cette  notation,  les  formules  écrites  plus  haut  de- 
viennent 

2*î**?'=T(a,o)~  T{o,  I), 

2<'xï.xï.  =  T(3,o,  o)-T(i, 1,0)4- 2T(o,  0,1), 

2)*Î'*Ï'*Ï'«Ï*  =  T{4,  0,0,0) -T{a,  1,0,0) 

+  aT(i,o,  1,0)  — 2.3T(o,  0,0,1), 

X?'  xj. xî* xï»  =:  T{5,  o,  o,  o,  o)  -  T ( 3, 1 , o,  o,  o), 

+  2 T(2, o,  I ,  o, o)-HT  (1 , 2, o,  o,  o) 
—  2.3T(i,  o,  o,  I,  o)— 2T(o,  1, 1, 0,0) 

-1-2.3.4  T (0,0, 0,0,  i), 


et  il  est  aisé  de  vérifier  qu'on  a  généralement 

=2i(-«)""'^*"^~-  •-^r(2)^.r(3)^....r(i)^*T{x„x„...,>,), 
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le  «gnc  ^  du  second  membre  s  étendant  à  toutes  les  valeurs 

de  X( ,  X,. . X, ,  qui  satisfont  à  la  coniiiuon 

X,  H- ail.  H- 3>9 -+-.  -  .-h /)|  =  »  • 

et  le  symbole  r  (fx)  désignant ,  comme  dans  la  Note  I,  le  pro- 
duit desp  —  I  premiers  nombres  entiers. 

Au  mojen  des  formules  (  2  )  on  vérifie  Texan lUuie  do  la  for- 
mule (3)  pour  /  =  2  ,  3,  4i  5i  donc ,  pour  établir  la  généralité 
de  celle-ci ,  il  suffit  de  prouver  que  si  elle  a  lieu  pour  i  =  h  , 
elle  a  lieu  aussi  pour  i  =  A  +  1  •  Admettons  donc  que  Ton  ait 

le  signe  ^  du  second  membre  s*étendant  à  toutes  les  valeurs 

des  entiers  X ,  pour  lesquelles  on  a 

2X,-|-  SX,  -h.  ..-H^Xi  = 
11  est  évident  que  Tespression  de 

sera  formée  de  termes  tels  que 

T(X  ,  X3t«*.fXiy Xi^.» ) 'f 

où  Ton  aura 

X,-t-aX,H-3X, ^X* -h  (A  4-1)  X4+,  =  X-  +.|; 

nous  allons  chercher  à  déterminer  les  coefficients  qui  multi- 
plienf  (Ts  différents  termes. 

Su  j>i)osons  d'abord  que  X,  ne  soit  pas  nul ,  ce  qui  exige  que  X*^, 
le  soit  i  on  aura 

(>,  —  1)  H-  aX,  -4-  SX,        .-f-  *X*= 
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Cela  pose ,  le  terme  en 

T  (^»      •  ♦  •» X>»  o), 

que  nous  considérons,  proviendra  en  partie  [foruiuie  (i)  ]  de  la 

multiplication  de  par  ^  ^^'^t* . . .  xj*,  et  comme  les 


termes  de  ce  produit  ne  peuvent  évidemment  se  réduire  avec 
ceux  qui  proviennent  du  changement  de  a,  en  a,  H-  ai^i ,  ou  de 
«,  en  «9  H-  a»^i ,  ou ,  etc. ,  il  est  clair  que  le  cœlScient  de 

dans  2  xl*      •  •  •  cocfticient  de 

dans  2)      *t'  •  •  •         c'est-à-dire  égal  à 

i)*"*"'"" ~  '*  r  (a)^*  r (3)^' .  • .  r (^)^*; 

ce  n  sultai  est  contorme  à  celui  qu'on  déduit  de  la  formule  (3) 
quand  on  y  fait  /  =  X  -f-  i . 

Considérons  maimenaat  le  terme  eu 

T  (0|^j»«'»>    >  ^j+if«  «iXi,  o), 

dans  r*'...x^'  -c^'!^^'-  Ce  terme  provient  tout  entier 

[  formule  (i))des  résultats  que  Ton  obtient  en  changeanl,  dans 

—  '  ^t  '  .  • .     \  a.  en  ati  -h  «^^,,  ou  a,  en  at,-H  a^^,^  ou,  elc . 

Les  termes  de  rexpression  (4)  de  ~  2'?*  x**  qui  con- 

courent ainsi  à  former  le  terme  que  nous  considérons  sont  évi- 
demment de  la  forme 

T  (Oj  Xt  I  •  .  .|      +  I }  X£4.|  —  1 1«  >  •»  X»)  y 

où  ^  peut  avoir  toutes  les  valeurs  telles,  que  À^^,  ne  soit  pas  nul. 
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et  le  coeflicient  correspondant  sera,  d*apr^  la  formule  (4], 

f  "^''"^•"^••"'••"^*r(2)'M'{3/'.  ..r(^/»"^'r(^4-i)V.--'  ..,r(*) 
Or,  chacun  des  termes  de 

T(o,  X,,...,  Ig-h  i,  I,-..,  h) 

contient,  d'aprèssa définition  même ,  un  ou  plusieurs  facteurs  de 
la  forme 

s 

"a,  -h  a,  -I- 

OÙ  le  nombre  des  indices  «est  égal  à  ^;  si,  dans  les  (acteurs  de 
ce  genre,  on  remplace  successivement  a,  pars,  +  «14.1,  puis  a, 
par  a,  4-  ««4.11  puis,  etc. ,  et  qii*nn  réunisse  ensuite  tons  les  ré- 
sultats, chaque  terme  sera  répété  g  fois  dans  la  somme.  11  sVnsuit 
(|ue  le  terme  en 

donnera,  dans 2«*'x^*...  ijj'  x^^j',  une  partie  des  lennes 
conienns  dans  Voxpression 

et  que  ceux-ci  auront  pour  coefficient 

-i)*"^'"'"^*""  ••"'^*r{!»)\..  r(^)^f'^'r(^-hi)V-'  ...r(<y*, 
ou 

à  cause  de  g  V  (^)  =  V  [g  i).  Or  les  termes  qm  peuvent  naître 
(Ifs  div<  r<îps  valeurs  dont  g  est  susceptible,  ne  peuvent  se  ré- 
duire entre  eux  ;  donc  le  coeffîcicnt  de 

T(o,  lif  >3,. . \ky  o) 
dans  2*î'  *?•  •  •  •  *i***tt'  nécessairement 


44^  NOTE  II. 

Ce  résultai  est  conforme  à  oelui  qa*oii  déduit  de  la  formule  (  3) 

en  y  faisant  /  =  ^  -h  i . 

CoQsidcrons  enfio  le  terme  en 

T(o»  Of  o, . .  if  o,  i) 

dans  ^x^>  x^^'  •  H  se  forme  au  moyen  du  seul 

terme 

(— i)*r{^)T(o,  o,  o,...,  o,  i) 

de  —  ^"'^  effectivement ,  pour  cela, 

ajouter  successivement  a  à  chacun  des  indices  qui  entrent  daos 
ce  terme,  et  réunir  tous  les  ^  résultats  qui  sont  évidemment  égaux 
entre  eux*  On  voit  alors,  à  cause  deAr(^)  =  r(^H-i)f  que 
le  terme  considéré  a  pour  valeur 

(-i)*r(*-f-i)T(o,o,o,...,o,  i}, 

ce  qui  achève  de  démontrer  Texaclitude  de  la  formule  (3). 
Il  est  aisé  de  trouver  le  nombre  If  des  termes  contenus  dans 

la  fonction  que  nous  avons  désignée  par 

T (^1  »      •  •  • ,  )• 

Effectivement  chacun  de  ces  termes  correspond  à  une  certaioe 
distribution  des  indices 

*i»     •  •  •  »  *i 

en  +  >.-h'  •  '4-  X«  groupes,  et  Xa  désigne  généralement  le 
nombre  des  groupes  qui  renferment  ^  indices.  Écrivons,  sur  une 
même  ligne,  tous  les  indices  a  de  manière  que  ceux  qui  appartîen< 
nent  à  un  même  groupe  se  trouvent  placés  à  côté  les  uns  des 
autres,  en  commençant  par  les  groupes  d'une  seule  lettre,  met- 
tant ensuite  les  groupes  de  deux  lettres,  et  ainsi  de  suite.  On 
pourra  former,  de  cette  manière ,  N  permutations  ou  arrange- 
ments des  r  indices  qui  correspondront  respectivement  aux  N 
u  t  iiu  s  de  T.  Si  mainleniinl  on  fait  dans  charnn  de  ces  N  anaii- 
gcments  toutes  les  pernmtaiions  possibles  des  indices  (jui  corn- 
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posent  chaque  groupe,  sans  altérer  Tordre  des  groupes  et  sans 
faire  passer  aucun  indice  d*un  groupe  à  un  autre,  le  nombre  total 
des  arrangements  qu*on  obtiendra  sera  égal  à 

Kr(a)^'r(3)'%..  r(#)''-'r(#-h I)''. 

Enfin,  si  dans  chacuii  tks  aj  i  aii^( meiils  ainsi  formés,  on  per- 
mute entre  eux  ,  (le  tontes  les  manit  rts  jKJSsiblos,  d'abord  les), 
groupes  qui  contiennent  cliacun  un  iuiiice,  puis  les  groupes 
qui  ronin  anent  deux  indires,  puis,  etc.,  sans  altérer  l'ordre  des 
indices  qui  composent  un  même  groupe,  le  nombre  de  tous  les 
arrangemenis  ainsi  obtenus  sera 

Nr(2)^'r(3)^\..  r((  4-1)^'  r(>,-hi)  r(X,-M)...  r(x,-+-i). 

Or  il  est  évident  qu'en  opérant  ainsi  on  a  formé  tontes  les 
r  (j  H- 1)  permutations  des  /  indices  sans  en  omettre  ou  en  ré- 
péter aucon.  Le  nombre  précédent  est  donc  égal  à  r(/  -f- 1)» 
et,  par  suite,  on  a 

r(2)'' r  (3)\..r(/ -hi)'' 1  (X.-+-i)r(;,-M). . .  r(>.-h i) 
La  formule  (3}  suppose  que  tes  /  indices 

soient  inégaux.  Supposons  maintenant  que  parmi  ces  indices,  il  y 
en  ait  pi,  égaux  à  a, ,  (Xj  égaux  à  a? ,  ■ .  . ,  enfin  ptt  égaux  à  «i  ;  il 
est  évident  que  le  second  membre  de  la  formule  (3)  devra  élrc 
divisé  par 

r(^,  4- 1]  r     4- 1) . . .  r  {^t  -h  i), 

ainsi  que  nous  Tavons  dit  dans  la  première  leçon. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  /  indices  soient  égaux  à  un 
même  nombre  « ,  on  devra  diviser  le  second  membre  de  t*é- 
qnation  (3)  par  r  (i  4- 1)  >  d^ailleurs,  chacun  des  R  termes  de 

se  réduit  k 


•  0       •  •  t  iJ,  • 


^9 
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doDC  cette  fonctbn  a  pour  Takur 

 5^  :5  o^.^, 

r(2rr(3)\..r(/-^i) 'r(x,4-i}r(îi,-}-i)...r(>.-i-i) 


ou 


i\2\..fV(2)^*r(3)\..r(îf'r(l,+i)r().,4-i)...r(),-^i)^*^^^ 
la  formule  (3)  donne  aloi'S 


(5) 


=  S-î — ^ —  S  Si*  ...S/, 

^i^,.a^«...f^.T(X,+i)r(X,+  i)...r(îtiH-i)  « 

le  signe  ^  du  second  nuiabie  s*ctendaDt,  coimne  préccdem- 

meut,  aux  valeur»  nulles  ou  positives  des  entiers  >i ,  >t9  •  •  v  ^< 
susceptibles  de  vérifier  la  condition 

^1  +  2    H-  •  •  •  H- 1  Xi  =  f . 

Détermi/tfftion  des  coefficients  d'atte  équation  en  /onction  des 
sommes  de  puissances  semblables  des  mcincsn 

La  /oriiiule  (5 )  donne  immédiatement  l'expression  des cocfii* 
cients  d'une  équation  en  fonction  des  sommes  de  puissances 
semblables  des  racines. 

Soit  l'équation 

Cl  représentons,  comme  précédemment,  par 
ses  m  racines.  On  a 
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parftuite,  ta  formule  (5)  donne,  en  y  faisant  ct  =  t, 

^ I '.a^'^'* ...  r'r(X|-+-i)r(x,-Hi)... r(3i.+i) 

le  ngne  ^  s'étendant  toujours  aux  valeurs  nulles  et  posldves 
dfs  exposants  >  cpd  vérifient  la  condition 

Xi  4-  2  Xi  4- . . .  +  '  Xi  =r  i. 
En  faisant  is  i,  2,  3,  4i  c^^*  »  on  trouve 
/^t=-S.,   


n  est  aké  de  vérifier  ces  résultats  au  moyeu  de*  formiile*  d« 
S*w(on. 


S9. 


4^2  UrOTE  Ilf. 


NOTE  111. 

Sim  LA  DintlIIIIATIOII  du  OnmiSt  TBtMK  OK  L^iQUATIOH  kVX 

c^tEiSs  DIS  DirriiEHCift. 


Le  produit  des  carr<^  des  différences  des  racines  d'une  équa* 
ItOD  prises  deux  à  deux ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  le  eù^rn/'er 
terme  dr  l'équation  aux  carrés  des  différences,  est  une  fooclion 
entière  det  coenicients  de  Toqua tion  proposée»  qui  possède 
plusieurs  propriétés  remarquables  et  qu'on  a  occasion  de  con- 
sidérer dans  diverses  questions  d'analyse  supérieure.  Nous  avons 
fait  oonnafitre,  dans  la  deuxième  leçon,  le  procédé  de  If.  Cau- 
chy»  par  lequel  on  peut  calculer  la  fonction  dont  il  s*agit» 
pour  une  équation  du  degré  m,  lorsqu'on  connaît  la  valeur 
de  cette  même  fonction  pour  une  équation  de  degré  m  ^  i . 
Je  me  propose,  dans  cette  Note ,  d^indtquer  un  procédé  nou> 
veau  et  d*une  grande  simplicité  pour  résoudre  la  même  ques- 
.  tion. 

Soit  réquation  de  degré  m , 

(1)  X"-»- /ït**-'H- 'H-.. .4- +  o, 

et  (lésiunons  par  \„  le  dernier  irrme  de  IV  qu.ihon  aux  carrés 
des  iliHciences  des  racines.  II  rrstilto  <1(!  la  théorie  des  fonr- 
lions  svtnétriques ,  que  V«  est  une  fonction  entière  des  roel- 
(j<  irni>  /)  ,  p.,  et  que  chacun  des  termes  de  «tfie 

fonction  rcnlti  niera  m  [ni —  i)  dimensions,  si  l'on  considère 
chaque  coefficienr  />  comme  ayant  autant  de  dimensions  que 
son  indire  conlienl  d'unités.  D'après  cela,  la  vahnir  de  V« 
ordonnée  |Kir  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  /»« 
aura  la  forme 

(2)  V«=  A,//^~'  4-  Aî/>]^    +  ^ipl^'  -f...-f- A^..,/i^  -h  A», 

A| ,  Al , . . . ,  Am  étant  des  fonctions  entières  de    ,    , .  . , 
dont  la  première  est  une  simple  constante. 
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Désignons  par  V«.,  le  dernier  tenue  de  Téqualiun  aux 
carrés  de  différences  des  racines  de  à'équation 

LorM]ue  p^^  est  nul ,  la  fonctiun  Y  m  se  réduit  à  A*,  ;  d*un  autre 
cdtéy  réquatîon  (i)  se  déduit  alors  de  rét|aation  (3)  en  inuU 
tipliant  celle-ci  par  a:,  r>gi-à-dire  en  y  îiilrotluisant  une  ra- 
cine nulle.  H  s*ensuit  évidemment  que  Ton  a 

A*  =  />    ,  V«_,. 


Cela  posé,  il  est  évident  que  la  fonction  V«,  ne  changera 
pas,  si  l'on  augmente  cliai|tte  racine  de  Téquation  (i)  d*une 
même  quantité  h;  or,  par  ce  changement,  les  ooelficienls 

fil  Pif   •}  />« prennent  des  acciuissements 

A^l,  .  .    ,   A/»a.„  àpm 

(^ui  s'évanouissent  avec  // ,  et  tioiu  h  s  termes  qui  contiennent  A 
à  la  pi-emière  puissance,  sont  respectivement 

iw/j,    (#11— i);^,  A,    {m  —  i)pji,...f  /'«-iA- 

L'accroissement  correspondant  AVm  de  V«,  savoir: 

iifit  àp2  àp^ 

est  nul,  quel  que  soit  A,  et,  par  conséquent,  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  h  est  identiquement  nul;  on  a 
donc 


On  peut  obtenir,  d'une  autic  manière,  cette  équation  qui 
▼a  nous  conduire  k  la  valeur  de  V«.  Si,  en  effet,  on  fait 
disparaître  le  second  terme  de  ré(iuation  (i)  et  qu'on  exprime, 
par  le  moyen  des  différentielles  partielles,  que  V«,  est  une 
fonction  des  coefficients  de  l'équation  transformée,  on  re- 
trouvera l'équation  que  nous  venons  de  former.  Nous  écri- 


NOTE  m. 

roDS»  pour  abréger,  cette  éciiuition  de  la  manière  suivaDte: 

en  leignaDt  que  ptf  fitt*  * Pm  soient  det  fonctions  d'une  va- 
riaUe     qui  aient  respectÎTement  pour  dérivées 

—    m ,  >^  «     ^  I);,. _  =  a/».^,  -jç 

En  dilTérentiant  Téquatbn  (a)  par  rapport  à  la  variable  fic- 
tive Ct  se  rappelant  que  Ai  est  une  constante  dont  la  dérivée 
est  nulle,  il  vient 


Or,        est  identiquement  nul;  on  a  donc,  en  égalant  à 

zéro  les  coefiicients  des  puissances  de  pmt 

Pm-iAm^i-^    -j^  =0, 
Opm-\  -h    ^    —  O, 


/  ov  »  '''A4 

(w  — 3)/?«-,  Ai -f- =  o, 

[m  —  2jy><,_,  A,  -f-  -—  =  o, 

«f— i)/»^,  A,+  -—  =0. 

«s 


Or,  si  l*on  connaît  V«_,,  la  valeur  de  A«i  s'en  déduit  ioimè- 
dialeinent,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  et  les  équations  précé- 
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dentés  donneront  ensuite  successîvemcDl  Am-i>  Am_,  ,  etc.  Ea 
sorte  que  la  valeur  de     se  déduit  de  celle  de  V»*i  par  de  sim- 
ples dtflërentia  lions. 
EisHPu.  —  Oo  a 

supposons  qu'on  veuille  avoir  V,.  On  posera 

V,  =  A,  /»;-»-  As  pi-i-  A,, 


et  si  l'on  fait 


OD  aura 


/?iAa — -  =  0,    a^»A»-f- =  o. 

Od  a  d*abord  cette  valeur  de  A»,  savoir, 

A,  =    (/'î  —  4/'»)  —  p\ /'î  —  ipU 

on  eo  déduit 


£A, 

et,  par  suite, 

AissiB"/»,/»,— 4/»»; 

on  trouve  enfin , 
et,  par  suite , 

A,  r=  27. 

On  a  donc 

V. =-  27/1;  ^  08/»./.,-  4/»;);»*  -hi»',  P\  —  4/»!. 

Supposons  encore  qu'on  veuille  avoir  V^.  On  posera 
Wi^Aipl-h  A,pl  -hAiP4  4- A,, 

puis 

et 

/'♦A,4--^=o,    2/>,A,-+--j^=so,    3/>,  A, -h oj 
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On  a  d*abord 

A, =- ^')pi-f  i^Pi pt Pi—  ^p\  pi-^pi p\  pi—  ipi  Pif 

d'où 

^ = ~  i44  p,  pi-*-ep\pi-h  Sop,  pipi^i  Qp\  pt  pi 

et,  par  suite, 

A,  =s  i44  p,  pl  —  Sp*  pl  —  8o/>,  pl  /»,  +  i8/>*  />,  />j 

d'où 

^=  384/^,/^î+a66/.îi>.-a88/.î/i^/i.  +  54j^Î/»», 
et^  par  suite, 

d*où 

et,  par  suite, 

A,=  a56, 

ce  qui  achève  de  déterminer  la  valeur  de  V,. 

l).iu>  le  ras  purtiruiu  i  du  (juahieuic  degré,  on  peut  iiiellre 
^«Mi-.  luie  forme  commode  pour  le  calcul  anilunétunie  l'expres- 
sion du  piotluit  cl(  s  rnrrés  des  différences  des  racines.  Prenons 
réquatton  proposée  sous  la  forme 

tfa^-h4  fc«'-l-6rjr« 4-4 +  *  =  **» 

et  soient 

l  =  ae  ^  /\  bd      ^  e\ 
S  =  ace  -h  2  bcd  —  «rf*  —  «A'  —  c*. 

Od  aun,  en  désignant  les  quatre  racines  par  a ,  p ,  7,  ^ , 

a«X(«-p)M«-7)*(«-^r(P-7)'(p-<î)'(y-^r 

==  i6(r  —  27  P). 
C'est  M.  Cayley  qui ,  le  premier,  a  trouvé  cette  formule. 
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NOTE  IV. 

SU&  1^  DECOMPOSITION  DES  FRACTIONS  aATiO>NËl.LE$  B»  FAACTIOIIS 

SIMPLES. 

Désignons  |)ar  F(x)  ùne  fonction  rationnelle  quelconque, 

^tt   *t»  •  •  •  »  -^'^ 
les  rscioes  de  Téquation 

I 


=  o 


F  («)-"' 
et  par 

les  degrés  de  inultiplicilc  respectifs  de  ces  racines. 
Soit  aussi ,  pour  abréger^ 

,{*)=(*-.«.)■•  F  (x), 

O  [  x)  désignant  une  fonction  qui  a  une  valeur  âme  UiÛerenle 
de  zéro  pour  x  —  .r,. 

Si  l'on  iraagiue  que  la  fonction  rationnelle  F  (x)  soit  décom- 
posée en  fractions  simples»  la  somme  des  fractions  relatives  à  la 
racine  X|  sera 


_J  L_l  i  ^ 

*  «.—1  ' 


(x— X,)"       I.(X— Jf,)'"»' 

— I*  — i)(x — «,)•■♦•'    '       1.2...  (jUi — i)(x  —  x,) 

ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  la  sixième  le<^'on.  Par  suite,  cotte  soinaie 
s'obtiendra  en  faisant  C  =  o  dans  l'expression 

(X  — X,  —  Ç)"       I  (j:  -  X,  — 

I  — i)(x  — i.a,..  (m, i)(x xi  — i;) 


T  •  •  . 
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Or  f'(x,  H-(}i  ?'  (•1^1  +  ^),  etc.,  peuvent  éire  considérée* 
comme  les  dcrivécs  de  f  (xi  H-  C)  par  rapport  à  la  variable  % , 
et  alors  il  est  aisé  de  voir  que  Texpresaîon  précédente  se  réduit  à 


X  —  X,  —  Ç 

r  (p)  désigne,  comme  dans  les  Notes  précédentes,  le  produit  des 
p  —  I  premiers  nombres  si  p  est  plus  grand  que  i  et  doit  se 
réduire  à  Tnnité  pour  p  =  i . 
Comme  on  a 

la  sunutie  des  fractions  .siiiij)lrs  relatives  à  la  racine  x,  sera  égale 
à  la  valeur  que  preod,  pour  C  =  o,  lexpression  suivante  : 

I  X  —  Xi  —  Ç 


w  — I 


Si  donc  la  fonction  rationnelle  F  (a:)  ne  contient  pas  de  partie 
entière,  on  aura 

^« -.  r'F(;r.-hO 
F  (;c)  =  \*  —  x-^Xt^l^ 

Dans  cette  formule,  il  faut  faire  (=o,  après  les  différentiations  ; 

le  signe  sommaloire  ^  s'étend  à  toutes  les  racines*,, x„. . 

Il  est  presque  super6u  d'ajouter  que  si  \e  degré  de  niulii- 
plicitc  d'une  racine,  de    par  exemple,  se  réduit  à  i,  la  dérivée 


X  — 


 se  réduit  à  — ~  -'■ 


dC'  or  — — j; 

On  obtient,  d'après  cela,  celte  expression  trcs-siinjde  de  Tin- 
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tégrale  J* F  (j?)  dxy  savoir; 

Sî  la  foDclion  F(d?}  oontieDt  une  pariie  entière  £  (x),  on  a 


il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  de  E  (x).  Désignons  par  //  l'excès 
du  degré  du  numérateur  de  F (x)  sur  celui  du  dénuniiuatcur  ; 

H  sera  le  degré  de  E  (x).  Gela  posé,  sî  Ton  cliange  x  en  -  dans 

réquaiion  précédente  et  qu'on  multiplie  ensuite  »  de  part  et 
d'autre,  par  z\  on  aura 

Il  s'ensuit  que  si  Ton  développe  s'*  F  ^  ^'^^  ordonnée, 
suivant  les  puissances  croissantes  de  s,  la  somme  des  termes 
dout  le  degré  ne  surpasse  pas  n  sera  ^  *  ^*'»  ^  désignant 
toujours  un  infiniment  petit,  on  a,  par  la  formule  de  Hadaurin , 


donc  on  a 


Y 


dXi  1.2. ../I  dXt* 
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et,  par  suite» 

On  peut  trouver  une  autre  expression  plus  simple  du  poly- 
nûiiie  £  {x).  En  effet,  le  coeffieieni  de  C*"'  dans  le  développe* 

nciit  de  C"  F       »  suivant  les  puiasances  croisMiites  de  eai 

égal  au  coe(BcienC  de  K*  dans  le  développemenl  de      ^  ^ 

d'aiUeurs,  ces  coefScîents  sont  les  valeurs  que  prennent  «  pour 
ç  =r     les  deux  quantités 


donc  oo  a»  pour  (  =  o> 

et  il  faut  remarquer  que  le  premier  membre  doit  être  réduit 
à    F     ^  dans  le  cas  de  i  iv. 

D*après  cela,  la  valeur  de  Ë  (x)  devient 

enfin ,  comme  on  a  évidemment,  pour  ç  s=  o,  et  pour  i'^t. 
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on  peut  aMsi  écrire 
ou 


On  a  donc  la  fonniile  suivante  qui  donne  la  valeur  d'une  func- 
lion  ralionnelle  rjuelcoii([iit'  F{.r}  dccuuipoâce  en  une  partie 
entivre  et  en  fractions  simples,  savoir  : 


la  quantité  (  devant  être  égalée  à  zéro  après  les  diftrrentiaiion». 
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•  NOTE  V. 

sua  UNE  APPLICATION  UB  LA  METUODE  DE  TSCHIBlfADS. 


M.  Jerrard ,  gcoroètre  anglais ,  a  démontre,  dans  ces  derniers 

temps,  qii*on  peut  faire  disparaître  d*iine  équation  quelconque  le 
<lcii\ième,  le  linisiènic  vl  le  quatriciue  icrme  par  la  résolution 
d'iiiie  seule  eqiKihuu  liii  troisicnte  d^ré.  r^ous  allons  démontrer 
ici  ce  remarquable  thcorènic. 

Nous  commencerons  par  établir  le  lemmc  suivant  : 
Une /onction  homogène  et  cntu'rc  du  second  degré  de  n  quan- 
tités est  la  somme  des  carrée  de  n  /onctions  UnéaireSm 

Soit  y  une  fonction  homogène  et  entière  du  second  degré  des 
n  quontités 

en  Tordonnant  par  rapport  à         on  aura 

P  est  nne  constante ,  Q  une  fonction  homogène  et  linéaire  des 

n  -—I  quantités  a,  ,  cnGn  R  est  une  fonction  homo- 

j^ène  et  du  second  de^re  de  ces  mêmes  quantités.  On  peut  écrire 
aussi 

ce  qui  montre  que  V  est  égal  au  carre  d*nne  fonction  linéaire  des 
n  quantités  a«,  «Vii-i»  augmentée  d*une  fonction  entière  et 

homogène  du  second  degré  des  n  «-^i  quantités  <?, 

En  opérant  sur  cette  dernière,  comme  on  a  fait  sur  V,  on  l.i 
déconq>oscra  e»  deux  parties  d  uni  Tune  sera  le  carré  d'une  fonc- 
tion linéaire  de  n  —  i  (piantités  et  dont  l'autre  sera  une  fonc- 
tion entière  et  homogène  du  second  dr|j;ré  de  //  —  2  quantités 
seulement.  VA^  en  continuant  ainsi ,  on  mettra  V  sous  la  forme 
suivante  : 
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V: ,  Vj ,  V  , . . . ,  V„  étant  des  fonctions  linéaires  qui  reniermcnt 
respectivement      a  —     n —  i  quantités i  ce  qui  dé- 

montre la  proposition  énoncée. 

Passons  mainlenant  à  la  démoDStration  du  théorème  que  nous 
aTOOS  en  vue.  Soit  Tcquation 

et  posons 

-t-  <7,  j  -h  «,  X*  4-  fl,        fli  X*. 

Soit  aussi 

réqoatioD  en/.  l)*après  ce  qn*on  a  vu  dans  la  huitième  leçon  , 
la  somme  des  puissances  p'^'  des  racines  de  l'équation  en 
y  est  une  fonction  homogène  et  entière  du  degré  p  des  cinq 

quantités  <7o,  (fi  y  f^t»  ^a^xt  par  suite,  le?»  coefficients 7,,  7:,..., 7,,, 
sont  auî»*ji  dci»  lonclions  entières  et  hoiuoj^etits  ties  iiii  uk»  tjiiari- 
lités,  et  les  (lei^ros  de  ces  lum  lions  ^  sont  prceiscineut  é^aiix  à 
leurs  indices.  Cela  posé,  pour  faire  disparaître  le  second ,  ie  troi- 
sième et  le  quatrième  terme  de  l'équation  en  jr^  il  faut  faire 

71  =  o ,    73  =  o ,    7.  =  o. 

La  première  de  ces  équations  est  linéaire^  tirons-en  la  valeur 
de  a«  en  fonction  de  a,,  à|  pour  la  porter  dans  les  deux 
antres»  et  supposons  que  celles-ci  deviennent 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  des  fonctions  ho- 
mogènes des  degrés  n  et  3  respectivement  des  quatre  quantités 
^19  ^«*       d*après  le  lemme  qui  a  été  démontré  en 

commençant,  l'équation  *j\  =  o  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/'4-ér'4-/*'4-^'  =  o, 

A  gt      ^  étant  des  fonctions  linéaires,  et  cette  équation  s«m\i 
satisfaite  en  posant 

/»4-^»=0,      /i»4-*  =  =:  O, 
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ou     

Ces  deux  dernières  équations  sont  linéaires;  si  l'on  eo  lire  les 
valeurs  de  « i  et  at  pour  les  porter  dans  Inéquation  f  j=o,  celle-ci 
defiendn 

= 

et  son  premier  membre  q\  sera  une  fonction  homogène  et  du 
troisième  degré  des  deux  quantités  etn,.  L'une  de  r(  qu  in- 
tilés  peut  être  prise  arbitrairement,  el  l'autre  dépend,  comme  on 
voit|  d'une  équation  du  troisième  degré.  Les  quantités  0,  et 
étant  déterminées^  les  valeurs  de  it,  >  ^, ,  a,  le  seront  aussi  immé- 
diatement. L'équation  en  j  se  réduit  alors  à 

Par  la  môme  transformation  on  peut  faire  disparaître  le 
deuxième»  le  troisième  et  le  cinquième  terme  d'une  équation 
quelconque;  seulement,  la  détermination  des  arbitnira 
"ti       ^*        ^  résolution  d'une  équation  du  quatrième  de* 
gré  au  Ikn  de  eelle  d'une  équation  du  troisième  degré. 

Enfin,  si  h  la  transformation  de  Tschirnaus  on  joint  la  transfor- 
inaiion  qui  consiste  h  remphu  ti  i  inconnue  par  son  inverse,  on 
voit  que,  parle  moyen  d'une  seule  équation  du  Iroisiime  ou  du 
quatrième  degré,  il  est  possible  de  faire  disparaître  d'une  étjua- 
tion  quelconque  les  trois  termes  qui  précèdent  le  dernier  ou  bien 
les  deux  (pii  précèdent  le  dernier  avec  celui  qui  prérrdo  le 
dernier  de  quatre  rangs.  Et ,  dans  le  cas  particulier  deTéquation 
du  cinquième  degré,  il  est  clair  qu'on  peut  faire  disparaître  ainsi 
trois  termes  quelconques  entre  le  premier  et  le  dernier.  Ainsi,  par 
la  transformation  dont  il  s'agit,  l'équation  du  cinquième  degré 
peut  toujours  être  ramenée  h  l'une  quelconque  des  quatre  formes 

-h  px  -4-^=0, 
A*  -t-  px^  -f-  (jr  =  O, 
X*-j-px^  -h  y  rsO, 
JC*  -h  px*  -H  ^  =:  o. 
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NOTE  VI. 

SVk  U'UIHIHATIOII  l»*inrB  llIGOiniUB  BMTEVDBIIX  ^VATIORS. 


Nous  avons  fait  connaître,  dans  la  troisième  leçon,  la  mé- 
thode fondée  sur  la  théorie  des  iouc tiens  symctricjiies,  pour 
foriuer  réquation  finale  (|ui  itsullede  réliinination  d'une  in- 
connue entre  deux  équations j  nous  avons  démontré  ensuite 
le  degré  de  Tcquation  finale  relative  à  deux  équations 
générales  des  d^^  m  et  n  mpectivement  est  précisément 
égal  à  m/7 /et  que,  dans  aucun  cas,  ce  degré  ne  peut  surpasser 
le  produit  des  degrés  des  équations  proposées.  Mous  sommes 
revenu  sur  cette  question  dans  la  neuvième  leçon  ;  mais,  à  l*é- 
gard  des  équations  particulières;  nous  nous  sommes  borné  en-* 
core ,  comme  nous  Tavions  foit  précédemment ,  k  assigner  la 
limite  que  ne  peut  dépasser  le  degré  de  l'équation  finale.  Nous 
allons  indiquer  dans  cette  rs'ole,  d'après  M.  Minding,  un  moyen 
si  m  [lit'  de  délernniK T  avec  prérisioa  le  degré  de  l  oquation  finale 
n^lativc  à  deux  équations  quelconques  données 

Dévclopprnu  /it  d'une  Jonction  al^t'lu  uiuc  implicite  en  srhe  or- 
donnée suivant  les  puissances  tlécroissantcs  de  sa  variable. 

Soit 

une  équation  entre  les  deux  vai  iablesx  et^.  Les  racines  >  sont 
des  lunctions  de  x ,  et  si  Tequalion  est  complète,  chaque  racine, 


(*)  Une  traducyon  du  Mémoire  de  M.  Miodlllff  a  été  publiée  dan»  le 
tome  VI  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliijuèes.  La  méthode  eni- 
plnvi'o  ].rtv  ce  géomètrf  ro|>o'^f>  sur  <\rs  c(in«iuK- ration»  analogues  À  cellet 
que  nous  avons  dcvcluppecs  dan^  la  ncuvicmc  Ic^on. 

3o 
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466  NOTB  TI. 

ainsi  qu'on  Ta  vu  dans  la  neuvième  leçon,  peut  être  dérelop- 
pée  dans  une  série  de  la  forme 

7  =  ax  -h  a'  H  h  — ,   

X  X» 

En  sorte  que ,  dans  le  cas  général  ^  les  racine!»  j  d'une  équation 
à  deux  variables  x  et  /  sont  du  premier  degré  par  rapport  À 
X  (  Mais  il  n^en  est  pas  toujours  ainsi,  lorsque  Téquation  que 
ron  considère  manque  de  quelques  termes.  Nous  allons  indi- 
quer un  procédé  pour  trouver  généralement  les  degrés  des  ra- 
cines j  de  réquation  (i)»  et  pour  former  les  développements  de 
ces  racines  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X. 

En  ordonnant  réquation  (ij  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croibàauLcs de/,  nous  récrirons  de  la  manière  suivariic  ; 

(2)  A/"-!-  A,/'"'4-...-h  Ao"'*-4--  --H-  A^j"*'  -i-  A.^.,  ™  o. 

■ 

et  nous  désignerons  par 

les  degrés  des  coefUcients 

A)    At,    Atj...y    A^, .  .  .  ,    A| ,     A,^, , 

qui  sont  des  fimctions  entières  de  x. 

CSela  posé  y  désignons  par  r  un  exposant  indéterminé ,  par  a 
une  nouvelle  variable»  et  faisons 

i'equation  (2)  devient 

mr    m  m  r    m  m,r  m 

(3)  Ax   a  -|-A,x     a  '  +  ...4- A*x  *  I*       ...-f- A<+,  =  o, 

(*)  On  dit  qu'une  fonction     de  x  mI  du  de^ré  r  lonque  I0  quotient 

— '  n'est  ni  nul  ni  infini  pour  »  =  »  . 
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HiOTE  VI.  4^7 

on  t  en  dÎTÙaat  par  A^"', 

(4)  «"H  J  «  H-...H  Il   =  oj 

dans  cette  équation»  les  degtés  relatifs  à  «  des  coeffidents  des 
termes  qui  suivent  le  premier  sont  respeciivemeat 


(5) 


Désignons  par  p.  le  plus  grand  des  nombres 

 >•••>   1  — — J 

/II  — //I,  /w  —  /n*  w  —  m,  m 

et  supposons  que  ^  soit  le  dernier  de  ceux  qui  sont  égaux 

à  p,.  Si  Ton  fait  r=  r>,,  qiiel<iiies-uns  des  nombres  (5)  seront  nuls, 
mais  toMS  les  autres,  et  en  particulier  ceux  qui  suivent  le  X 
seront  négatifs;  en  sorte  que,  pour  4:  =:  oo  ,  l'équation  (4)  pren- 
dra la  forme 

m  II:  rm 

■    u  -<-... -i- Ji*«  *  =  o,     ou    a  •/(«)  =  o, 

les  coefficient-)  B  avant  des  valeurs  finies  et  le  dernier  d'entre 
eux  étant  diff»  lentde  zéro.  Cette  etjuatfon  (6)  a  mu  racines 
nulles,  et  m  —  rnn  racines  finies  et  différentes  de  zéro.  Il  s'ensuit 
que,  parmi  les  racines  /  de  l'équation  (2) ,  il  y  en  a  dont 
les  degrés  sont  inférieurs  à  pi,  et  ///  ^  /ji^  dont  les  degrés  sont 
égaux  &  pl.  En  outre,  les  premiers  termes  des  séries  qui  repré- 
sentent ces  dernières  racines  sont  égaux  aux  diverses  valeurs 

de  ax^' quand  on  prend  successivement  pour  a,  chacune  des 
racines  de  l'équaiion 

/(a)  =  o. 

Cherchons  maintenant  les  premiers  termes  des  séries  qui  re- 

3o. 
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4fiB  NOTE  ri. 

présenleni  les  racines^  de  degré  inférieur  à  p,.  £n  divisant 
réquation  (3)  par  Aâ  x'*'\  elle  devient 


(7)  ' 


*^    *^    -»«  Ai*.,*  * 

+  — T  «  *^H-...H--îi^!T  =  0; 

A*  Ai 

les  coefficieols  des  tenues  qui  précèdent  ii  'ont  pour  degrés 

(8)  (  £i:i£_r),...,  -(m,  i»,)('^-'^-~rY 

V"— "»»      /  '\/»»_,  —  »e»  / 

ceux  des  termes  «piî  suivent  «  '  ont  pour  degrés 


Désignons  par    le  plus  grand  des  nombres 

—  «i*-!  "»*  —  miif  nu 

et  supposons  que  ^ — Ci  soit  le  dernier  de  ceux  qui  sont  égaux 

mt  —  mur  *  ^ 

à  pf  n  est  aisé  de  Toir  que  pt  est  plus  petit  que  p,.  En  effet ,  on 
a,  parbypotiièsey 

et  Ton  en  déduit 

Si  l'on  fait  /•=  p,,  les  nombres  (g)  sont  nuls  ou  négatifs,  cl 
particulier  tous  ceux  qui^suivent  le  (A-'  —  ^j'^^^sont  négatifs.  On 


N. 
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KOTE  VT. 

•mit  aussi  que  tous  tes  nombres  (B)  sont  négatifs;  car  si  ^  etC 
<^  4  »  on  a,  par  hypothèse  » 

^^"^^  —  ou  <p,    avec  i^^^r=p,, 

ci  où 

ntg  —  mé  ^  ^  /Hg  —  mk  ^ 

D'après  cela,  bi  1  un  y  fait  r  :=z     et     =  oo  ,  Tequation  (7) 
prendra  ia  forme 

^io)        ^4-  .  .  +  Bi^  w^^'^o,    ou  u'^'/,(u)^Of 

les  coetBdeDts  B  ayant  des  valeurs  finies  et  le  dernier  Bi»  étant 
diflerent  de  séro.  Cette  éqnation  (10)  a  mtf  racines  nulles  et 
mk  —  jgvy  raeines  finies  et  différentes  de  «éro.  H  s'ensuit  que , 
parmi  les  racines  y  de  l'équation  (  2) ,  il  y  en  a  ini'  dont  les  de- 
grés sont  inférieurs  à  pt,  et  —  w^/  dont  les  degrés  sont  égaux  à 
p,.  En  outre»  les  premiers  termes  des  séries  qui  représentent  ces 

dernières  racines  seront  égaux  aux  valeurs  de  xx^^  quand  on 
prend  succeanvement  pour  «  chacune  des  racines  de  réquation 

/,  («)=:o. 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  déterminera  les  pre- 
miers termes  des  séries  qui  représentent  les  «liK  racines  de  degré 
inféricm  a  p,.  Co  que  nons  avons  dit  suffit  évidemment  pour 
établir  lo  llu  in  t  ine  .siuvaril  : 

Étant  donnée  i't't/uation 

A/  -f-  A,^  '  +  .  .  .  -h A ,  )  '-^  A,>,  .=  o , 

ordonnée  par  rapport  au»  puhsancet  décroissanUi  de  et  dans> 
taqneUe  les  emiffieienis 

JLj    A)|    A2v<<«>  Ai^i 

iont  des  foiiciwns  entières  de  x  ayant  n  spccimmcnt  pour  déférés- 

f*>  f*«»  f*ï» '  •  •»  » 
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4yQ  MOTE  VI. 

si  0,  désigne  le  plus  grand  des  nombres 


m  —  m,      M  —  m 


et  que  ^  ^  soH  le  dentier  de  ceux  dont  la  valeur  est  p, , 

m  —  nu 

l* équation  propose  aura  m  —  ntà  racines  de  degré  p, ,  et  si  A  est 
<  #  H-  1 ,  /«*  mi  autres  racines  seront  de  degré  inférieur  à  Si, 
en  second  lieu,  pi  désigne  le  plus  grand  des  nombres 

'     —  ï  ■  >  •  •  •  >  '  ■  ■—  ~  ï 

et  que  ~ — ^-   soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur  est  pi, 

nik  —  ///i' 

l'c(j  nation  proposée  a  ut  a  un  —        raci/tcs  de  {Ic^ré  p,,  et  si 
est  <^  I  H-  I,  les  mit  autres  racines  seront  de  degré  inférieur  à  ^t. 
Si,  en  troisième  lieu,     désigne  le  plus  grand  des  nombres 

,  ,  .  •  .  ,       —  —  9 


et  que  —  soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur  est  p« , 

nni  —  nn»  ^ 

i' vtptudon  proposée  tuiui  /;/|'  —  racines  de  degré  s, ,  cf.  si  A" 
est<^i-\-i,  les  nit,  '  autres  racines  seront  de  degré  inférieur 
à  t> ..  Et  ainsi  de  suite 

Quand  on  aura  trouvé  les  premiers  termes  des  séries  qui 
représentent  les  diverses  racines  y  de  réquation  proposée»  on 
obtiendra  aisément  et  de  la  même  manière  autant  de  termes 
qu*on  voudra  de  ces  séries.  Considérons,  par  exemple,  une 

racine  dont  le  premier  terme  soit  ax^,  on  posera 

fi  . 

si  ia  proposée  n'a  <|u*une  seule  racine  dont  le  premier  terme 

soitax'',  la  transfornice  en  z  n'am.i  (|u*unc'  seule  i.i(  iii<  <!f 
degré  inférieur  à  f  ,  cl  si  la  j)ropohée  a  plusieurs  rai  nies 
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ayant  ax^  pour  premier  terme,  la  Uansformée  aura  un  pareil 
nombre  de  racines  de  degré  inférieur  à  p.  On  trouvera  les  pre- 
miers termes  de  ces  racines  de  Téquation  en  s ,  comme  on  a 
Ironvé  les  premiers  termes  des  racines  de  Téquation  en  ^  ;  on 
connaîtra  ainsi  les  deux  premiers  termes  des  racines  de  Téqua- 

lion  en  jr  qui  ont  ax^  pour  premier  terme.  Et^  en  suivant  la 
même  marche ,  on  calculera'  autant  de  terme»  que  Ton  voudra 
des  racines  de  l'équatign  en  x^ 

ExEMpr.K.  —  Proposons-nous  de  trouver  les  degrés  des  ra- 
cines/ de  Tequalion 

(«,8)r»H-  (x,  6}/*  -h  (^,9}/ -h  (^■,4)/'-*-  i^f  3J/  4-  («,4)  =  a; 

nous  désignons,  avec  Beiout,  par  la  notation  (x,  ^)  un  poly- 
nôme en  X  dn  de^rô  p. 

D'après  le  ihéorème  que  nous  avons  établi  plus  haut ,  il  faut 
d'abord  fortuer  leâ  iiun)bres 


dont  le  œa^iuiuiii  est  -  ;  le  dernier  nooibre  égal  à  ce  maximum 
occupant  le  deuxième  rang  ,  Téquation  proposée  a  deux  racines 
de  degré-.  Pour  avoir  les  degrés  des  autres  racines,  tllaal 

former  les  nouibi  cs 


dont  le  maximum  est  —     le  seul  nombre  égal  à  ce  maximum 

occupant  le  ti  oisiènie  rang,  Téquation  pruposce  a  trois  racines 
5 

du  degré  —  -s» 
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4y^  ^OTE  VI. 

Fonnationde  Véqtialton  finale  qui  rttuUe de  l  élimination  d'une 
inconnue  enin  deiuo  êr/uatio/is  (fudconqucs  à  deux  inconnues. 
^  Détermination  du  €kgré  de  i 'équation  finale» 

Soieot  les  deux  équations 

(2}  N(x,^)  =  B/"-hll./'4-...-+-Byj''-  H-B^>..  =0, 

que  nous  topposons  ordonnées  par  rapport  aux  pitisiance» 
décroissantes  de  />  et  dans  lesquelles  tes  coefficients  A ,  A|  ^ . . .  » 
B,  Bi, , , .  sont  des  fonctions  entières  de  x.  Il  s*agit  de  former 
Féquatton  finale  qui  résulte  de  rélîmination  de  y. 

Désignons  par  J*i ,  jj, .  •  y  m  'e*  racines  de  rcqnarton  (1) 
résolue  par  rapport  à      par  ni  ,  ni  >  ,  Itîî»  racines  de  Té- 

i|uatiuu  ^  2  j ,  et  posons 

P  =  H(ar,  n,)  M(x,  nO-  .•M(x,  n,)» 

Q  ^  N  (x,  j.)  N  (x,  j,). . .  N  (x,  ^  «y. 

On  a 

4'où 

M(x,  ï},)  =  A(n3  — j.)  (^..•  — ^  2)  .  .(ïî,  — 

M(x,  n«)  =  A(«« — j-,)  j. .  .(ïjj,— j^,}. 

P 

Il  suit  de  là  que  —  est  é^al  au  produit  des  différences  qu'oo 

obtient  en  retranchant  chacune  des  racines  ji  >     ,  . . ,  j«,  de 

chacune  des  racines       ïii, .  .     >î,.  On  trouverait  de  njciuc 

que  ^  est  égal  au  produit  des  difierences  qu'on  obtient  en 

retranchant  cliaque  racine  r.  tic  chaque  racine  j  ,  et  comme  le 
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-NOIE   VI.  4"^  S 

nombre  de  ces  «lifférenocs  est  mn ,  on  a 

—  =  (  —  1)'^''  —  j 
A*     ^    ^  B" 

on 

(3)  B«P=:(~  ipA'-Q. 

Or»  P  est  une  fonctton  entière  et  symétriqiBe  des  radnes  de 
réqtialîon  (2),  et  ses  coeffirîents  sont  des  fonctions  entières  des 

coefficients  de  l'équation  (i);tlonc  B  '  Pcst  une  fonction  ration- 
nelle, des  coefficients  des  équalions  proj)oséos  et  qui  même  est 
entière  par  rapport  aux  coeffîeients  de  l'é<|uali(»n  (i).  Pour  !a 
luônie  raison,  A"  Q  est  une  fonction  rationnelle  des  cocituienls 
des  équations  proposées  et  qui  est  entière  par  rapport  aux  coef- 
fidentsde  Téqualion  (2).  Donc,  à  c;iuse  de  l'équation  (3),  B"  P 
est  une  fonction  entière  des  coefficieiilsdes  équations  (1)  et  (  2  ), 
et,  par  suite  y  elle  est  une  fonction  entière  de  x.  Noos  la  dési* 
gneroDS  par  F       et  nous  allons  montrer  que 

(4J  F(x)=o 

est  l'équation  finale  qui  rêsullé  de  rêlimînation  de  y  entre  les 
équations  proposées.  En  effet ,  soit  a  une  valeur  de  répon- 

dant  à  la  question;  c'esl-à-dire  telle,  que  les  équations 

U{a,y)  =  0,     N  (<r, y]  =  O, 

aient  au  moins  une  racine  commune  ;  on  a  nécessaii  oment ,  pour 
jc  =  a,  P  =  o  et  Q  =:  o ,  et ,  par  suite,  F  (x)  =  o.  Bccipro- 
€|uement,  soit  a  une  racine  de  F  (x)  =  o;  à  cause  de 

ir»P==(—  1)— A"Q  =  F(.r), 

on  a  nécessairement  P  =  o  et  Q  =  o  pour  ;r  =  tt^  et,  |)ar  suite, 
les  équations 

ont  au  moins  une  racine  comunine.  Ceci  suppose  toutefois  que 
A  et  B  ne  soient  pas  nuls  en  même  temps ,  pour  x  ^  n  -j  mais 
il  est  évident  que  les  équations  proposées  admettent  alors  la 
solution  commune  x:=<r,^'sr  oc  .  Au  surplus,  on  peut  exclure 
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«  e  cas  j)arci<  iilii  T  en  l'hangiMhi  iittuuiiicnt  peu  les  coefficicni^  iks 
pulyiHiiiKs  A  et  B  s;ins  clian^cr  leurs  degrés;  d'où  il  suil  (jue 
l'équation  (  4  )  n'aura  jamais  de  racine  étran-^ère.  Et  cette  consi- 
déraliun  jiermel  aussi  de  voir  que  si  A  et  B  ont  un  facteur  com* 
inun ,  le  polynôme  F  (  x)  sera  divisible  par  ce  fadeur. 

Lors<|ue  les  polynômes  A,  A| ,  B,  B, ,  . . . ,  sont  chacun 
le  plus  général  possible  de  son  degré,  les  équations  (i)  et  (2) 
n^onC  pas  île  solutions  multiples  et  ne  peuvent  acquérir  tpi'une 
seule  racine  commune  j  pour  chaque  racine  de  l'équation  iinale, 
ftlais  le  contraire  peut  arriver  si  les  coefficients  des  polynémes 
A,  A,»...,  B,  B||...,  ont  des  valeurs  déterminées.  Dans  ce  cas, 
chaque  racine  de  Tcquatton  finale  a  le  degré  de  multiplicité  con- 
venable; il  suffit,  pour  s*en  convaincre,  de  changer  infiniment 
peu  les  coefficients  des  polynômes  A,  A,  B,  61,...,  et  de  sup- 
poser ensuite  ces  changements  nuls. 

Passons  maintenant  à  la  détermination  dn  degré  de  Téquation 
finale.  Pour  cela,  on  cherchera  les  degrés  p, ,  .'^i , . . p«  des  racines 
niy  r,,y.  Tn,  de  ré(]iiatîon  (2},  et  Ton  en  conclura  aisément  les 
degrés  ).,,/,,...,>„  des  fonctions  M  (x,  n ,  ),  M  (x,  >j,  ), . . . ,  M  (.r,  »3,) . 
Ces  degrés  >  peuvent  être  fractionnaires,  mais  ne  sont  jamais 
m  gatifs,  parce  (|ue  le  polynôme  A,^,  est  au  moins  du  degré  jM»ro. 
Enlin,  si  l'on  désigne  par  v  le  degré  du  polynôme  B,  il  est  évi- 
dent que  le  degré  de  B'"  P  ou  F  (or)  sera 

ii  jH  ut  .ii  rivei  ,  daus  quelques  cas  parti»  iilitMS,  (ju'il  ne  sulTise 
pas  tletl<  terminer  les  degrés  p,,  pj,...,  p„  \i<>\n-  ('(Minaître^,»  ).,, 
A„,  et  qu  il  soil  iiei  essairc  de  ealculor  rruiéri  un  ni  un  on  plusieurs 
termes  «les  séries  <jiii  repi  ésenleiit  les  raeiuesi^,,  n-,. .. ,  Mais 
desti  N  ideulque  eese.is  jtarliniliers  ne  i)eiiveiif  seprésenterque  si 
la  série  dans  laquelle  se  développe  l'une  des  iaeiues»j,,  »5ï,...,  u», 
eouicide,  dans  quelques-uns  de  ses  premiers  termes,  avec  la  série 
dans  laquelle  se  développe  l'une  des  racines  j„^r»t»««»  J^n- 

Soient,  pour  exeniple,  les  deux  équations 

{.r,        '  ^    .r.  ?,  1    -I   (  e,  |   .1  ' -H  (r,      r  -f-    v ,  5)  =  0, 
^.f,  H).>  M-  ix,  G}.»  ' ,  y.O  -H  i-^*  4 »  3)j     (j-,  4)  =  o, 
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0&  (x,  désigne,  comme  plus  haut,  un  pulynûmv  quelconque 
da  degré  j». 

Le$  degrés  Pi  «  p j>  1  p«  1  des  racines  de  la  seconde  cqualion 
ont  ici  pour  valeurs 

pi  =  Pi  —  j>       pj  =  p«  —  p>  —  —  3  ^ 
on  en  déduit 

A|  ^—  A3  ^  Aj  —  A4  ^—  A^  —  «>• 

D*aillcurs,  v  =  8  et  m  =  4>  ^^^^^  d«^ré  de  lequation  final» 
est  ici 

4.8-1-  Il     15  =  58; 

la  limite  assignée  par  le  théorème  de  Bezout  est  6.  i3  ou  78. 

Ijorsqu*on  a  deux  équations  entre  deux  inconnues  x  et 
il  peut  arriver  que  l'équation  finale  résultant  de  réiimination 
dej^  ne  soit  pas  du  même  degré  que  Téquation  résultant  de 
l'élimination  de  Il  est  aisé  d'expliquer  la  raison  de  ce  fait  : 
réquation  finale  en  x  donne  seulement  les  valeurs  finies  de  x 
propres  à  satisfaire  aux  deux  équations  proposées;  si  donc  Té* 
quation  finale  en  y  à^wn  degré  plus  élevé  que  celle  en  x ,  il  y 
a  nécessairement  quelques  racines  de  ré<|iiaiion  en  y  qui  cor- 
respondent à  lies  valeurs  infinît's  tie  x.  Nous  avons  suffisanimcnt 
indique  plus  haut  ie  moyen  de  découvrir  ces  Vviieui'S. 
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NOTE  VU. 

SI  R   UNK  CLASi»£    u'ÉQUATIORS   QUI    POSSEDENT   VXE  PJkOtHklLTjL 

RF.NARQUABLK. 


Dans  un  Mémoire  publié  au  tome  IX  du  Journal  de  H.  liou- 
ville  )  M.  Lobatto  a  fait  connaître  la  forme  générale  des  équa- 
tions dn  troisième  degré  dépourvws  //«  secotul  terme  qui  possè- 
dent une  propriété  remarquable  observée  depub  longtemps  ( ^  ) . 
Celte  propriété  des  équations  dont  je  parle  consiste  en  ce  que, 
si  l'un  d'.veloppt  It  uis  racines  en  fraction  continue,  tl  a[»rès  la 
uiéthoile  tle  Lagrangc,  les  trois  frariions  continues  que  i  on  ob- 
tient sont  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

J'ai  loproduit,  dans  la  seizième  leçon,  l'analyse  de  M.  Lo- 
batto, en  y  apportant  toutefois  quelques  uioUilications ,  et  j'ai 
indiqué  aussi  comment  on  pourrait  former  les  équations  com- 
plètes du  troisième  degré  qui  ont  cette  même  propriété. 

Je  me  propose  »  dans  cette  Kote,  de  résoudre  le  problème  plus 
général  dont  voici  Ténoncc  (**)  : 

Quelles  sont  les  équa^ons  irréductibles  Jouissant  delà  propriété 
fjiic,  si  l'on  développe  leurs  racines  réelles  en  fraction  continue  par 
la  méthode  de  La^ran^c,  dettx  ou  plusieurs  de  ces  fractions  eon^ 
iinttr.t  soient  tcnni/ircs  par  1rs  mêmes  quotients  ? 

On  wvv.x  (jiio  les  cipialions  in  < diuMibles  dont  il  s'agit  ont  un 
«leyré  de  la  Inrine  J.  w  ou  de  la  it>rine  3//.  On  peut  jiartat'cr  leurs 
racines  rn  n  groupes  composés  chacun  de  deux  ou  trois  racines, 
suivant  que  le  degré  est  2  //  ou  3  /s  ^  si  les  racincâ  d'un  mémo 


(*}  N.  Vineent»  dans  «on  remarquable  Mémoire  Sur  i«  résoUttio»  des 
êqu^tiMs  numériques.  Va  observée  snr  l'cquailon  x*—  7«>+  7  =0  (tome  f 
do  Journal  de  M.  Liouvillc),  et  il  «joule:  «  Cette  propriété  mériterait 

[KMil-Mre  un  l'xamcn  snécial.» 

(**}  Cette  ^'^tc  <'si  1;i  r«-prot{(t(  tt>in  (t'tin  Mémoire  que  j'ai  public  dati» 
le  tome  X\  Uu  Journal  de  M.  Liouvillc. 
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groupe  sont  réelles,  les  fractions  continues  qui  les  représentent 
sont  terminées  par  les  mémos  quotients. 

Je  donnerai,  en  même  temps,  la  forme  générale  des  équations 
qui  possèdent  celte  singulière  propriété. 

Condition  pour  que  les /mêlions  continues  qui  représentent  deux 
imnionnettês  soient  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

Si  deux  irralionnellos  x  et  x'  sont  telles,  que  les  fractions 
continues  dans  lesquelles  elles  se  développent  aient  un  même 
quotient  complet  y*  on  aura,  par  les  propriétés  des  fractions 
continues. 

Pi  7  9 p'f  ^^c. ,  étant  des  entiers  qui  satisfont  aux  deux  condi- 
tions 

(a)  qp*  ^pq'=dttt     *r'  —  w'  ss  ±  1  ; 

en  outre,  on  peut  supposer  y/,  7',  r\  s'  positifs,  q  et  p  seront 
de  même  signe  que  r  et  1  de  même  signe  que  s'»  Detcqua'* 
lions  (i)  on  tire 

ax  -h  b 
a'x  H-  b'  ' 
en  posant 

4t  =  #7'  «—  sp'f      b  ^sp  —  , 
a*  =s  r' q'  —  s' p\    b'  =  s'p^r*qj 

équations  dont  on  déduit 

abf  —  bi^:=:{qp'  -  pq*)  (#r'  -  z»')  ^  ±  I. 

Donc,  pour  que  deux  irrationnelles  positives  ou  négatives  x  et 
y  puissent  se  développer  en  des  f  rations  continues  terminée  par 
les  mènes  quotients ,  il  faut  qu'elles  soient  liées  l'une  à  Vautre 
par  une  équation  de  la/orme  ^ 

ax  -f-  0 

(3)  . 
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oà  ttf  b,  n' ,  //  désignent  des  entiers  positifs  ou  négatifs  satis' 
faisant  à  ta  c>  n(iitiott 

(  4  )  «i'  —  *«'  =  it  I . 

Je  dis  maiDteoant  que  cette  condition  est  suffisante.  Pour  le 
démontrer»  remarquons  d  abord  qu'on  peut  supposer  x  et  po> 
sitîves,  car  si  Tune  d'elles  ou  toutes  deux  sont  négatives,  on 
peut  les  remplacer  par  leurs  valeurs  absolues  en  changeant  les 
signes  de  quelques-uns  des  coefficients  a^  h,  a\  b\  change- 
ment qui  n*altèrera  pas  la  condition  (4  )• 

Cela  étant,  on  peut  évidemment  supposer  a  positif;  car  on 
ramènerait  le  cas  contraire  à  celui-là  en  changeant  les  signes 
des  quatre  eoefificienis  a,  6 ,  ir',  6';  quant  à  5 ,  il  peut  être  po- 
sitif ou  négatif.  Si  B  est  positif,  a'  et  b'  sont  de  même  signe  à 
cause  de  l\Hiuation  (4  },  et  ils  sont  tons  deux  positifs  à  cause  de 
l'équation  (3),  parce  qu'on  suppose  *  et  «^positives.  Si  b  est 
n.  i^aiit ,  a'  et  h'  sont  de  signes  contraires  à  cause  de  Téquation  (4); 
d'où  il  suit  qn  on  mettant  en  évidence  les  signes  des  nombres  <i, 
/; ,  n'y  //,  réqiialioii  (3)  a  Tune  des  trois  formes  suivantes: 

,       nx  +  b 

,         ax  —  b 
^  -4-T'' 
ax'^b 
a*x — b 

ei,  dans  tous  les  cas,  on  a 

ab*  —ba'=z±:i. 

Dans  le  premier  ras,  on  domonlre  aisément  qne  x  et  x'  àc 
déveîop]>ent en  des  Iraelions  roîitinnes  terminées  [)ar  les  mêmes 
quotients  [voir  la  srizièm>'  lercm).  Le  second  eas  se  ramené  au 
premier  i  car,  en  exprimant  *en  fonction  de  x',  on  trouve 

^     b'  x'  b 

X  zz:       ■  ■ 

Ptour  démontrer  que  la  même  chose  a  lieu  dans  le  troisième 
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cas,  réduisons  x  en  rmclion  uinunuc-.  Soient  —  et  —  deux  rc- 
daites  consécutives  aussi  éloignées  qu*on  voudra,  et*  le  quotient 
complet  qui  correspond  a  ia  réduite      on  aura 


et ,  par  conséquent , 


on  a  d'ailleurs 

cH'  -  de'  =  ba')  (gh'  ^  A^)  =:  ± , . 

le  troisième  cas  se  trouve  donc  ramené  au  premier ,  si  |cs 
entiers  r ,  r/,  c  ,  ^' sont  positifs,  ou  du  moins  sont  tous  quatre 
de  même  sii;no.  Or,  c  et  sont  de  même  signe;  en  effet,  ils 
ont  respectivement  le  même  signe  que  les  diflerences 

h^_h     g  ù 

lesquelles  différences  sont  de  même  signe,  puisque  les  frac- 
tions j,  et      diffèrent  Tune  de  Tautre  d*aussî  peu  qu*on 

veut.  Pour  une  raison  seml)lable,  c'  el  fl'  sont  de  même 
signe,  et  parce  que  .1/  et  z  sont  positives,  on  voit  que  les 
nombres  c,  //,  c%  r/'  sont  de  nu-mc  si-^ne;  donc  x'  et  |)ar 
suite  x'  et  X  se  dovtlopperont  en  des  fractions  continues 
terminées  par  les  mêmes  quotients.  . 


Sur  les  fonctions  linéaires  de  la  forme 


ax 


a'  X  -i-  0' 
Soit  posé 

{.)  ox=  4f+A, 

a'  X  -4-  b 

a',  b'  éunt  des  quantités  quelconques  données;  p<>- 
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sons  ausbi 

li  .  très-aisc  ti  avoir  l'expression  générale  tle  0'"  jc.  Posons, 
en  cilet, 

(2)  x  =  -,  -— rr 

on  pourra  écrire,  d'après  la  formaiion  des  fonctions 

O'x,  etc., 

M  m—»  f 


(3) 

Pour  tirer  de  ces  éqaatîons  les  valeurs  de  a« ,     ,  hm  y  en 

looriiti!!  tlrs  quantités  connues  <i,  a' y  b,  b',  tlésijjnons  par  2 
une  (quantité  (clic,  que  l'on  ait 

z  b-hb'z 

on  déduira  des  équations  (3), 

6«  -f-  +  +  »); 

d'où  Ton  tire  aisément 

En  outre ,  comme  l'équation  (4)  est  du  second  degré»  en  ap» 

pelani  s  et  s'  ses  deux  racines,  on  aura  encore 

Des  ôqiiations  (5)  et  (G)  on  peut  maintenant  tirer  les  va- 
loars  de 
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Eu  faisant,  pour  abréger, 

(7)  t=  yfï^by  -é^(ab'^ba~), 

et 

 —  , 


on  trouve  aisément 


n  ^  ■   — ^ 


(9) 


a* 


m 


équations  dont  on  déduit 


—  » 


m 


en  sorte  que ,  si 
on  aura  aussi 

a«i *1         «'  =  dl I. 

On  connaît  donc  les  coefficienis  de  la  fonction  O*"  x  en  fonc- 
tion des  tjuantîlés  connues  ^,  û',  A  la  vérité,  notre  analyse 
semble  en  défaut  si  t  est  nulle,  car  alors,  z  et  z'  étant  ecrnles,  les 
équations  (6)  ne  diffèrent  pas  des  équations  (5)  ;  mais,  comme  les 
équations  (8)  et  (  9)  ont  lien  quelque  petite  que  soit  /,  elles  se  < 
ront  vraies  encore  pour  f  =  o  :  on  a ,  dans  ce  cas, 

3i 
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et,  par  suite, 

»•=  f  , 


2" 


/»6  (a-h  é»')"^* 
 ïsr;  > 


«'il»  a* 


Ici,  les  quantités  <?,  h,  a',  h'  doivent  vérifier  TéquâtioD 
(12)  {a  -h  b'y  =  iiab'^ba'), 

€l  Ton  peiii  «erire  la  valeur  de  0*  «  comme  il  suit  r 

la^b'-i  j  x-h 

aif'dP —  la  —  V  

On  foii  que,  pour  iw  =  oo ,  ««x  ootiver|^  ver»  U «{«Milité 

aa'    —  (a  —  6'; 

„        1  a  —  b'  — 

qui  »'e»t  aulre  chose  que  rmie  des  coDStantes  -, 

lesquelles  sont  égales  à  cause  de  la  rdation  (  la). 

ProposoDS-nous  maintenant  de  trouver  la  oonditioD  oécessaira 
et  snfÛsaate  pour  que  Ton  ail  identiquement 

fi3)  9^.^  =  jr, 

c'est-à-dire 

(i4) 

On  voit  immédiatement  qu'on  doit  exclure  le  cas  particulier  ofr 

Ton  aurait 

car  les  équation:»  :  i  i)  indiquent  que,  pour  &a(istaire  a^x  équa- 
tions (i4}t  il  faudrait  que  Ton  eût 
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par  suite, 

et  alors  la  fonctioii  ne  dépendrait  pas  «le  Celàéiabt,  les 
équations  (  9  )  montrent  que ,  pour  sàtis&ire  aux  équations  (i4}» 
il  est  nécessaire  et  Suffisant  qa»  Ton  ait 

ou 

Oii  tire  de  là 


et 


b'^t=^(a^  i'_,)^«,si^  +  |^sin^^ 


(i5)  /=r(iH-  6')tang  —  V-T» 

en  désignént  par  X  uh  nombre  entier  qu'on  doit  supposer  pre- 
mier avec  p  pour  qu'il  faille  efTcctiTement  exécuter  fois  sur  * 
^opération  désignée  par  •  avant  de  reproduire  x. 

En  comparant  cette  valeur  de  t  avec  celle  qu'on  tire  de  Féqiui- 
lion  (7)»  on  a 

(* 

Tl'ile  est  la  condition  nconsatre  et  siiflisanle  pour  que  Ton  ait 
identiquement 

x  =  T. 

Si  l'on  suppose  que  a,  a\  h'  soienl  i*éelles,  l'équation  (16) 
montre  que  la  quantité  ab'  —  ba'  doit  être  positive.  Et  comme 
on  peut,  sans  changer  la  fonction  multiplier  les  constantes 
<r,  bf  a\  b*  par  un  facteur  quelconque»  on  voit  que,  sans  faira 
aucune  panirularisation,  on  peut  supposer 

(17)  ab*  —  60'  sr  I  ; 
alors  réquation  (16}  donne 

(18)  «  4- a'=:  acos— • 

Mous  ne  mettons  pas  le  signe  t+i  devant  le  socond  memht  j', 
parce  qu'on  peut ,  si  on  le  juge  à  propos,  chaîner  les sij^nes  des 
quatre  quantités  a,  6,  a\  b'. 

3i. 
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Des  équations  (17)  et  (18)  on  tire 

b' = —  la  —  2CO.S  — 1 


{  '9) 


o'—  sa  cos  h  » 

»  =  ^ — 


et  la  fonction  Qjt  a  pour  valeur 


/  rr 


ax  — 


41*  —  2  <î  cos  H  r 


(20) 


r  jf  —      —  2  cos  —  j 


Les  quantité  a  A  a*  liemeuivnl  indéterminées;  quant  à  c*esc 
un  mnibre  entier  quelconque  premier  avec  p.  SI  Vtm  continue 
déposer 


on  trouvera  aisémeiil 


a  sin  sin  ^  — 

Xir 
stn  — 


(2.) 


sin 

,  Xît 
sm  — 


Xir        .  niXtr 
If*  —  a  a  cos  —  sin  


Sin 


.  (  JN  + 1  )  Xic  m  Xfr 
Sin  ^  —  a  sin  


Xir 

sm  — 
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Des  équalions  (19}  et  ( ai)  oo  déduit 


(22) 


a*  —  2/1.  cos 


=  - 


m  "Xt: 


48S 


cl 


«-  sin  h  sin 


a  — 


[m — t)Xn 

 t  


MD   


(23) 


un  — 

 P_ 

sin  


tf'— 2a«|0M  (-1   SID  — 


no 


7" 


4'  = 


.    («i4-i)Xir  .  Xir 

Sin  î  s»Q  — 

 ^  

ain  


€es  rormules  permetient  de  résoudte  la  qiKeHion  suivanl*  : 

Etant  donnée  une  fonction  linéaire  -j  -— t>  »  trouver  une 

0  4f  •4-  &  ... 

fimetiûn  fiiféain  «jr  =  - ,  —    telie,  que  Voh  att  identique- 


nient 


On  voii  (juc  It  problème  n'est  possible  qoe  si  les  quantités 

dountcs  a^,       o'^j      satisfonl  aux  équations  {  22). 
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Des  équations  irrédaetihies  dont  detus  racines  Jtetje^  sont  Uées 

nx  «4*  h 

par  la  relation  linéaire  x  =  —,  771  ou      b^a*^  h'  sont 

a  X  -\r  o 

des  constantes  données,. 
Soit 

une  éqiMtîon  irréduclibie ,  el  supposons  qu^eolre  deax  rscines 
«  er  4/  on  ait  la  relalton 

iut  -4-  b 

(a)  ^=      ^  ,,  =  9x, 

^  '  *       et  X  -h  o 

ob.  a,b^a\b'  sont  des  constantes  données.  sail  (TÎngt- 
sixième  leçon  )  que  toutes  les  quantilés  comprises  dans  la  séri^ 
ipdéfifiie 

9x,    0*jr,    O'x, . . . , 


doivent  être  rac&fles  de  Tefiuation  (1),  ce  qui  exige  que  Tune  de^ 
fonctions  0«»  9*s^f  etc.,  soit  égale  à  js.  Supposons 

(3)  «'*x=.r. 

Cette  équation  aura  lieu  i  ientiquement,  si  Ton  suppose  que 
b ,  a\  b'  soient  coii^mensurables,  on,  du  moins,  que  ce  soient 
des  fonctions  fmtionnelles  des  quantités  que  Ton  considère  comme 
0onnaes,  et  dont  dépendent  rationnellement  les  coefficients  de 
féquatiott  proposée.  Par  conséquent,  d*aprés  eeqa*on  a  tu  pré- 
Çlédemment,  on  peut  écrire 


(4) 


6'=  —     —  a  cos  » 

a-  —  2  a  cos  j- 1 

6  =  -_  J^- 


a' 


en  désignant  toujours  par  X  un  nombre  entier  premier  avec  fA« 
Oela  posé,  on  sait  (vingt-^xième  leçon  )  que  le  degré  de  Fëqua* 
tkm  (1)  d^  être  un  muhîple  n^  de  fi,  et  que  ses  racines 


I 
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peuvent  dtre  repréaentûcs  comme  il  sait  : 


9Xy 

(5)  ^  «a,  O'X,,..  , 


Sait 

(6)  Jt  4-  •«  4-       -4- . . .  -h       «  =  j, 

ilepcadra  d'une  équation 

(7) 

de  degré  a,  et  dont  les  coeRicienis  seront  des  fonctions  ration^ 
nelles  des  qvtntités  connaes  de  Téquation  (1}  et  de  le  fonction 
L*éqaation  (7 )  peut  n*dtre  pas  fésoluble  algébriquement ,  mais 
les  quantités 

.r,    9x,    O'X, .  . . ,  O'*"'* 

dépendent  d'une  équation  de  degré  dont  les  eoeflkîents  sont 
des  fonctions  rationnelle^  de  x>  comme  on  tail» 

toujours  résoluble  algébriquement.  Dans  le  cas  qui  nous  oedipe» 
où  la  fonction  0  est  linéaire,  cette  dernière  équation  n'est  autre 
que  réquation  (6) ,  et  l*on  voit,  en  résumé,  que  Téquation  pro< 
poMe  (i)  doit  résulter  de  Télimination  de  /  entre  les  deux 
équations  (6)  et  (7),  dont  la  seconde  peut  être  considérée 
comme  ayant  pour  premier  membre  un  polynôme  irréductible 
quelconque  de  degré  n. 

En  d'autres  termes,  les  équations  que  nous  étudions  peuvent 
être  considérées  comme  obtenues  en  multipfiani  un  certain 
nombre  n  d*équations  de  la  forme 

X  -i-  ôx  -+-  0' j;  -f- , . .  4-  9'""'  X  —jr  =  o, 
«  4-Oaf  4-«*«4-  ...  4-fl'*~' X— /i  s=5  0, 
x4-6x4-9*x4-  • . .  4-^''"* — ji-,  =  o, 


X  4- 9x4-9'x4-  . .  •  4-0'^  'x— =  0^ 
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OÙ  r,  Vi,  Yiy . . .  ,  désignent  U^s  «  racines  tt'nnc  é<|ualion 
irréductibie  doni  les  codficients  sont  des  quaniitus  entièremeol 
arbitrairfîs. 

Des  éqiiatiinis  irrtductibtci  à  coefficients  riumériqHes  et  dont 
deux  ou  plusieurs  racines  se  développent  en  des  ftactions 
continues  terminct  s  par  les  mêmes  quotients. 

Cherchons  maintenant  dans  quel  cas  les  fractions  continues, 
dans  lesquelles  se  développent  deux  racines  réelles  etxd*une 
équalion  irréductible,  sont  tenninjêes  par  les  mêmes  quoiienls. 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  que 

i  uii  uit 

(tJC  -h  6 

a,  a'y  b*  étant  des  entiers  positifs  ou  néf^atifii  lies  par  la 
relation 

en  outre,  pour  que  x  et  &x  puissent  représenter  deux  racines 
d'une  équation  irréductible,  il  faut  .qu'on  puisse  assigner  un 
BOftibre  entier     tel  ipron  ait  identiquement 

.  .tt 

«e  qui  exige,  comme  nous  Tavons  vu,  qu'on  ait 

=  —  — *2  *****  "jjj"  y  ' 


rt'  —  2     COS  h  I 

a' 


X  étant  un  nombre  entier  premier  avec  p.  Or,  puisque  « ,  6 , 


ATT 


a\  b'  sont  des  nombres  entiers  >  2  cos  —  doit  utre  un  nombre 

entier,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  si  est  égal  à  2  ou  à  3.  On 
\oil  parla  que  la  propriété  que  nous  étudions  ne  peut  se  ren- 


Digitized  by  Google 


NOTE   VIT.  4^9 

cotilrer  que  c-hez  1rs  équations  irrédfirlibles  tiunt  le  «legré  a  la 
forme  2  n  ou  la  forme  3/i.  Nous  examinerons  successivement  ces 
deux  classes  d*é(|uations. 

Si  Ton  suppose  =  a  et  11  i  (X  doit  être  premier  avec  fi.], 
on  a 

-h  I 


€IX  — 

a 


=r  — r- 

a  X  a 


0*  jr=r  4r; 

a  dc>signe  un  nombre  entier  quekoinjue ,  et  n'  un  diviseur  de 
à*  -\-  I.  Si  Ton  prend  pour  F  (  j)  utt  polynôme  irréductible 
({uelconque  de  d#ïgrc  n ,  et  qu'on  élimine  x  entre  les  deux 
équations 

ou 


on  aura  hi  forme  générale  des  équations  de  degré  2»  jouissant 
deoette  propriété,  que  les  2  /i  radnes  se  partageront  en  ti  groupes 
tels  que,  dans  chaque  groupe  de  deux  racines  réelles,  les  frac- 
tions continues  qui  représentent  ces  racines  seront  terminées 
par  les  mômes  qnotients. 

Ce  résultat  peut  être  énoncé  d*une  autre  manière  : 
Soit  a  un  nombre  entier  (juckonque  ^  a'  un  dtifiscur  fjncl- 
conque  fie  «'H-  i,   >  une  qiKUitué  rrfellc  quelconque  cmumcn' 
turable  ou  incoinmt  nsurable ;  les  deux  racines  de  l'équation 


,'fl  Y       r*'  -h  I  \ 


.Vf  (lex'(  iitpprrnnt  en  des  fractions  continues  terminées  par  les 
me'mcs  qaodcnts. 

On  déduit  de  là  une  conséquence  asses  remarquable,  lorsque 
/  est  commensurable.  On  sait  qne ,  dans  ce  cas,  les  deux  ra- 
cînet  de  Téquation  pixcédente  se  d<?veloppent  en  des  fractions 
oontiniies  périodiques  et  que  les  périodes  de  ces  deux  fractions 
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continues  soni  foimées  (les  mtMnes  termes  écrits  eu  ordre 
iovorse.  D'où  il  suit  que  si  la  |iériode  de  k  fraction  oontinae 
qui  représente  Tune  des  racines  est,  |iar  exemple  « 

a,  6,  7,  ... ,  w, 

on  pourra,  si  Ton  vent,  prendre  pour  période  la  suite  inverse 

0» , . . . ,  y    6 ,  a. 

Supposons  maintenant  pi     3  ;  on  aura,  en  faisant  X  =  a  (le 

ras  de  X  =  1  est  identique  à  celui  del=7  2,  on  |»asse  de  l'un 
l'autre  en  changeant  les  signes  de  a  et 


-h  a  -+-  I 


ax  7- 


fl'x  —  (a  +  1)  * 


0  or  = 

«»4j  =  

«f  .ï  —  a 

9*  X  =  jr  ; 


o  est  un  nombre  entier  finelconqne ,  et  a'  un  diviseur  de 
a  Quelle  <|ue  soit  i'irr;itionneUe  4^,  Ics  fractions 

(x>ntinues  dans  lesquelles  se  dcveiu^>|>ent 

se  termineront  p3S  les  mêmes  quotients.  Si  donoF  (jr)  désigne 
un  polyndme  irréductible  queloonque  de  degré  «i  ^  et  qu*oi\ 
élimine  jr  entre  les  équations 

pu 

î  J  ^' 

on  obtiendra  l*expre8SÎr»n  générale  des  équations  de  degré  3/» 
qui  jouissent  de  la  propriété,  que  les  3/î  racines  se  partageront 
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çn  H  groii|>cs  tels  que,  dans  chaque  |;ron|)c  de  trois  racines 
réelles,  les  fractions  continues  fnii  rrpié&enlent  ces  racines  se- 
ront terminées  par  les  mêmes  ((u*>hcnl8. 

On  voit,  en  particulier,  que  les  équations  du  troisième  degrc 
qui  ont  cette  propriété  sont  comprises  dans  la  forme  générale  sui- 
vante : 

[<i(<T-f>i)y     {%a  -f-  i)      -H  g  H"  0  "1  _ 

pb  a  désigne  on  entier  quelooiique,  a'  un  diviseur  quelconque 
de  41'  +  A  H- 1«  et  /  une  quantité  quelconque ,  commensnrabte 
ou  inooRiinensunible.  En  faisant  j  =  on  obtient  la  solution 
du  cas  parliculier  que  M.  Lobaito  a  examiné. 

Les  équations  du  troisième  degré  qui  proviennent  de  la  divi* 
sion  du  cercle  en  sept  ou  neuf  parties  é<;ales ,  celle  du  quatrième 
degré  qui  provient  de  la  division  en  quinze  parties  égales ,  jouis- 
sent de  la  propriété  remarquable  qu'on  vient  d'étudier. 

La  division  du  cercle  en  sept  parties  é<^ales  conduit  à  Tcqua- 
Uqn 

*»-»-«*—  a*  —  I  5=  o, 

et  si  Ton  représente  par  x  la  racine  positive,  par  —  x,  et  — 
les  deux  racines  négatives ,  on  a 

I  I 

4:,  =  — ; — ,     a;,=  i-f.-; 

la  racine  x  est  rouiprise  entre  i  et  a  »  on  aura  par  conséquent 
des  résultats  dtt  cette  ibrme  : 


8 + 
i 

j:,  =  I  H  


I  H  

«4- 


6  H- » 
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La  ilivistun  du  cercio  en  neuf  parties  égales  eunduit  à  l'equattuii 

X*—  3x  "4-  I  =  o 

Si  l'on  désigne  par  —  jr  la  racine  négative ,  laquelle  est  com- 
prise entre  —  i  et  —  2 ,  par  x,  et  x-j  les  deux  racines  (lositives , 
on  a 

I  I 


I  +x  X 

ce  (jui  eondtiit  aux  mêmes  résultats  que  le  ras  précédent. 

Enfin,  l'cctuation  du  quatrième  degré  dont  dépend  la  division 
du  cerde  en  qninse  parties  égales,  est 

X*  —     —  ^  jr^  -+-4'*^"+"  '=0. 

Si  X  et  X,  désignent  les  deux  racines  positives ,  —  et  —  x'i 
les  deux  négatives,  on  a 

.r'  4-  2  1 
X  ^  —,  ■  =  l  H  

j?' H- I  I -hx' 

X  j  -h  a         ^  I 

X,  ^  -r   ^  I  -h  f  • 

x,4- 1  I  4-x, 

Des  deux  tjiiarititt  i  x' #>t  r',  l'une  est  comprise  entre  o  et  i, 
l'autre  entre  1  et  2i  on  aura  donc  des  rcsuluis  de  cette  forme  : 

JT  Z=    X  =  l  H  — 


6  H-  ... 


1  + 


X,  =  IH  X,  =r  I  -j- 


6  -4-  r.  . 

I 


t         >  ' 


L*éqiiation  que  nous  considérons  i-ésulte  de  rélimination  de  jr 
entre 

v  —  a 

X  ^  I 
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NOTE  VllI. 

SLft  LE   IfOMRRE   DES  VALEURS  QUE   PEUT   PRF.NI)I\E  UNF  FONCTION 
QUAKD  Olf  Y  PERMUTE  LES  LtTTRES  QV'SLLE  RENFERldl'. 


Je  me  propose ,  dans  ceUv  Note,  de  donner  un  extrait  des 
deux  Mémoires  que  j'ai  pubji«  .s  tlans  le  tome  XV  du  Journal  de 
M  I  ion  ville  et  qui  con  tiennent  l'ensenible  de  mes  recherches 
sur  le  nombre  des  valeurs  tjut-  pt  ui  pren(h  e  une  fonction  quand 
on  y  permute  les  lelirts  qu'elle  renferme.  Je  me  bornerai  ici  à 
démontrer  rigourett<ement  et  sans  recourir  i  aucun  postulatum, 
le*  deux  théorèmes  suivants  : 

1*.  Une  fonction  de  n  lettres  qui  a  moins  lie  n  valeurs  n'eno 
que  deux  au  plus,  si  n  est"^ 

3f .  Une  /onction  th  n  lettres  qui  a  précisément  n  valeurs  est 
symétrique  par  rapport  «  «  — >  i  lettres ,  sauf  le  seul  cas  </# 
«  =  6. 

f^s  seules  propositions  connues  sur  lesquelles  nous  aurons  à 
nous  appuyer  soul  les  deux  suivantes  : 

1".  Si  V  est  une  fonction  de  n  tettns  a  ^b,  c,  .  ,  ^  ,  l  qui 
prend valeurs  distinctes  V, ,  Vj, . .  ,  quand  on  y  permute 
les  lettres  a^     ete, ,  toute  fonction  symétrique  de  Vi ,  Vt,. . . , 

est  paiement  une ftnction  symétrique  des  lettres  a  ,b  jC  ^ A,  L 
Si  une  fonction  ef  un  nombre  n  de  lettres  sn/zérirur  à  3 

n'a  que  dciLT  valeurs  parles  permutations  dr /i  —  1  lettres^  elle 
a  7,  ou  OL  n  rn  leurs  par  les  prrnin  fa  fions  de  toutes  les  lettres. 

Ces  pioposilions  ont  été  démontrées,  l'une  dans  la  troisième 
leçon,  l'autre  dans  la  vingtième. 

Lxmnw.  I* —  Soient 

p. fonctions  de  n  lettres b^c^  d^. .  ,^  k ^  l  '.  si  les  coejficienls  de 
l'équation 

l»)         .     (^^- Vr)(*-V,)...(.tr-Vj  =  o, 
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ordonnée  pnr  rapport  aux  puissances  de  jr,  sont  des  fonHiont 

symétriques  (les  n  lettres  a  ^  b ,  c ,  d , ... ,  /  ,  la  fonetionY t  ne 
pnnrrn  tteqiu n/  par  les  permutations  de  ces  n  iettre^  que  des 
valeurs  faisant  partie  de  La  série 

V|  I  Vj, . . . ,  . 

En  efTcft,  faisons  sulnr  aux  lettres  c,  d,,  .<,  Â  y  l  ane 
permntation  qtielconqne,  réqtiaCÎon  (i) fie  changera  pas,  pùîs- 

(juc  ses  wiefficients  sont  dus  foitclions  syiiiélriques  ;  donc  ses  ra- 
cines ne  changeront  pas  non  plus. 
Ainsi,  en  faisant  une  permutation  quelconcpic,  les  fonctions 

V    V  V 

»  I  j  '.•>•••>  *  ^ 

toni  invariables,  oli  se  changent  les  unes  dans  les  antres.  Ce 
qu*il  fallait  démontrer. 

'  Lbmmb  II.  —  Si  une  /onetion  de  n  lettres  «  pt  -h  v  valeuts^  et 
^u'eife  ne  prenne  que  p  valeurs  diMinetcs  par  les  permutations 
de  m  lettres ,  //  jr  aura  aussi  m  lettres  parmi  les  n  que  contient  la 
fonction  ,  dont  les  permutations  lui  f  ront  acquérir  un  nombre 
de  rynle'urs  distinctes  égal  oa  inférieur  à  v. 
Soit 

V  =r  (ni      r,  r/,...,  k,  l) 

une  fonction  de  n  lettres  ayant  j»  -f-  v  valeui's,  et  sup|K>sons  <jue 
par  les  permutations  des  m  ieitrcs 

la  fonction  V  ne  prenne  que  les  valeurs 
Soient  aussi 

les  y  autres  valeurs  dont  V  est  susceptible. 
Les  coeiBcients  de  réquation 
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fontdM  foiictioni  symétriques  d«s  n  lettres  a,  hy  e^d^  . . ,  ^ ,  /; 
paratllement  les  ooeflicients  de  Tcquation 

(x-  V.)(.r  -  V:).  .  .(a:— V  )  =:  o 

sont  des  fonctions  symôlriqnes  des  ///  letlrcs  g-,  /*,..  ,  X ,  /; 
donc  réf]ualîon  qu'on  obtient  en  divisant  les  deux  précédentes  y 
savoir, 

(*-v,+,)(«-v,^,)('-^.-^.)  =  ". 

a  aussi  pour  coefficients  desfom  tioiiî»  syuieiriqucsde^, /#,...,  X-,  t. 
Par  conséquent  y  d'après  le  Icmme  1,  tes  valeurs  que  la 
fonction  V^^,  peut  prendre,  |Mr  les  |)ermutattons  des  let-* 

iresf  t  ^7*»'*     ^9  font  partie  des  v  suivantes, 

V         V  V  • 

'/•-♦-I»  »^-f.aï  '/«-H»» 

donc,  parmi  les  n  lettres  qui  entrent  dans  la  fonction  V,  il  y 

«n  a  m  uont  les  permutations  fuut  acquérir  k  cette  fonction  un 
nombre  de  valeurs  distinctes  égal  on  inférieur  à  v. 

CoROLLAiRK.  —  Si  une  foncttftn  (le  n  lettres  a  ^  valeurs  diS" 
tinctes,  eiont  p.  —  i  seulctneiit  peuvent  être  obtenues  par  tes per" 
mutations  de  m  lèpres  »  la /onction  est  symétri^iigpar  rapport  à 
m  lettres. 

Lnma  III.  —  Si  Êtne/onetion  nm  ^tmtriqiketlt  n  lettres,  n  étant 
^      est  symétrique  par  rapport  à  n  —  a  lettres^  le  aombrt 

des  valeurs  distinctes  de  la  Jonction  est  n,  "  — ^  oun{ti  —  i  ) . 
Soit 

Vc:=y(«,  *,r,  rf,...,*,  /) 

une  fonction  de  n  lettres,  symétrique  par  rapport  aux  n —  ar 
lettres 

i**.  Si  cette  fonction  ne  change  pas  de  valeurs  par  la  transpc^ 
siiion  de  Tune  des  lettres  a^b^b  par  exemple ,  avec  Tune  de» 
a  —  9.  antres,  elle  sera  symétrique  pjr  rapport  aux  n  ^  » 
lettres 
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ei  comme ,  par  hypothèse ,  elle  n*est  pas  symétrique  par  rapport 
aux    lettres,  elle  aura  précisémcot  n  valeurs. 

a^.  Supposons  que  la  fonction  V  change  par  la  transposition 
«le  Tune  quelconque  «les  <l<*ux  lettres  n  et  6  avec  Tune  «les  n  —  a 
autres  y  et  quelle  ne  soit  pas  symétrique  par  rapport  aux  «leux 
lettres  a  et  b. 

On  formera  évidemment  tontes  les  valeurs  tlont  la  fonction  V 

l'st  susceptible,  en  faisant  les  u  (a/  —  \  )  urrangetnents  doux  à 
deux  des  n  lettres 

et  permtitant  «lans  la  valeur  de  V  les  deux  lettres  «i  et  5  successi- 
vement avec  les  deux  lettres  de  chacun  de  ces  arrangements. 
Or  je  dis  que  toutes  les  valeurs  de  V  formées  ainsi  sont  diffé- 
rentes. 

En  effet,  les  deux  valeurs  de  V  qui  corrcs)>ondenl  à  deux  ar- 

I an';fm<  tits  foriiii  s  des  uu-ines lef tirs ,  b  fl  //,  a  par  exemple, 
ne  peuvent  être  égales,  puisque  l'égalité 

exige  que  la  ioiu  tiou  V  soit  symétrique  par  rapport  à  «  et  ce 
qui  est  conïre  rhypothèse. 

Pareiltêmcnt  ,  les  deux  valeurs  de  V  qui  rorrespondcnt  à 
deux  arrangements  ayant  une  lettre  eoinmune  ,  tels  que  «,  b  et 
<f,  r,  ou  a*  beic^a  sont  différentes.  Kn  d  autres  termes,  on  oe 
peut  avoir 

f  («,  byC,  dy  ..  ,  /  ,  /)  =  y  (o,      by  (l,  ...  ,  X,  i  , 

ni 

^  (n,  6,  r,  rf,. . . ,  A',  /)  ~  ^  (r,  <t,  6,  </, .. . ,  /}. 

L'impossibilité  de  ces  égalités  ivsnltede  ce  que  le  premier  mem- 
bre de  chacune  d'elles  est  symétrique  par  rapport  aux  deux 
lettres  c  et  </,  tandis  que  le  second  ne  Test  pas  par  hypothèse. 

Enfin  les  «leux  valeurs  de  V  qui  correspondent  à  d«*ux  arran- 
gements ff»  6  et  c,  d  qui  n*ont  aucune  lettre  commune»  sont 
aussi  diiTérentes;  on  ne  peut  avoir 

6,  c, ,.,*,/)  =  ^(c,  f/, /»,  ,X,/), 
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parce  que  te  premier  membre  est  symétrique  par  rapport  è 
r  et    tandis  qtie  le  second  ne  Test  pas. 

On  voit  donc  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  T  est 
«  («  —  1). 

3*.  Supposons  y  enfin ,  que  la  fonction  V  change  par  la  trans- 
position de  Tune  quelconque  des  lettres  a  H  b  avec  Tune  des 
n  —  a  autres,  mais  qu'elle  sott  symétrique  par  rapport  aux  deux 
lettres  ir  et  6. 

Dans  ce  cas,  on  formera  toutes  les  valeurs  de  V  en  faisant  les 
 ^  combiiàaisoos  deux  à  deux  des  n  lettres 

C,    </  A-  ,  /, 

et  permutant  dans  la  valeur  de  V  les  deux  lettres  a  cl  h  sucres- 
sivemcnt  avec  les  deux  lettres  (ic  <  luicnno  dr  ces  r()nibinai<.ons. 
Or  je  ^îis  que  toutes  les  valeurs  de  V  ainsi  torniées  seront  diffe- 
iienffs  SI    est  supérieur  à  4* 

EnefJet,  deux  valeurs  de  V  f|iîi  rone^i  ntiil  nt  a  deux  eombi- 
naisons  a,  h  et  a,  c,  qui  ont  uuc  lettre cortutiunc,  sont  différentes, 
on  ne  peut  avoir 

parce  que  le  premier  membre  est  symétrique  par  rapport  à  a  et 
6,  et  que  le  second  ne  IVst  pas  par  hypothèse. 

Pareillemcni ,  deux  valeurs  de  V  qui  correspondent  à  deux 
combinaisons  b  ei  c ,  qui  n*ont  aucune  lettre  commune, 
sont  aussi  diflerenles;  en  d'stutres  termes,  on  ne  peut  avoir 

parce  que  le  premier  membre  est  symétrique  par  rapport  aux 
//  —  2  lettres  r,  r/, . . . ,  /  ,  /,  et  que  le  second  ne  l'est  pas  par 
hypothèse  si  n  est  3^  4- 

On  voit  donc  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  V  est 

a 

Rbmakqox.  —  La  démonstration  de  ce  dernier  cas  suppose 

32 
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essentiellemenk  a  >  4  ;  car  »i  Ton  a  a  =  4  >  P^"^  P^"^ 

dire  que  Tégalité 

y  (fl,  ^,  c,  rf)  =  f  (c,  r/,  «I 

aoit  impossible.  Cette  égalité  peut,  au  cootraire,  «woit  lieu; 
cela  arrive  en  partieulier  pour  la  foncdoo 

et  pour  uneinffoîlé  d'autres. 

Cui  OLL4IRE.  —  Si  une  fonciion  do  n  lettres,  symétrique  /wr 
rapport  à  n  —  2  lettres,  a  it  vftieun,  elle  est  symétrique  par 

rapport  (i  n  —  i  lettres. 

Ï.FMMF.  IV.  —  Si  une  fonction  de  n  lettres  ^  n  étant 4  »  ^ 
(leiix  valeurs  seulement  par  Its  i mutations  de  n  —  1  tettref , 
le  nombre  des  valeurs  que  cette  fonction  peut  prendre  par  les 
permutations  de  toutes  les  lettres  est  égal  à  7.^  ou  supérieur  fi  n. 

Soit 

V  =  f       bf     d,  ...,/•,/) 

une  fonction  de  «  lettres,  n  étant  >  4 ,  qui  n'a  que  deux  va- 
leurs par  les  permutations  des  «  —  «  lettres 

D'après  la  proposition  tlemonlrec  dans  la  vingtième  leçon  et  rap- 
pelée plus  haut,  comme  on  suppose  w  —  i  3,  la  fonction  V 
aura  2  ou  2  (/i—  i)  valeurs  par  les  permutations  des  /i  —  1 
lettres 

bf  c  f  df.,.j  A  f  l. 

Si  le  dernier  cas  a  lieu,  le  nombre  total  des  valeurs  de  V  est 
supérieur  à  ».  Si,  au  contraire,  la  fonction  V  n'a  que  deux 
valeurs  par  les  permutations  des  «  —  1  lettres 

elle  en  aura  2  ou  2  n  par  les  pennuUtions  de  toutes  les  lettres. 

I.a  proposition  est  dune  démontrée. 

X,,:,,MR  V.  —  Si  line  fonetion  de  n  lettres,  non  sj métrique, 
a  un  nombre  impair  de  valeurs  distinctes,  il  est  impossible 


Digitized  by  Google 


MOTE  VtlI. 

f/u'ttUe  prenne  tontes  ki  valeurs  dont  ei(e  e$t  suiceptibîe ,  parles 
seules  permutations  de  n  ^  ^  lettres. 
Soit 

«ne  fonriifm  de  n  It  urcs  ayani  un  rrambie  impair  ^  de  valekirs 
distinctes ,  et  supposons  qu'elle  puisse  prendre  ses  jil  valeurs  par 
les  seules  permutations  des  it  —  a  lettres 

Aèpréaentons  ices  fi  valeurs  par 

Il  est  d'abord  évident  qup  la  fonction  V  ne  pent  être  symé- 
trique par  rapport  aux  lettres  «  et  b  ;  car  unuvs  les  valeurs 
qu'elle  peut  prendre  étant  symétriques  par  rapport  à  n  ctb, 
le  seraient  également  par  rapport  à  deux  lettres  choisies  à  vo-' 
lonlé,  qu'on  peut  introduire,  par  ime  substitution,  à  la  place 
de* et  de  b.  La  fonction  V  serait  donc  symétrique,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse. 

Cela  pose,  faisons  (J.uis  les  fonctions  (i)  la  trans|Xisition 
(û,  b),  elles  deviennent 

{2)    y,  (i^,       .  },...,      (6, «,.,.). 

Les  fonctions  (i)  ctanè  distinctes  par  hypothèse,  les  fonc- 
tions (2)  le  sont  aussi,  et  comme  la  série  (1)  comprend  toutes 
les  valeurs  de  V,  les  fonctions  (2)  ne  différaront  pas  des 
fonctions  (i);  d'ailleurs  les  termes  qui  occupent  le  même 
rang  dans  ces  suites  ne  peuvent  être  égaux ,  puisque  la  fono- 
rion  V  n'est  pas  symétrique  par  rapport  à  a  été.  Supposons 
donc  que  l'on  ait 

7,  (a,  6,.,.)=rry   (t,  n,...}; 


en  changeant  a  et  ^  Tune  avec  l'autre,  il  vient 

d'où  il  suit  que  les  termes  de  la  suite  (1)  peuvent  être  groupes 

32. 
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ëeux  À  deux ,  de  manière  que  les  deux  termes  d*un  même 
gronpe  se  changent  Tun  dans  l'antre,  parla  transposition  (it,  6). 
Or,  cela  est  impossible,  puisque  p  est  un  nombre  impair.  La 
proposition  est  done  démontrée. 

Lbmmb  VI.  —  Si  iua  fonction  de  n  lettres 

V  =  ff  {a,  b,  e,  d,,.   ,  A,  l) 

prend  toute»  ks  valeurs  par  les  seules  permutations  des  n  —  ar 
iettres 

Cf     dj  ,,»yk^l^  , 

le  nombre  de  ces  valeurs  est  double  du  nombre  des  valeurs  que 
prend  la  fonction 

X  =  [jc  —  f  («,  6,  <?,  rf,...,*,  /)][*  — a,  c,  rf,...,  /)], 

* 

par  les  permutations  de.f  n  —  9.  lettres  c,  d,.,.^  X  ,  /. 

On  voit,  comme  dans  ia  proposition  prfk'ôdcntc ,  que  la  fonc* 
lion  V  ne  peut  être  symétrique  par  rapport  aux  leltrt  s  n  h  y 
et  que  les  valeurs  de  V  peuvent  être  groupées  deux  à  deux,  de 
manière  que  les  termes  d'un  inèine  groupe  se  changent  Tun  dans 
l*autre  par  la  transposition  (a ,  ^  k  II  résulte  de  là  que  les  valeurs 
dé  V  peuvent  être  partagjées  en  deux  séries  de  la  manière  sui- 
vante : 

*)>  ?»(«»  ?^  («» 

fi(*,  a)f  «),...,  f    (6,  a). 

Gela  posé,  la  fonction  X  ne  peut  acquérir  que  les  ^  valeurs  sui* 
vantes ,  par  les  permutations  des  n  —  a  lettres  c ^ , 


car  toute  permutation  des  lettres  c,  ^/ ,.../,/  qui  laisse  f,{a,b) 
invariable,  ouqui  la  change  en  (A,  a),  laisse  in\ ariaiilc -p,  [h,  n) 
ou  la  change  en     (a,       et  de  mèinc  toute  j)er4muaUon  des 


Digitized  by  Google 


HOTE  y  III.  5oi 

lettres  Cj  tij.,,^  /  qui  chao^^e  (a,  b)  en  ft{iy  à)  ou. 
eofi  (  6,  <?)  change  aussi  7,  (/>,a)en  f,{0,  ^/)  ou  en^ ,  (a,  h)» 

De  plus ,  les  p  valeurs  de  X ,  écrites  plus  haut ,  sont  difTé* 
reoleSy  car  s*il  n'y  en  avait  que  fx'  de  distinctes ,  ^*  étant  <C  p-* 
en  multipliant  ces  valeurs  et  égalant  à  zéro  le  produit,  on  au* 
rait  une  équation  dont  le  premier  membre  serait  nne  fonction  sy- 
métrique des  it  —  2  lettres  c,  d*, ... ,  ^,/,  et  dont  les  a  fi'  racines 
seraient  les  seules  valeurs  distincte»  de  la  fonction  V{lemmel}, 
ce  qui  est  iui|>osbible,  puisqu'oa  a  supposé  ce  nombre  Ue  valeurs 
égal  à  2  a.  * 

Il  est  Uonc  <lciiu)iur<'  que  le  nombre  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion V  est  double  du  nombre  des  valeurs  (jue  peut  prendre  la 
lonction  X  par  les  pennulations  des  n  —  a  lettres  <  ,  /. 

THiioaiMK  I.  —  Une  fonction  d  au  nombre  iinpdir  n  de  lettres  ^ 
<]ui  a  moins  de  n  valeurs  tUstinctes ,  ne  peut  en  avoir  plus  de 
deux. 

Je  vais  démontrer  généralement  que  si  le  théorème  a  lieu 
pour  les  fonctions  de  —  2  lettres,  il  a  lieu  aussi  pour  les  fonC" 
tions  de  //  lettres;  et  comme  il  est  évidemment  vrai  pour  les 
fonctions  de  trois  lettres,  il  sera  vrai  aussi  pour  les  fonctions 
de  cinq,  de  sept,  etc.,  d*un  nombre  impair  quelconque  de 
lettres. 

Soit 

une  fonction  de  //  lettres  ([ui  a  moins  de  n  valeurs  distinctes , 
/I  étant  un  nombre  impair  au  moins  égal  à  5. 

Soient  a  et  b  deux  letli*es  quelconques,  et  faisons  toutes  les 
permutations  des  n  —  2  siulres  lettres 

sans  changer  la  place  ni  de  a  ni  de  fj  ;  comme  nous  admettons 
<|u'nne  fonction  de  //  —  2  It  tii  fjui  a  nnuns  de  n  —  9.  valeurs, 
ne  peut  en  avoir  plus  de  deux  ,  le  nombre  des  valeurs  de  V 
résultant  des  j)ermutations  des  //  —  2  lettres  c,  /'»  '  sera 

nécessairement  Tun  des  quatre  suivants  : 

I ,  a,  «  —  2,  I?  —  I. 
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Noua  allons  faire  succesaiyement  ces  quatre  hypothèses. 

1**.  La  fonction  V  est  i^métrique  par  rapport  aux  n  —  91  let- 
tres c  y  </,...,/,/. 

Alors  elle  aura,  d'après  ie  lemme  III ,  a  ou  '^>ou 

n  [n  —  1  )  vaW  urs  distinctes.  Cette  hypothèse  n'est  donc  pas  ad- 
missible, puisque  \  a  moins  ilf  valeiii*s. 

2".  La  fonction  V  a  deux  valeurs  par  les  permutations  des 
n  —  2  Ivttri's      ft^   . .  y  k    I . 

Alors,  (1  après  le  lemme  IV,  l.i  fonction  V  a*a  en  tout  que  deux 
valeurs,  puisqu'elle  en  a  moins  de  n. 

3*.  fonction  \  a  n  —  t.  valeurs  par  les  permutatitms  des 
n  —  a  lettres  c ,  dy.,.  ^  A ,  l. 

Alors,  d'après  le  lemme  V ,  il  est  impossible  qae  la  fonction  V 
n'ait  que  «  ^  a  valeurs  par  les  permutations  des  n  lettres, 
parce  que  n  —  a  est  un  nombre  impair  9  elle  en  a  donc  ii  —  1. 
Mais  alors,  d*après  le  lemme  II  (corollaire),  la  fonction  V  est 
sjmétriqne  par  rapport  à  n —  a  lettres,  vt,  par  conséquent, 

elle  a  «,  "^'^ ^  '     ou  n  {a  —  1)  valeurs.  Cette  hypothèse  est 

donc  inadmissible. 

La  fonction  \  a  n  —  1  valeurs  par  tes  permutations  des 
H  —  1  lettres  t,  (!/,..  .,  /  ,  /. 

Comme  la  fonction  V  n'a  en  tout  que  n  —  t  valeurs,  la 
(onction 

a  ^  ^  '  valeurs  par  les  permulatious  des  n  —  a  lettres 
r,  A,  /  (lemme  VI).  Mats  on  a 

-— <«  -  a, 
a 

el  nous  a<iiiicituu:»  qu  um  fonction  <le //  —  lettres  qui  a  inoins 
«le  n  —  1  valeujs,  n'en  a  au  plus  tpu*  deux  \  (îurH-  la  lonctionX 
a  une  ou  deux  valeurs  seuicmeot,  et,  par  cou!»cqut  nt,  on  doit 
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avoir 

n  —  1 

 =1     ou     =:  2 , 

2 

il  =  3    ou    #1  =  5. 

Nous  Avons  supposé    ^  3  ,  donc  l'hypothAsc  que  nous  discu 
tons  en  ce  moment  <'^t  inadmissible,  à  nmms  ((iie ne  soit  ^-gid 
à  5.  Mais  elle  l'est  encore  dans  ce  cas,  t  ar  une  fonction  de  cinq 
lettres  ne  peut  avoir  quatre  valeurs  par  les  permutations  de 
trois  lettres,  à  cause  qtie  4        P*'      difiseur  dti  produit 

I .2.3. 

Conclusion,  —  On  voit  que  la  seconde  de  nos  quatre  hypo* 
thèses  est  seule  admissible ,  et,  par  conséquent,  si  la  fonction  V 
a  moins  de  n  valeurs ,  elle  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux. 

TatoaiiiB  II.  —  Vne  fonction  d*un  nombre  impair  n  de 
iettret,  qui  a  prèci^nufU  n  valeurs,  est  syméinque  par  rapport 
àn  lettres. 

La  démonstration  suivante  suppose  n  au  moins  égal  à  5»  mais 
pour  les  fonctions  de  trois  lettres,  le  théorème  est  presque 
évident  (*). 

Soit 

une  fonction  d'an  nombre  impair  a  de  lettres  »  quia  précisé- 
ment If  valeurs. 

Soient  a  et  6  deux  lettres  quelconques,  et  faisons  toutes  les 
permutations  des  n  —  2  autres  lettres 

c,  </,  ...y  l\ 

il  en  résultera  pour  V  un  nombre  de  valeurs  qui  sera  Tmi  des 
suivants 

I,    2,    3,  .  .  .  ,   («  —  2),   {«  —  0, 

Mats,  d*après  le  théorème  I,  n  —  a  étant  impair,  si  ce  nombre 

(*)  Le  théoràme  a  été  démontré  dnos  1«  viiictièmc  leçon  pour  les  fonc- 
tions de  trots  lettres. 
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de  valeurs  est  iiifèrieitr  k  n  —  2,  il  est  au  plus  égal  à  2^  ce  sera 
doDC  l'un  des  cinq  nombres 

1 ,  2 ,  n  —  2 ,  «  —  I ,  n. 

Nous  allons  (aire  ces  cinq  liypothéses. 

I*.  La-  fonction  V  ett  symétrique  par  rapport  atuc  a  — ■  a 
litres  c,      ...,/,  i. 

Alors,  d'après  le  lenimc  III,  le  nombre  des  valeurs  de  V  ne 
peut  être  c^ai  a  n  (jiic  si  cette  fonction  est  syaietritpie  par  rap- 
port à  n  —  1  lettres. 

2°.  La  fonction  V  n  deux  valeurs  par  le£  permutations  des 
Il  —  2  lettres  r,  d^  ...  j  ^,  /. 

Cela  est  iuipussibte  d'après  ie  lenime  IV. 

3".  La  fonction  \  a  u  —  2  valeurs  par  les  permutations  des 
«      2 lettres  Cyd^..  ^  /> ,  l. 

Alors>  d'après  le  lemme  II,  la  (onction  Y  ayant  en  tout  n 
valeurs  et  rren  ayant  que  n  ^  2  par  les  permutations  àcn  —  2 
lettres,  il  y  a  n  —  2  lettres  dont  les  permutations  font  acquérir 
à  V  un  nombre  de  valeurs  égal  à  1  ou  à  a.  Par  conséquent,  le 
nombre  des  valeurs  de  cette  fonction  ne  peut  être  égal  k  a , 
que  si  elle  est  symétrique  par  rapport  kn  —  1  lettres. 

4**.  La  fonction  Van  —  1  valeurs  par  les  permutations  des 
Ji     a  lettres  c ,  r/, . .  .  ,  X  , 

Alon,  d'après  le  lemme  II,  ta  fonction  Vest  symétrique  par 
rapport  an  —  2  lettres  ,  et,  par  conséquent,  elle  ne  peut  avoir 
n  valeurs  cjiu*  si  t  llc  est  syinétrj<|ue  par  rapport  Ix  n  —  i  lellres, 
d'après  le  leniino  III. 

5".  la  fonction  V  prend  ses  n  valeurs  parles  permutations 
des  n  —  2  lettres  c  j  d^ . . .  ^  t. 

Cela  est  impossible,  d'après  le  lemme  V,  pai*ce  que  n  est  un 
nombre  im|ia}r. 

Conclusion,  —  La  première,  ta  troisième  et  la  quatrième 
hypothèse  sont,  comme  on  voit,  seules  admissibles,  et  quelle 
que  soit  celle  qui  a  lieu,  la  fonction  V  est  nécessairement  symé* 
trique  par  rapport  à  n     1  lettres;  ce  qtt*il  fallait  démontiwr. 

TBKomiME  UI.  —  Une  fonction  d'un  nombre  pair  n  de  lettrvs  qui 
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q  moins  de  n  valeurs  ne  peut  on  avoir  plus  de  deux,  si  n  est 
supérieur  à  4> 

Ce  théorème  n'a  pas  lieu  pour  les  fonctioDS  ilf  iiuatre  lettres; 
et  c*est  précisément  parce  qu*on  peut  former  des  fonctions  de 
quatre  lettres  qui  n*otit  que  trois  valeurs»  qu'on  peut  résoudre 

réquatioD  gcncraie  du  quatrième  degré. 
Soit 

y      ^  [a,       €,  ci,...  ,  fi ,  l) 

une  fonction  d'un  nombre  n  de  lettres  pair  et  supérieur  à  4t  «t 
supposons  que  cette  fonction  ait  moins  de  n  valeurs. 
Si  l'on  considère  V  comme  fonction  des       \  lettres 

etqu'on  [M  imute  ces  lettres,  on  ()l)ti«>iKlra  un  nombre  de  va- 
leurs distincios  de  V,  qui,  étant  par  hypothèse  inférieur  à  />, 
sera  Tun  des  suivants 

t,  2|  3)  .«t  ff—a,  n— *!• 

Mais,  d'après  le  théorème  I,  comme  n  —  i  est  impair,  ce 
liombre  de  valeurs  ne  peut  s^abaisser  au-dessous  de  —  i ,  sans 
être  égal  à  a  ou  à  i  ;  donc  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de 
V  résultant  des  permutations  des  a —  i  lettres  r,  r/,...,  / ,  / 
est  Tun  des  trois  suivants  : 

Examinons  ces  trois  cas. 

Idt  fonction  V  est  symétrique  par  rapport  aux  n  —  i  lettres 

Alors,  elle  a  évidemment  n  valeurs,  ce  qui  est  contre  Thypo- 
thèse;  à  moins  qu'elle  ne  soit  symétrique  par  rapport  à  toutes  . 
les  lettres,  et,  dans  ce  cas,  elle  n*a  qu'une  seule  valeur. 

2*.  La  fonction  V  a  deux  valeurs  par  les  permutations  des 
n  —  I  lettres  b^c^dj,..^  ^ ,  /, 

Alors,  d'après  la  proposition  démontrée  dans  la  vingtième 
leçon  et  déjà  rappelée,  la  fonction  V  ayant  moins  de  n  valeurs, 
ne  peut  en  avoir  que  deux. 

S"*.  La  fonction  y  a  n  —  i  valeurs  par  les  permutations  des 
«  —  1  lettres  b,  c,  f/,.,  ♦ ,  A ,  /. 
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Dans  ce  cas ,  comme  /i  —  i  est  impair»  la  fonction  V  est  sy- 
métrique par  rapport  & it  —  2  lettres»  d'après  le  théorème  II, 
et  alors,  d'après  le  lemme  III,  elle  a  au  moins  n  valeurs. 

Conclusion.  —  Puisqu'on  suppose  que  Y  a  moins  de  it  valeurs, 
et  que  cette  fonction  n'est  pas  symétrique ,  le  siecond  des  Crois 
cas  précédents  est  seul  possible,  et  alors  la  fonction  V  a  deux 
valeurs  seulement.  Ce  qu*il  fallait  démontrer* 

TnÉoaÀKK  IV.  —  ^  une  fonction  d*un  nombre  n  de  lettres  pair 
ei  supérieur  à  6  a  n  valeurs^  elle  est  symétrique  par  rapport  à 
n  —  I  lettres. 

Soit 

y  =sf  (a,  6,  c,  A,  /) 

one  fonction  de  n  lettres  qui  a  précisément  n  valeurs*  On  sup- 
pose //  pair  et  supérieur  à  6. 

Soient  i?  et^  deux  lettres  quelconques ,  et  permutons  les  a  —  3 
autres  lettres 

c,  </,.       Âi,  l. 

Le  nombre  des  valeurs  qu'on  obtiendra  ainsi  pour  V  ne  pou- 
vant, d'après  le  théorème  III,  être  h  la  fois  plus  grand  que  a 
et  moindre  qtte  n  —  a  (puisque,  par  hypothèse ,  n  —  a  est  ^  4)  » 
sera  Tun  des  cinq  suivants  : 

I ,  a,  «  —  2,  n  —  I ,  rt. 

xSous  allons  faire  ces  cinq  hypothôses. 

I     La  Jonction  V  est  symetritiuc  par  rapport  aux  n  —  2  lettres 

Alors ,  d'après  le  k  imiie  111 ,  elle  iie  peut  avoir  n  valeurs  que 
si  elle  est  symétrique  par  rapport  il  //  —  i  lettres. 

2".  La  Jonction  V  a  Jeux  valeurs  par  les  permutations  des 
n  —  0.  lettres      J •  ■  -,  ^" »  /• 

Cela  est  impossible  d'après  le  lemme  IV;  car,  alors,  la  fonc- 
tion V  n'aurait,  en  tout,  que  deux  valeurs,  ou  elle  en  aurait 
plus  de  n, 

3".  La  fonction  V  «  /i  —  a  valeurs  par  les  /termutations  des 
n 2  iettresc,  df^,,f  A,  L 
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AU)\>  la  fonction  V  ayant  en  fout  //  valeurs,  elle  a  une  ou 
^  deux  valciub  st  ulemeiît  j)ai  l«  s       luul.i  m  >  m  s  de // — lettres 
*{  lemnic  II) ,  et .  par  cons«'(j(u  ut  ,  elle  ne  j x  ut  en  avoir  n  cri  toul 
que  si  elle  est  s^'untriquc  par  rapport  à    —  1  lettres  (lemines  III 
et  IV). 

4*.  fonciion  Van  —  i  vakurs  par  les  permutations  des 
n  —  2  lettres  c  ,       .  , ,  X ,  /. 

Dans  ce  cas ,  d'après  le  Icmme  II ,  V  est  symétrique  par  rap- 
port  h  n  —  a  lettres,  et,  par  conséquent,  elle  ne  peut  avoir 
n  valeurs  que  sî  elle  est  symétrique  par  rapport  à  n  —  1  lettres. 

5*^*  La  fonction  \  a  n  valeurs  par  les  permutations  des  11—2 
lettres Cy       .  *  /  ,  /• 

Cela  esl  impossible  d'après  le  lemme  VI ,  car  alors  la  fonc- 
tion 

[or  —  f(«,^,c,  il,,,.,  it,/)J[.i;  — <p(^,a,c,<^,...,it,  /)] 
aurait,  par  les  permutations  des  17  —  2  lettres  c,  i,  un 

nombre  de  valeurs  égal  à  ^9  ce  qui  ne  peut  être,  puisque  ~  est 

<^ii  —  a  et]>  a. 

Conclusion,  — Le  premier,  le  iroisiémeet  le  quatrième  cas  sont 
seuls  j)ossiLles,  tt  l'on  voit  que  le  iU)ni})re  des  valeurs  <1*'  la 
fonciion  V  ne  peut  être  égal  à  w,  que  si  V  est  symétrique  par 
rapport  à  //  —  i  leHres. 

Reniarffue.  —  ï.a  démonstration  ne  s'applique  pasaux  fonctions 
de  quatre  et  de  six  lettres;  mais  le  théorème  a  été  démontré  dans 
la  vini^tième  leron  pour  les  fonetions  de  quatre  lettres,  et  il  n'a 
pas  lieu  pour  les  fonctions  de  six  lettres. 

Des  fonctions  de  six  lettres  qui  ont  six  valeurs  et  ^tù  ne  sont  pas 
sjrmétriques  par  rapport  à  cinq  lettres. 

Dans  la  théorie  qui  vient  d'être  exposée,  les  fonetions  de  six 
lettres  constituent  une  exception  digne  de  remarque;  aussi  je 
crois  devoir  indirpier,  en  terminant  cette  Note,  la  composition 
des  fonctions  de  six  lettres  qui  ont  six  valeurs  distinctes  et  qui 
ne  sont  pas  cependant  symélri«|ucs  par  rapport  à  cinq  lettres. 
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Je  dis  en  premier  lieu  que  : 

Si  une  fonction  de  six  lettres ,  non  symétrique  par  rapport  à 
cinq  lettres ,  a  précisément  six  valeurs  distinctes ,  cette  fonctio» 
prend  ses  six  valeurs  par  les  seules  permutations  de  trais  lettres 
quelconques. 

Soit  V  une  pareille  foocdoo  des  six  lettres 

fl,  b,  c,  fl,  /; 

nous  (livistiroDâ  la  démonstration  du  théorème  énoncé  en  trots 
parties  : 

1°.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  V  par  les  permutations 
de  cinq  leures  quelconques 

b,  c,  dj  e,  f 

est  un  diviseur  du  produit  1.2.3.4-5;  d'ailleurs  ce  nombre, 
qui  est  au  plus  égnl  à  6,  ne  peut  s'abaisser  au-dessous  de  5  sans 
être  égal  à  i  ou  à  a  ;  donc  la  fonction  Y  a  i ,  2 ,  5  ou  6  valeurs 

par  les  permutations  des  cinq  lettres.  Mais  si  ce  nombre  de  va- 
leurs (  tait  I  ou  5,  la  fonction  \  serait  symétrique  pnr  r.ijjport 
à  cinij  des  six  lettres  a,  ^» ,  r,  <-/,  c,  'Icmme  II),  ce  qui  est 
conlraiit'  à  l'hypothèse;  si  k'  int'inc  nniiljre  t'Uiit  ,  la  fonc- 
liuti  \  aurait  ?.  ou  11  valeurs  i  NinL^licme  Ircon)  par  les  permu- 
tations (les  six  letfn-s.  Donc  la  londion  V  doit  prendre  ses 6  va- 
leurs par  les  seules  permutations  des  cinq  lettres      r,  r/,  e ^  f. 

'?.°.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  V  par  les  permutations 
de  quatre  lettres  quelconques 

«•»       «f  / 

est  un  diviseur  du  produit  i  .2.3.4»  d'ailleurs  ce  nombre  est 
au  plus  égal  à  6;  donc  la  fonction  V  a  1,  3,  3,  4  ^  valeurs 
par  les  permutations  des  quatre  lettres.  Si  ce  nombre  était  1,  bt 

fonction  V  aurait  i  ou  5  valeurs  par  les  permutations  des  cinq 
lettres  bj  r,  ti,  t  ,  y,  ce  qui  u  a  pas  lieu;  s'il  était  2,  la  fonc- 
tion V  aurait  9.  ou  10  valeurs  par  les  prrmutation>  des  cinq 
lettres;  s'il  etail  4>  1^*  fuueliun  V  aurait  au  plus  2  valeurs  par  les 
permutations  de  quatre  des  cinq  lettres  ^,  c,  ri,  r , /(  leuunc  11), 
et  nous  venons  de  voir  que  cela  est  impossible.  Nous  allons 
prouver  enliu  que  i  ue  peut  exprimer  le  nombre  des  valeurs  que 
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prend  V  par  les  pernuUations  des  quatre  ietlrc&  c,  ti,  e^f.  En 
effet,  nommons  V,,  V,,  Vj,  Y,,  V»,  V,  les  six  valeurs  de  V  ei 
supposons  que  cette  fonction  ne  prenne  que  les  valeurs  V, ,  V», 
V«  par  les  permutations  des  quatre  lettres  r/,  e,/.  La  fono 
don 

X  =  (*-V,)(*  — V,)(jr-V,) 

sera  symétrique  par  rapport  à  c,  </,  c,/,  et,  par  suite,  elle 
aura  i  ou  5  valeurs  par  les  permutations  de  A,  c,  </,  c^f- 
premier  cas  ne  peut  avoir  lieu  (leiiiiiie  1),  car  V  n'aurait  d'au- 
tres valeurs  que  V, ,  V,,  par  les  permulalionà  des  einq  lettres 
h  y  c  ^  d ^  c  y  f,  La  font  1 1  on  X  a  donc  5  valt urs  X, ,  X,,  Xj ,  X4 , 
Xj,  et,  par  suite,  V  ne  pt  ut  avoir  d'autr«s  valeurs  que  celles 
qui  sont  racines  de  Tequation 

Y  s  Xi  Xs  Xa  X(  X»  s  o , 

puisque  le  premier  membre  est  une  fonction  symétrique  de  6,  Cj 
dy  ey  /.  Il  s'ensuit  que  Y  est  divisible  par  le  produit 

Z  =  (jr-V,)(x-V,)(4P-V,)(x~V0(x-Vj(x-V.). 

Le  même  raisonnement  prouve  que  V  ne  peut  avoir  d'autres 

Y 

valeurs  que  celles  qui  sont  racines  de  Tequation  -  ==  o ,  puis 

Y 

d'autres  valeurs  que  celles  qui  sont  racines  de  l'équation  —  =  o^ 

ce  qui  est  impossible;  car  cette  dernière  équation  est  seulement 
du  troisième  degré  et  n'a  que  trois  racines.  Il  est  donc  établi 
que  3  ne  peut  être  le  nombre  des  valeurs  que  prend  Y  par  les 
permutations  des  quatre  lettres  r,  r,/. 

Donc  la  fonction  V  prend  ses  6  valeurs  par  les  permutations 
de  quatre  lettres  quelconques  c,  Cjf-  Il  résulte,  d'a- 
près le  lemnie  VI,  que  V  ne  peut  pas  être  synu  tnque  par  rap- 
port à  deux  i(  lires  a  et  h. 

3°.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  V  par  les  permutations 
de  trois  lettres  quelconques 

e,  /, 

est  I ,  .A,  3  ou  6,  car  il  doit  diviser  le  produit  1 .2.3.  Si  ce 
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nombre  était  i ,  la  lunetiun  V  atuait  i  ou  4  valcuij»  pa»  les 
permutations»  de  c,  d y  J\  ce  qui  n'a  pas  lieu;  sUI 
était  7. ,  la  fonction  V  aurait  7.  ou  8  valeurs  par  les  periuula- 
lïons  des  mêmes  quatre  lettres  ( vinj,'tième  leçon),  ce  qtn  n  u 
pas  lîeu  noD  plus.  Enfin,  si  le  même  nombre  était  3,  la  fono 
tîoD  T  serait  symétrique  par  rapport  à  deux  lettres,  ce  qoi 
est  impossible,  comme  on  Ta  vu  plus  haut. 

Donc  la  fonction  Y  prend  ses  6  valeurs  par  let  seules  per- 
mutalioos  de  trois  lettres  quelconques  ^,  /;  oe  qui  démontre 
la  proposition  énoncée. 

Je  dis  maintenant  que  : 

Les  (juinse  transpositions  que  Von  peut  former  apce  les  six 
lettres  de  la  fonction  V  sont  équittalentes  trois  à  trois, 

D*aprés  ce  qui  précède,  les 6  valeurs  de  V  correspondent  aux 

six  arrangements 

abcdeff    aifctife^    abcefd^    abcfed^    abefde,  abcedf» 

Si  l'on  transpose  la  lettre  c  avec  l'une  quelcon([ue  des  lettres 
r/,  Cyf,  ou  obtientiia  six  n  uvc.ni\  anangcuicnis  t|iii  corres- 
pondront encore  aux  6  valeurs  distinctes  de  V.  D'où  tl  suit  que 
parmi  les  vingt-quatre  arrangements  que  Ton  déduit  de 

abcdef^ 

en  faisant  les  vingt-quatre  permutations  des  lettres  e^d,  r,/^ 
il  y  en  a  nécessairement  quatre  qoi  csorrespondent  à  la  même 
valeur  de  V.  Or,  deux  arrangements  où  trois  des  six  lettres  oc- 
cupent les  mêmes  places  ne  peuvent  correspondre  a  la  iuêmc 
valeur  de  V,  |)nisque  celte  fonction  prend  loules  sts  valeurs 
par  les  seules  permutations  de  trois  lettres;  donc  les  trois  ar- 
rangements qui  font  acquérir  à  V  la  même  valeur  que  l'arran- 
gement 

(i)  abcdif 
sont  compris  dans  les  neuf  suivants  : 

/    (2)    ahâcfe^       (3)    ahefrd^      (4)  nhfidc^ 
(A)  I    (5)    nbfccd,        :6j     ahdcfc,        (7)    aifcvfd  ^ 

I    (8)    abefdc^       (9)    abfrdt'y      (10)  abdfcr. 
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Or,  les  six  arrangements  (5),  (6),  (7),  (8),  (<)),(io)  peu- 
vent se  déduire  de  (1  ;  pnr  une  siibstiuitiun  circulaire  des  qua- 
tre lettres  e ,     Cj  /•  11  arrivera  donc  de  deux  choses  l'une  :  on 
bien  la  fonction  V  ne  sera  pas  changée  par  une  certaine  substi- 
tation  circulaire  des  quatre  lettres  c^d^e^f,  on  bien  les  ar- 
rangements (t),  (a),  (3),  (4)  donneront  à  Y  la  même  valeur. 
SI  le  dernier  cas  a  lieu  »  on  voit  que  Y  ne  change  pas  par  la  trans- 
position de  deux  quelconques  des  quatre  lettres  c,  «T»  e»  /, 
pourvu  qu*on  transpose  en  même  temps  les  deux  autres.  En 
d*aotres  termes,  la  transposition  de  deux  des  quatre  lettres 
dy  Cy  y  équivaut  à  la  transposition  des  deux  autres;  car  si  la 
trans{K>sitioii    r,  <-/)  chanjjc  V  en  V, ,  la  transposition  [c,/") 
changera  V,  en  V;  par  suite,  elle  (  {lanj^erait  V  en  V, ,  pnisqu'en 
faisant  Jeux  fois  de  suite  la  nu'ine  transposilicm  on  ne  fait  aiicun 
chanj;tiMf'nt.  Si ,  au  contraire,  1rs  arrangements     ■ ,  f?.\  i3), 
(4)  ne  donnent  ])as  à  V  la  nièuK  ^  aU  ur,  rctte  (oncticni  sera  in- 
variable  par  une  certaine  substitution  circulaire  des  quatre  lettres 
c,  d,  ây/^ett  par  suite,  elle  ne  changera  pas  non  plus  en  répé- 
tant deux  ou  trois  fois  cette  même  substitution.  Il  s'ensuit  que 
les  Irois  arrangements  parmi  les  neuf  considérés,  qui  donnent 
à  Y  la  même  valeur  que  l'arrangement  (1),  sont  compris  dans 
Tune  des  lignes  horizontales  suivantes  : 

i(5)    abfecdj        (?.)    ahdcfe  ^  (8)  abe/de, 

(6)    abdt/c,        (3)    ainfcd,  {9}    abfcdc , 

(9)   abecfd^       (4)    abfedc^       (10)  ab^fce. 

On  voit  que  l*un  des  arrangements  (2],  (3) ,  (4)  donne  à  Y  la 
même  valeur  que*  l'arrangement  (1).  Or,  on  passe  de  l'arrange- 
ment  (  i  )  à  l'on  de  ces  trois-cî  par  la  transposition  de  deux  des 
quatre  lettres  c,  r/,  /exécutée  simultanément  avec  la  trans- 
position des  deux  autres.  Donc  il  y  a,  dans  tous  les  cas, 
deux  lettres  parmi  les  quatre  c,  r/,  <?,  /,  dont  ia  transposition 
équivaut  ;i  V\  ti  .uispt»hilion  ites  deux  autres. 
jNous  supposerons  que  ,  dans  la  valeur  de  V , 

V  =  f  (a,  byc^ 

de  laquelle  on  part ,  pour  former  toutes  les  autres,  par  les  sub* 
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sbtutions,  les  places  occupées  par  les  lettres 


a,  b,      d,  c,/, 
soient  représentées  respectivement  par 

I,  2,  3,  4,  5,  6, 

et  nous  introduirons  ces  nombres  au  lieu  des  lettres  dans  les 
substitutions.  Ainsi ,  par  exemple ,  la  transposition  des  lettres 
qui  occupent  les  rangs  i  et  2  sera  représentée  par  (i ,  2  ). 

D'après  ce  qui  précède,  la  transposition  de  deux  des  quatre 
dernières  lettres  de  V  équivaut  h  Ia  transposition  des  deux  .lutrcs. 
On  peut  supposer  qiu'  ces  deux  transpositions  équivalentes  soient 
(3,  ^)  ct{5i  6);  car  il  est  permis  de  changer  les  noms  des 
lettres  de  V.  Ou  aura  donc 

(3,  4)  =  (5,6) 

Considérons  les  lettres  qui  occupent  les  rangs  a ,  4»  ^9 
la  transposition  de  deux  de  ces  quatre  lettres  sera  équiva- 
lente à  la  transposition  des  deux  autres.  Or,  on  ne  peut 
avoir  (3,  4)  =  (5)  6),  car  il  en  résulterait  (2 ,  4)  =  (3»  4)f 
et  je  dis  que  cela  est  impossible.  En  effet,  deux  transpositions 
qui  ont  une  lettre  commune  équivalent  à  une  permutation  cir- 
culaire de  trois  lettres  (dix-neuvième  leçon }  ;  or  notre  fonction  V 
change  par  une  permutation  circulaire  de  trois  lettres,  elle  chan- 
gera donc  aussi  par  les  transpositions  simultanées  (2,  4)  et 
(3,4)*^'^)  P^i*  snite,  ces  transpositions  ne  peuvent  être  équi- 
valantes.  On  adonc  (2,  5)  =  (4,  6)  ou  (2,  G)  =  ^4»  5}* 
peut  supposer 

(2,  5)  =  (4,  6); 

car,  jus(]u'ici,  rien  ne  distingue  Tune  de  l'autre  les  lettre»  qui 
occupent  les  rangs  3  et  4  ou  5  et  6. 

Si  Ton  considère  ensuite  les  lettres  qui  occupent  les  rangs 
2,  3,  5,  6,  puis  celles  qui  occupent  les  rangs  2,  3,  4i  ^»  P(*i& 
enfin  celles  qui  occupent  les  rangs  2,  3 ,  4t  ^  *  et  qu'on  se  rap- 
pelle que  deux  transpositions  qui  ont  une' lettre  commune  no 
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peuvent  être  équivalentes,  on  trouvera 

(»,  6)=(3,  5), 
{a,  4)  =(3,  6), 

(2,  3)  =  (4,  5). 

D'où  il  suit  que  les  dix  transpositions  que  l'on  penl  faire  avec 
cinq  quelconques  des  six  lettres      b ,       r/,  sont  deux  à 

deux  équivalentes.  D'après  cela,  si  l'on  considère  les  quinze  trans- 
positions que  Ton  peut  taire  avec  les  six  lettres,  il  est  évident 
que  chacune  des  cinq  qui  contiennent  U  première  kitre  sera 
équivalente  à  deux  des  dix  autres,  et  comme  deux  transpositions 
qui  ont  une  lettre  commune  ne  peuvent  être  égales,  on  aura 
nécessairement 

(I,  a)  =  (3,  4)  =(5,  6), 
(,,  3)  =  (».  5)  =  (4,  6), 
(I.  4)  =  {».  6)  =  {3,  5), 
(I,  S)  =  (3,  4)  =(3,  6), 
(I,  6)  =  (»,  3)  =  (4,  5), 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée.  Je  dis  enlin  que  : 

On  jH'ut  former  trois  substitutions  circulaires  de  quatre^  de 
cinq  et  de  six  lettres  rtspectivement,  qui  laissent  la  /onction  V 

invorinhlr . 

En  effet ,  on  voit ,  par  ce  qui  précède,  qu'il  est  impossible  que 
les  six  transpositions  que  Ton  peut  faire  avec  quatre  lettres 
seulement,  soient  deux  à  deux  équivalentes;  car  il  en  résul- 
terait régalité  impossible  de  deux  transpositions  ayant  une 
lettre  commune.  1>onc,  à  cause  de  l'hypothèse  admise 
(3,  4)  =  (^9  %  l«B  trois  arrangements  du  tableau  (A)  on  (B) 
qui  donnent  à  V  la  même  valeur  que 

abede/^ 

sont 

abfecd^    abdcfi,  abefde. 

(Jn  conclut  de  là  que  la  fonction  V  est  invariable  par  la  substt* 
tution  circulaire 

33 
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La  fôncdoD  V  étanl  invariable  par  les  tnuispoailiont  sînalla- 
nées  (3,  4)  et      6),  on  a 

y  =  fia ,  b  y  c ,  (l ,  e ,  /)  =:  ^  [a  y  b  ,  d ,  c ,  /,  e)  ; 

faisant  encore  les  transpositiona  équivalentes  (a»  4)>(^»  ^)* 
vient 

V  =  f  («,  ^,  /)  =  f  («,  A ,  rf,  c,/,  #) 

donc  la  fonction  V  n'est  (>as  changée  par  la  sulHititution  circit- 
laîre 

iA\  3,  5,  6,  4\ 

\3,  5,  6,  4,  aj* 

Si  Ton  appli(pie  la  substimUon  (  4)  ^  ^  fonction 
il  vient 

fiiûant  maintenant  la  substtiituon  (3),  il  vient 

lUiant  enfin  les  transpositions  équivalentes  (i,6)et(4,  5),  on 
obtient 

V  s=ç(6,  r,      r,  /,  tf); 

(l'on  il  suit  que  lu  fonction  V  n*e$t  pas  changée  par  la  substitution 
circulaire 

/  »  >  ^>  3,  4»  5,  6\ 

U,  3, 4, 5, 6. 

On  voit  donc  que  les  fonctions  de  sis  lettres  qni  ont  6  va* 
teurs  et  qui  ne  sont  pas  symétriques  par  rapport  à  cinq  lettres, 
restent  invariables  par  trois  substitutions  circulaires ,  Tune  de 
quatre  lettres;  la  deuxième  de  cinq  lettres  et  la  troisiinie  de  six 
lettres;  ce  qn^il  fallait  démontrer. 

Nous  pouvons  maintenant  conclure  la  composition  des  fonc- 
ions V  que  nous  considérons.  Kn  effet,  il  est  évident  qu*on 
ptiiî  pcisser  d'un  arrangement  des  six  Ictlros  a ,  6,  r,  rf,  e, 

un  nutrp  arrangement  quclronque  ,  m  exécutant  une  on  plu- 
sieurs fois  sur  les  lettres  du  picnuei  arrangement,  une  ou 
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|Uusîeurs  des  cinq  substitutions  circulaires, 

/5,  f.\      /4,  5,  6\ 

/3,  6,  4,  5\   /a,  3,  5,  6,  A    ,1,  a,  3,  4,  5,  6\ 
\6,  4.  5,  3^'       S,  6,  4,        {*,  3,  4,  5,  6, 

dont  leà  f]f  a\  premières  spnirs  charij^riit  nos  fonctions  V.  Il 
s'ensuit  que  toutes  ces  fonctions  changent  ou  restent  invariables 
pu*  le$  mêmes  substitutioDS|  elles  sont  donc  semblables ,  et,  par 
mntmf  elles  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de 
roue  quelcontiue  d'entre  elles  et  de  fonctkMis  symétriques.  U 
suffit,  d*ap»às  celft ,  d'indiquer  lâ  foimation  d*un  type. 
Formons  les  produits  deux  à  deux  des  six  lettres B, 
e,  f  et  fusons  les  sommes  des  trois  produits  correspondants 
aux  transpositions  équivalentes  écrites  plus  haut.  Ou  aura  les 
cinq  fonctions  suivantes  : 

ab      cd  -h  rf^ 

nti-hbf  -hre, 

-f-  bd  -\-  cfy 
a/  -\-  bc  de. 

Si  Ton  applique  à  ces  cinq  fonctions  l*one  quelconque  desshbali- 
tutions  circulaires 

UbcdefX       /hcrfd\  /cfde\ 
\b4ide/a  )  '     \fe/db)*  \/dee)^ 

ou  voit  (ju  elles  ne  font  que  s  échanger  les  uues  dans  les  autres: 
donc  leur  produit 

■j-cd-hef)  [ac  -hbc-^  df)  {ad     b/-^  ce)  {ac  -h  W  -h      (<j/*  4-  ùc  -f-  de\ 

ne  changera  par  aucune  des  trois  substitutions  drculairas,  et 
comme  il  n'est  pas  symétrique,  U  a  nécessairement  6  valeurs. 
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NOTE  IX. 


9Um  I.' ÉQUATION  — —  =  O,  p  DiUGKE  U5  KOMBa£ 

X  —I 


Si  p  est  un  nombre  premier  el  que  a  soit  une  racine  primi- 
tive  pour  ce  nombre  premier,  les  racines  de  récpiatfon 

■'  —     =  o 
I 

peuvent  èlre  représentées  par 

De  cette  seule  propriété  des  radiies  résulte,  comme  noua 
Tarons  yu  dans  la  vingt-septième  leçon ,  la  possibilité  de  ré- 
soudre algébriquement  réquatiou.  La  méthode  que  M.  Gauss  a 

fait  connaître  dans  ses  Di$quisitioncs  arithmetirœ ,  pcuir  t  ffecluer 
cetle  résolution,  s'appuie  sur  la  propriété  qu  ;i  i  équation 

— I 
 =  o 

X  1 

d*étre  irréductible.  Cette  propriété  importante  est  utile  dans  no 
grand  nombre  de  questions  ;  nous  nous  proposons  de  l'établir 

•  • 

ICI. 

Lemmb  I,  —  Si  un  pdynéme  X  h  co^deats  entiers  ett  àéeom- 
potable  en  deux/aeteurt  eommensumbles  X.  et  X«,  de  manière 
gue  l'on  ait 

X  X|X)^ 

tout  ieseo^cients  des  polynômes  X,  et  Xt  seront  entiers,  ou,  s'ils 
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ne  ie  sont  pas,  on  pourra  troHw^r  deux  entiers  m  et  n  tels,  que 

tous  les  cocjficienls  des  poljnémes  —  X,  c/  — ■  Xj  soient  entiers. 

n  tn 

Supposons,  en  effel»  que  les  coefficients  des  polynômes  Xi  et 
Xs  oe  soient  pas  tous  entiers.  Réduisons  les  termes  de  chaque 
polynôme  au  même  dénominateur,  puis  désignons  par  Di ,  D>  tes 
deux  dénominateurs  obtaïus ,  et  par  «  un  nombre  premier  quel- 
conque ;  on  pourra  écrire 

„      P.g-f-Q.  Pt«-l- 

P,  2  OU  P,a  désignant,  dans  le  luimtTateur  de  X,  ou  X.  ,  U 
soiiinie  des  termes  divisibles  par  a,  tandis  que  Q,  ou  Qj  désigne 
la  somme  des  termes  non  divisibles  par  on  aura,  d'après 
cela, 

_  P,       4-(P.Q.  -h  P,Q.)«-hQ.Q, 

Supposons  maintenant  que  a  soit  Pun  des  facteurs  premiers 
de  D,  ;  X  étant  entier,  il  faut  que  Q,  Qj  suit  divisible  par  a;  cela 
exi^^e  que  l'un  des  polynômes  Q,  et  Q,  se  réduise  à  zéroj  car, 
autrement,  le  px  niK  r  tennt-  <lu  pioiluit  Q,  Q, ,  supposé  or- 
donné, serait  divisible  par  a,  ce  qui  est  impossible,  puisque 
aucun  des  termes  de  Q,  et  de  n'est  divisible  par  a.  D'ail- 
leurs Qi  n'est  pas  nul ,  ear  on  peut  admettre  que  la  fraction  qui 
représente  la  valeur  de  X,  soit  réduite  à  sa  plus  simple  expres- 
sion; donc  il  faut  que  Q:  soit  nul. 

On  peut  conclure  de  là  que  si  les  fonctions  X.  et  Xi  ne  sont 
pas  entières  relativement  aux  coefficients ,  et  qu'on  réduise  les 
termes  de  chacune  de  ces  fonctions  au  même  dénominateur, 
tout  facteur  premier  «  qui  se  trouve  au  dénominateur  de  Tune 
des  fonctions  se  trouve  au  numérateur  de  Tautre.  En  suppri* 
mant  ce  facteur  oc,  on  obtient  denx  nouvelles  fonctions  qui  ont 
encore  pour  produit  X,  et  auxquelles  on  petit  appliquer  le  même 
raisonnement;  et  ainsi  de  suite.  Il  résulte  évidemment  de  là 
qu'on  peut  trouver  deux  entiers  m  ci  n  tels,  que  tous  les  coef* 
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ficients  des  polyndmes  —  X.  et  —X)  soient  eDtim»cC  la  fonc- 
lion  X,  qui  a  pour  Taleur 

X»'^X,X-X„ 
n  m 

sera  déooiii|>08ée  en  deux  faoteurt  ayant  pour  cocIfieîfiDis  dea 
nombres  entiers. 

LtMMR  II.  —  Si  dans  un  po/yn/>me  \  de  dr^n  '/urlconque  ^ 
le  terme  h  plus  t'icvé  t  n  x  a  pour  cocjpricnt  Vunitc ,  (ffir  fnuf  les 
autres  coej/icicnts  soient  des  entiers  divisibles  par  un  nombre 
prrmirr      et  enfin  que  le  terme  indépenUaiH  de  x  soit  égmi 
à  :^Pf  Céguaiion 

X=o 

sera  irrédu^fible. 

En  effet,  si  cette  équation  n*est  pas  irréductible ,  on  aura 

a, ...  ^, ,  b^j ...  étant  des  coefficients  entiers  et  u,  v  olani  des 
exposants  tu licrs  égaux  ou  supérieurs  i  i  lii  iif  ] a  soninu'  ^  v 
est  égale  au  de^ré  de  X.  Lt-  dt  i  nier  tenue  de  \  étant  égal  ai//, 
on  a  a^b^-=^:±:p;  en  outre,  connut-  p  est  premier.  Tua  dca 

nombres    »     doit  être  égal  à  db  i  et  Tautre  kdzpi  nous  sup^ 

poserons 

On  a  identiquement,  par  hypothèse, 

X^dp'''*'''  (mod./»), 

ou 

on  peut  supprimer  le  terme     p  dans  le  second  facleor  du 
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premier  membre ,  et  ii  vient  alors 

». 

Le  tenue  le  moins  élevé  en  âm  le  premier  membre 
têt  :±:      XI  donc  il  Ikut  qae      toit  divinble  par  ^;  on  peot 

alors  supprimer  le  terme       x  dans  le  second  facteur  du  pre- 
mier membre  \  il  vient  alors 

x±  1  j  {x^-h...-^  b^^       msx^'^*    (mod.  /?). 

En  continuant  ce  raisonnement^  on  voit  que  tons  les  coer- 
lident»  b,^  ^t»*»»  b^  sont  divisibles  par;»,  et,  par  suite,  que 

Ton  a 

^JP^ztia,  x"    H-  ...  -t-  a^^xzh  *  ^      Œx""*"^     (mod.  p j. 

Or  cela  est  impossible ,  puisque  le  coefficient  de  a  dans  le  pre- 
mier membre  est  égal  à  rb  i }  donc  l'équation 


X  =  o 


est  irréductible. 

Tnioaikm.  —  Léquation 

 s=o, 

4?  —  l 

oiir     désigne  un  nombre  pn  nuei^  rst  irrt'-ductiblc. 

Posons  «=s+i»  l'équation  que  nous  considérons  de- 
vient 

V  1   ^  o. 


0" 
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ou 

i.a  i.a  ^ 

Cette  équation  en  c  est  irrétluctible ,  d'après  le  lemoie  qui 
piecède;  donc  la  proposée  est  elle-même  irréductible. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  ne  suppose 
pas,  comme  on  voit,  la  connaissance  des  propriétés  des  racines 
de  réquatîon  binôme  ;  elle  est  due  à  Ëisenstein.  Les  deux 
leromes  démontrés  plus  haut  suffisent  pour  établir  le  théorème 
plus  (général  que  voici  : 

Si  p  est  un  nombre  premier  et  que  |a  soit  un  entier  quefecngue, 
i*éqaation 

— I 
—  I 

est  ifréduetihle. 

En  effet ,  posons  o;  =  z  4- 1  >  on  aura 

x'^sP-hi,  «''ss'' H- I,...,  t''*  'sBs'*  -h  I  (raod./^j, 
d'où 

a  —t 

/^«-Hijas*''      ^''"'^    (mod.  y>). 
On  a  d'ailleurs ,  pour  x  =  1 , 

/(•)=/»! 

donc,  d'après  le  ienirne  11,  Téqnalion  /(z  -f-i)  =  o  est  irré- 
ductible; par  suite,  la  proposée /(arj  =  o  est  elle-même  irré- 
ductible. 

Remarque.  —  M.  Lropold  Kronerker  a  publié,  dans  le 
tome  X.XIX  du  Journal  de  IM.  Crelle,  une  démonstration  très* 
élégante  ponr  établir  l'irréductibilité  de  l'équation 
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* 

cjuand  p  est  un  nombre  premier.  J*ai  montré  i!ei)uis  {Journal  de 
Mathématiques  pares  et  appliquées ,  tome  XV)  que  le  raison* 
Dément  de  M.  Kronecker  suffit ^  avec  quelques  modifications, 
pour  établir  rirréduclibilité  de  Téquation  plus  générale 


Dans  un  Mémoire  qui  n'est  pas  encore  publié,  M.  Kro- 
necker vient  de  prouver  lîénérnlement,  à  l'aide  de  principes 
nouveaux,  que  Téquation  binôme 

devient  irréductible ,  quel  que  soit  m ,  quand  on  Ta  débarrassée 
de  ses  racines  non  primitives. 

J'avais  énoncé  ce  théorème,  sans  le  démontrer,  dansTartide 
auquel  je  viens  de  faire  allusion. 


5X2 
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NOTE  X. 


SOa  UNI  PEOPBIXTB  EBMAKQOABU  DB       FONCTlOll  ■     y    OU  /» 

*  —  I 

DKSICKE  UN  NOMBBK  P&EMIRR. 


Soit  p  un  nombre  premier^  et  posoDS 

X   I 

Désignons  par  a  une  racine  primitive  pour  le  nombre  premier 
et  par  r  one  rtdiw  de  l'équation 

(i)  X  =  o; 

les  racines  de  Téquation  (i)  seront 

et  Ton  aura 

p  ~  ' 

«/•"'si     (motl.y>;    et    r*      =  r. 
Si  Von  fait 

^,  =  r-  -+-/•■  -h...  -Hr*  , 

les  quantités  et /a  (vingt-sixième  leçon)  seront  les  racines 
d'une  équation  do  second  degré  à  coefficients  commensu- 
rables,  et  Téquation  (i)  se  décomposera  en  deux  autres,  chacune 

du  degré  et  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions 

rationnelles  de  ji  ou  de  j^.  Nous  nous  proposons ,  dans  cette 

Nottî,  irétudicr  les  dctails  de  la  décomposition  dont  il  s*agil. 
Occupons- nous,  en  premici  iicu,  de  torrnei  i  cijuatiou  enj. 
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qui  a  pour  racioes  jt  et  j  t.  On  a  d'aboi  d 

(a)  ^i4-/,=  --i, 

ctrxt  exprime  la  somme  de  toutes  les  racine  de  l'équa- 
tion (().  Ensuite,  couinie  ^,  et/]  ne  changent  pas,  quand  on 

change  r  en  r*  ou  en  r*  ou  etc.,  on  a 

le  signe  ^  s  étendant  à  tontes  les  racines  jc  de  Téquation  (i). 
Or  on  a 


fw  .  lit 

•a    4-«  ^ 


lu  signe        s'eUndant  ici  à  toutes  les  valeurs  i,  2,  3,..», 


p  —  I 


—  des  entiers  m  et  /i  ;  si  donc  on  désigne  par  S  (fA  j  la  somme 
des  puisianoes       des  racines  de  TéquatioD  (i),  on  aura 

le  signe  ^  s'étend  à  toutes  les  valeurs  t ,  a ,  3 ,  • . .  ^        '  des 

entiers  m  et  et  il  embrasse,  par  suite,  {^^~~~  )  (croies. 
Comme  a  est  une  racine  primitive  de     on  a 

4f  *  +ISBO  (mod. 

et  il  ne  saurait  y  avoir  aucune  puissance  de  a  d'un  degré  inférieur 

à  ^  congrue  à  —  1  suivant  le  module />.  D'apiès  cela,  si  j> 
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est  de  la  forme  4  '  +  ■  >  1a  somme 

ne  sera  divisible  par//  que  pour  les  2  /  ^  '  sysieaies  sui- 
vants de  valeurs  simultanées  àemetn: 

m  =  1)        2,        3   f,    ^-Hi»    i-h^,...,  ai, 

»=ri-+-i,  /-f-2,  I-+-3,...,  2/,    I,        2,...,  /; 

si  y  au  contraire  »  /»  est  de  la  forme  4  <  +  3  »  aucune  des  valeurs 
que  prend  la  somme 


a*est  divisible  par  p. 

Or  S  (p)  est  égale  ù  ^ — 1  ou  à  ~i  (treizième  leçon)  suivant 
^ue  p  est  divisible  ou  non  divisible  par  pi  donc,  si  a  la 
forme  4'+  1»  la  quantité 

sera  égale  à 

si,  au  coiuiairc,  //  a  lu  loriiic  4/4-3,  la  uii'mc  ijuanlilf  sera 
4'gale  à 

-  m- 

On  a  ainsi 

Des  équations  ( 2)  et  ( 3 } ,  on  tire 
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D*aprèscela,  Inéquation  quia  pour  racines     et  est 


(5)  +  j  +  =ro 


ou 


(ajrH-t)'~/'(-i)  »  =o. 
Considérons  maintenant  Téquation  qui  a  pour  racines  les 


-  racines  de  Téquatioii  (i)  dont/,  désigne  la  somme.  Soii 


Ai  <r  '       H- . .  •  ^  o 

cette  équation.  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  la  vingt-sixième  le* 
çoo,  les  coefficients  At>  A99  etc.,  peuvent  s^ezprimer  par  des 
fonctions  rationnelles  de/,  ;  de  plus,  ces  fonctions  peuvent  être 
rendues  linéaires  (troisième  leron),  puisque/,  est  racine  d'une 
équation  du  second  degré.  Ainsi  le  coefficient  Jik  aura  la  foniie 

A4  =  mt  -+-«♦/!» 

nu  et  rik  étant  des  nombres  rationnels  i  mais  il  est  aisé  de  prou- 
ver, en  outre,  que  ces  nombres  sont  entiers.  En  eifct,  Aa  est, 

au  signe  près,  la  somme  des  produits  k  k  A  des^  ^  '  racines 

r*^  y . . .  ;  chacun  de  ces  prodoits  est  une  puissance  de  et, 
par  suite,  il  se  réduit  à  Tunité  ou  &  Tune  des  racines  de  Téqua-- 
tion  (1).  On  a  donc 

a,,  etCt,  étant  des  nombres  entiers.  Cette  valeur  de  A^  ne 
chan^ra  pas  si  l'on  change  ren  r*\  et,  par  suite,  on  aura 
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Je  dis  que  les  ooeffidentt  des  méinei  puissatioet  de  r  lont  kpMx 
dans  ces  deux  valeurs  de  A  4.  Supposons ,  en  elTet ,  que  cela  ii*aic 
pas  lieu;  si  Ton  égale  les  deux  valeurs  de  kk  et  qu*ofi  raliaisse 
les  exposants  de  r  au-dessous  de  i?,  en  faisant  usage  de  Tcqua- 
don  =  I,  on  aura  une  équation  du  degré  ^  i  en  r  qui  sera 
évidemment  satisfaite  par  rs=  i  ;  on  pouna  enlever  cette  ra- 
cine I»  et  alors  on  voit  que  r  sera  une  racine  d*une  équation 
du  degré  /?  —  a  à  coeflicients  commenstirables,  ce  qui  e^t  au- 
possible,  puisque  l*équalion  (1)  estirreilucùblc.  Un  a  dune 

att  s»  a^  s  Oi     •  •  •  ^  ^ 

et 9  par  suite, 

Enfin,  chassant ù  l'aide  de  l'équation  (2),  la  valeur  de  Ai 
prend  la  forme 

A*  — /Wi -h  "A  r, , 

où  Mi  et  il désignent  des  nombres  entiers  positifs;  ou  négatift. 

Le  produit  des  racines  deTéquation  (6  ),  savoir  •  -m^-' 

est  égal  â  I ,  en  exceptant    cas  dc/>  =  i  j  car,  a  eiani  une  racine 

primitive  de  />,  Texposant  «»  4-  ar-^  -r  -  -  '  ' 

est  divisible  par  p\  on  a  donc 

Comparons  maintenant  les  cot Tficicnts  A;  et  A/  de  den\ 
termes  égaknient  distants  dei  extrêmes,  dans  Xô  on  4  Ja 

relation  ^  h-    =  ^  ^  '  entre  les  indices  *  et      La  quantité 

(~i)*Aiest  une  somme  de  puissances  de  r,  et  la  somme  des 
inverses  des  mêmes  puissances  est  égale  à  ( — \f  Ky\  car  le 
produit  de  toutes  1rs  racines  de  l'équation  (6)  est  égal  i  1. 
Cela  posé)  siy?  =  4  '  "^i»  ^  suites 


V 
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restent  les  mêmes  quand  on  change  r  en  ^)  donc  on  a  9  dans  ce 
cas, 

A|rs=  Ai  =  «nu  -H  ftifx* 
Si    =  4  '  +  3 ,  les  suites 

r  f  r    ^*  ,  ,  ^  r  ^ 

se  changent  l'une  eo  l'autre  quand  on  changer  en  ^}  d'ailleurs  A 

et  kf  sont  de  parités  différentes  \  donc  l'équation  Ai=  ati-h'n  /i 

entraîne —  A 4/ s=tjwt-f-« *  ri  =  -^/Oî  ^'^"^ 

dans  ce  cas , 

Il  résulte  de  là  que  le  polynôme  X.  peut  se  mettre  sous  la 
forme  suivante» 

p  et  Q  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers  qui  ont  respec- 
tivement pour  degrés  ^  ^"T^*  ^°         Q  ^  P^* 

lynôme  divisible  par  x  dans  lequel  les  termes  également  dis- 
tants des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même  signe  ;  1c  polynôme  P 
jouit  de  cette  dernière  propriété  dans  le  cas  de  ^  =  4  <  4-  t  seu- 
lement f  et  9  par  suite ,  il  en  est  de  mémo  de  la  fonction  a  P  ^  Q. 
Dans  le  cas  de  /i  =r  4  1 4-  3 ,  la  fonction  2P  —  Q  a  cette  pro- 
priété, que  les  coefficients  des  termes  également  distants  de» 
extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  En  effet ,  les  coefE- 

dents  de  «  *      et  de  4:*  dans  la  fonction  2  P  —  Q  sont  alors 
siiiift*—  A»   et    —  2 ntk  -h  «*. 

VoK  i  lin  moyen  très-simple  d'obtenir  les  vaI»Mus  des  coeffi- 
cienls  A),  A} ,  etc.  ,  de  X^.  Soit  X  l'un  des  nombres 

t,  2,  3,.  .  {;>  —  t). 
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et  h  un  exposant  entier,  tel  que 

désignons  en6n  parS^  la  somme  des  puissances  V*"**  de»  racines 
de  réquadon  X,  =  o,  on  aura 

S.  =  r«      -l-r-      -|-...4-r«  , 

d*où  il  suit  que    sera  égale  à  j^,  si  A  est  pair,  c'est-à-dire  si  1 

est  résidu  quadratique  de  p.  Âu  contraire,  S^^  sera  égal  à     ou  à 

_  X  _  j*,  si  A  est  impair,  c'est-à-dire  si  X  esl  non-résida  qua- 
dratique de Connaissant  ainslles  sommes  de  puissances  sem- 
blables des  racines  de  réquation  (6),  oocalciderales  ooeflficients 
A},  Aj,  etc.,  au  moyen  des  formules 

S,  —Xx  = 

S,  —  Jr  S,  -H   2  A  ;  =  o  , 

s,— j^, s,  4-  2 A, s,  H-  3A,  =s  o. 


On  pourra  exprimer  ainsi  Ai  par  une  fonction  entière  de  j,  qu'on 
pourra  ensuite  rendre  linéaire  au  moyen  de  l'équation  (5  ). 

Je  passe  maintenant  à  la  démonstration  d'un  théorème  remar* 
quable  qui  est  l'objet  principal  tle  cette  Noie. 
Reprenons  T  équation 

que  nous  avons  trouvée  plus  haut;  eu  changeant  en  ^  i,  on 
aura 

on  a  d*aitleors  X  =  Xi  X>,  donc 

X  =  P'  4-  PQ  (y,  4-  QV. 

j  »  — {—  0  ' 

ou ,  à  cause  de  /,  -h/,  =  —  i,  7,/,  =  i—'^  -      -  ♦ 
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Et  d'après  les  remarques  faites  prcccdemment ,  on  a  ce 
théorème  : 

Tsiomàiix.^  p  étant  un  nombre  premier  et  X  désignant  le 
polynôme xf^*  4-  x/»-'  -f- ...-+.  x  +  i ,  onaura^X  =  Y'—pZ* 
sip  =  ^i-h  I»  et  4X  =  Y*-h/»Z»W^=5  4' 3.  Z  est,  dam 

P  — 3 

rfftf J'  cas,  un  polynôme  du  degré  n  corj/lcienis  entiers 

2 

dans  lequel  Us  termes  également  distants  des  extrêmes  ont  le 

même  coefficient i  Y  est  un  polynôme  du  degré  — - —  a  coeffi- 

eieatâ  entiers  dont  les  termes  également  distants  des  extrêmes 
ont  des  coefficients  égaux  et  de  même  signe,  ou  égaux  et  de  signes 

contraires ,  suivant  que  p—^i-\-  t  ott  =  4  '  H"  3. 

Remarque. —  Le  nombre  3  échappe  à  notre  analyse,  ainsi 
que  nous  en  avons  fait  plus  iiaut  lu  i  cmui  *|ue.  L'équation 

admet  toutefois  les  trois  solutions 

■ 

> 

Y=x-t-2,  Z=x, 
Y  =  JC—  I,      Z  =  jr-h  i; 

mais  les  polyoècnes  Y  et  Z  relatifs  à  Tune  quelconque  de  ces 
trots  solutions  ne  satisfont  pas  à  toutes  les  conditions  indiquées 
dans  renoncé  du  théorème  précédent. 

Considérons  maintenant  l'équation  indéterminée 

Y»d:/?Z'  =  4X, 

où  Ton  prend  le  signe  +  ou  le  signe  —  dans  le  premier  membre, 
suivant  ((ue  le  nombre  premier  />  a  la  forme  4  '  +  3  ou  la  forme 
4  /  -M ,  et  cherchons  si  cette  éqnation  peut  admettre  des  solu* 
fions  entières  (Y,  Z)  différentes  de  la  solution  à  laquelle  nous 

avons  été  conduit,  et  que  nous  désignerons  par  (Y,,  Z«).  On 

aura 

(Y4-Z  v/£>)(Y-Zv''^ 
=:  (Y,  -h  Z.  )làzp)  (Y, -  Z.  >l±.p)\ 

34 
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il  est  ailé  de  voit  que  les  deux  équations 

qui  sont  chacune  du  degré  mémct  racines  oii 

qu'elles  n'ont  aucune  racine  commune.  En  effet  »  ai  ces  équations 

avaient  n  racines  qommunes,  n  cUnl  <C  — ^  »  ou  pourrait 

former  une  équation  du  degré  n  qui  anndt  ces  ji  racines,  et 
dont  les  ooeflicients  ne  contiendraient  que  la  seule  irrationnelle 

^dzp  ;  en  isolant  dans  un  membre  les  termes  affectés  de  v  d=  p 
et  élevant  ensaite  an  carré,  on  obtiendrait  une  équation  du 

«le^Tc  2  ri  à  coeflicienls  rationnels  et  dont  les  racines  appartien- 
drait ai  à  réi]uation  X  =  o.  Or  cela  est  impossible,  puixjuc  pctle 
dernièi  e  équation  est  irréductible.  Il  suit  de  là  que  la  fonction 

Y  4-  Z  ^àzp  est  divisible  algébriquement  |iar  Tune  des  fonc- 
tions T«  -f-  Zt  ^àzpy  T*  —  Zft  ^îb/»  ;  et  comme  on  peat  chan- 
ger, si  Ton  veut  >  le  signe  de  Z,,  on  peut  admettre  que  les  fonc- 
tions 

Y  -h  Z  y  y      Z  v^±^ 

Y.4-Z,v±:/''     Y.— Z,v±^ 

«ont  indépendantes  de  x.  Or,  pour  x  =  o,  nous  avons  vu  que 
est  nul  ;  par  suite,  Y„  se  réduit  à  ia.  Il  n'y  a  pas  d'excep- 
tion pour  le  cas  de  />  =  3,  car  on  peut  prendre  aloi-s 

T*  =  *H»2    et  Z»t^x, 
comme  nous  l'avons  vu  plus  haut.  D'après  cela ,  on  aura 

y  +  zs'î-p  =  '  +  "/^  (T.  +  z.  ^£i.), 

/  et  «  désignant  les  noiubns  entiers  posîtits  ou  négatifs,  aux- 
quels se  réduisent  Y  cl  Z  pour  x  =:  o.  Ivn  multipliant  les  équa- 
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littns  précé<leotes  «Dire  eUet^  il  ▼ient 

Sî  Ton  suppose  que  f  et  m  soient  des  entiers  quelconques  satis- 
faisant à  cette  équation,  les  solnti(His  de  la  proposée  seront  toutes 
données  par  les  formules  préceUenles,  d'où  Ton  tire 

X  SSS      ■  —     ■  -'     »      £i  =s  • 

2  2 

Or  nous  avods  fait 

y.=  2P-Q,    Z.  =  Q, 

P  et  Q  élafit  des  polynémes  à  coefficients  entiers;  on  peut  donc 
écrire 

et  ces  valeurs  de  Y  et  Z  sont  entières;  car,  h  cause  de 

les  nombres  —  tdcpu  et  e       sont  divisibles  par  2. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  p  soit  de  la  forme  4'  +  3; 
réquation 

n'admet  que  la  solution 

r  =  ±:2,  i»r=o, 

sauf  le  cas  tle  p  z='\.  Les  formules  écrites  plus  haut  donnent 
alors 

dans  le  cas  de  /y  =  3,  Téquatton  en  /  et  m  admet  en  outre  la 
solnliosi 

/=rrbi,   «  =  =ki. 

On  peut  conclure  de  la  que  Téquatioa  proposée 

Y*  +  /^Z»  =  4X, 

où     =  4'  +  ^>  n  admet  que  la  seule  solution  (Yt|  Z«),  sauf  le 

34. 
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CAsde/^ssS,  dans  lequel  l'équadon  admet  les  trois  solutions 

indiquées  plus  haut. 

Supposons ,  en  second  lieu ,  que  p  soit  de  la  forme  4  '  +  M 

réqualion 

f»  —     =  4 

admet  une  infinité  de  solutions,  et,  par  conséquent ,  l'équation 
proposée 

Y»  — />Z'=:4X 

admettra  aussi  une  luiiniir  do  solutions  distinctes  qui  seront 
données  par  les  t'urmuies  orrites  plus  haut. 

Les  résultats  que  nous  venons  de  trouver  relativement  à  Ja 

p 

X    —  I 

fonction  >  peuvent  s'étendre  ù  la  iunction  plus  générale 

— 

 —9  qu^on  déduit  de  la  première  en  changeant  x  en 

-  9  et  en  multipliant  ensuite  pai*       .  On  peut  évidemment, 

d  après  cela,  énoncer  le  tliéorème  suivant  : 

Théorème..  —  p  étant  un  nombre  premier,  on  peut  satisj'aur. 
à  l'équation 

tu  x'  — 

jt  —  y 

en  prenant  pour  Y  et  Z  des/anetions  entières  de  x  et 
outre,  cette  équation  a  une  infinité  de  solutions  W  f»  =  4'  +  ■  ; 
elle  en  a  trois  si  p^S^et  une  seule  si  p  est  un  nombre  premier 
4  '  +  3  plus  grand  que  3. 
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INOTE  XL 

Slim  LA  LOI  DB  RéclPKOClTi  QUI  EXISTE   Rimit  DEUX  ROIISEBS 

PBUUEES  QUELCONQUES. 


Pour  donner  une  i<)ce  de  l'ioiporunce  des  résultats  que  ncKus 
avons  obtenus  dans  la  Note  précédente ,  nous  allons  montrer 
comment  on  peut  en  déduire  la  ioi  ile  récipfxteité  qui  existe 
entre  deux  nombres  premiers  quelconques  et  qui  a  été  décou- 
verte  par  Tillustre  Legendre  (*  ).  On  connaît  aujourd'hui  un 
grand  nombre  de  démonstrations  de  cette  loi  de  réciprocité  ;  la 
plus  simple  est,  sans  contredit,  celle  que  Legendre  a  donnée, 
d'après  Jacobi,  dans  le  second  volume  de  sa  Théorie  des 
Nombres^  et  que  nous  allons  reproduire  ici. 

On  sait ,  par  te  théorème  de  Fermât ,  que  si  N  est  un  entier 
<|uelconquc ,  et  p  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  N ,  le 

nombre  K''"'  —  i  est  divisible  par/?  i  or  ce  nombre  est  ie  pro- 

duit  des  deux  facteurs  îi  '  —  i  et  N  '  -h  i  :  il  faut  donc  que 
Vun  de  ces  facteurs  soit  divisible  par  pi  par  conséquent,  le  reste 

de  ta  division  de  fi  '  par  p  sera  toujours  égal  à  -f-  i  ouà  —  i  : 

Lcgeiidre  désigne  ce  reste  au  aïo^en  de  la  notation  1  —  j  •  D'a- 
près ce  que  nous  avons  avons  vu  dans  la  vingt^quatrième  leçon  » 
ù  N  est  résidu  quadrati(£ue  de    ,  on  a  \       =  -H  i  ;  au  con- 

N  \ 

traire ,  si  r«i  est  non-residu  quadratique ,  on  a  ^— j  =  —  i . 
Cela  posé  y  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre  consiste  en  ce 


(*)  t'u<>  lu  Throrif  des  ?iomhres,  troisièniâ  «ditiou,  tome  1,  poge  a3o,  et 
u>aiu  11 ,  |*3g<»  3;  et  391 . 
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que,  SI p  et  7  sont  ^eu^^  aombres  premiers  impai»"»  quelcon- 
ques |  on  a  toujours 

Fôur  démontrer  cette  égalité,  considérons  Tcquation 

xf  —  I 
 p  aso, 

X  —  I 

désignons  par  r  IW  de  ses  racineset  paV  a  nue  racine  primitive 

pour  le  nombre  premier  p  j  iiosons 

7-,  =  r  -h  r-'  -h  r«*  4-  . . .  -h  r*^', 
j^,sKr«-»-r^-hr**-|  -4-  r-'^; 

ou  aura  (voir  la  ISotc  précédente)   


=  —  r=F«  V  (-  0  '  P 


Si  donc  on  fait 

P  =:  r  -  r-  -h      -  r-*  +  . . .  H-  r**^'  -  f*^^\ 
oa  aura 

/  £l_' 

P  =  7,  — /,  =  :t:y  (—  i)  '  p. 

Soit  maintenant  q  un  nombre  premier  impair  différent  de  p* 
Si  Von  élève  le  polynôme  P  à  la  puissance  7 ,  le  résultat  contien- 
dra d*abord  les  puissances  des  différents  termes  de  P , 
pois  d*autres  termes  dont  les  coefficients  sont  tous  divisibles 

par  ^  (*).  Si  i  on  désigne  par  q  ^  A  r  "  l'enseiabie  de  ces  der- 
(•)  F0<r  la  viDgi-eiaquième  l6^n  (page  V»i). 
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niers  Urin^  et  (|uc  i  on  pusc 

■ 

on  aura 

Il  convient  maintenant  d<i  tiistin^ucr  k  cas  de         =  4-  1 

et  celui  de  1  -  I  =  —  1, 
\Pf 

1".  Soit  ^  =  -H  I .  Cela  veut  dire  que  q  est  racine  de  U 
oongnienoe 

dont  ks  racines  sont 

on  a  donc  néoessaîrement 

^stf*"   (mod. /»)« 

#t  étant  un  entier  au  plus  égal  à ^  ^  Par  suite,  la  valeur  de 
Qest 

Q  =  r-*»*'  -h  r«'"*'  H-  r»'*-^'-*— 

et,  en  rabaissant  les  exposants  de  a  au-dessous  de  ou  a 

évidemment 

Q  =  P. 

2°.  Soit  ^ —  I^ans  ce  cas,  est  racine  de  la  cuu- 
groence 

«  '  H-  t  oi  o   (  niod.  p)^ 

liKjuellc  a  pour  racines 


Digitized  by  Google 


536  ivoTE  xt. 

On  a  donc 

q  »  (  inoiJ.  y>  j, 

n  étant  un  entier.  Il  vient  alors 

et)  en  rabaissant  les  exposants  de  a  au-dessous  de  p —  ly 
on  a 

Q  =  -P. 
Donc  on  a  ^  dans  tous  les  cas , 

et,  par  suite  y 


ou 


-(1,)  =  -  — 


Substituant  dans  le  premier  membre  la  valeur  de  P,  il  se  ré- 
duit à 


quantile  qui  est  un  numbre  entier.  Quant  au  second  membre 
q  — 5 — 7  lise  réduira  donc  aussi  à  un  nombre  entier;  la  même 


cbose  peut  se  dire  de  son  carré  (  ~  i)     —  ^  )  *  lis'en- 

suit  que  le  carré  de^  Ar^  est  une  fonction'symétrique  et  entière 
des  racines  de  Tcquation  ss  o,  et,  par  suite,  qullapour 
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val<;ur  un  nombre  entier  j  de  plus,  ceL  entier  est  divisible  par  p, 
puisqu'en  le  multipliant  par  ^  on  doit  obtenir  un  entier.  Il  ré- 

sttite  de  là  que  q  • — - —  est  un  entier  dont  le  carré  est  divisible 
par  g  ;  donc  ce  nombre  est  lui-même  divisible  par  g  et  l'on  a 

Va.' 

— p-  =M. 

M  étant  un  nombre  entier.  Par  conséquent  > 

remarquant  que 

P  '  s=        +  un  multiple  d4|, 
et  supprimant  de  part  et  d^autre  les  multiples  dé  7,  il  vient 


(l)'->' 

ce  quHI  fallait  démontrer. 
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NOTE  XII. 

S0&  hk  BiSOLVTIOH  ALGAbBIQUB  OV  l'^QUATIOIT  4>U  HEU  VliOlB  DICâé 
4  LAQUIU.E  COBfinnT  L4  ftVCSBBCHB  DBS  POIHTS  D*i:trLBXIOIF 
DBS  COUHBBS  DU  TftOlSIÀIIB  DBOmiC. 


M.  Otto  Hesse,  géomètre  cminent  de  Kœnigsberg,  a  publié  dans 
le  Journal  de  M.  Crelle  (tome  XXVIIÎ,  page  68,  et  tome XXXIV, 
page  191),  deux  Mémoires  remarquables  sur  la  détermination 
des  points  d'inflexion  des  courbes  du  troisième  degré.  Dans  son 
second  Mémoire,  M.  Hcsse  a  démontré  généralement  que  : 

Les  points  d'injiexion  d'une  courbe  algébrique  du  degré  n 
sont  situés  sur  une  seconde  cour^  du  tiegré  3  (  a  —  2},  et, 
par  suite  y  que: 

Cne  courbe  algébrique  du  degré  n  a  généralement  3  «  (n  — >  at) 
points  d'injiexion ,  réels  ou  imaginaires, 

Dans  les  cas  particuliers  t  quelques-uns  de  ces  points  d'in- 
flexion peuvent  être  situés  à  rinfinî.  Lorsque  n  =  3 ,  on  a  ce 

théorème  : 

Les  points  d'tnflejdmi  d'une  courbe  du  troisième  degré  sont  si- 
tués sur  une  seconde  courbe  du  troisième  degré. 

Et ,  par  suite ,  la  recherche  des  points  d'inflexion  d'une  courbe 

(hi  troisième  degré  dépend  généralement  delà  résolution  d'une 
o(|uatinn  du  neuvième  degré  à  une  inconnue.  Or  il  est  très-re- 
marquable que  cette  équaliua  liu  ntiivit  ine  degré  soit  toujours 
résoluble  algébriquement,  et  qu'il  suffise,  pour  effectuer  cette 
résolution,  de  résoudre  tuu  seule  ecpiation  du  quatrième  det:ro 
et  plusieurs  équations  du  troisième  degré.  Cette  proposition  se  dé- 
duit facilement,  comme  nous  le  ferons  voir  plus  loin,  du  tht*oréme 
de  M.  Hesse  énoncé  plus  haut  »  et  d'un  autre  théorème  démontré 
pour  la  première  fois  par  Mnclaurin  dans  son  Bssai  sur  Icm 
lignes  du  troisième  degré,  théorème  qui  consiste  en  ce  que  : 
La  droite  qui  Joint  deux  points  d'infiexion  d'une  courbe  d» 
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troisième  degré,  rencontre  la  courbe  en  un  troisième  point  d'in- 
dex ion. 

La  démonstration  que  M.  Hease  a  donnée  dans  son  second 
Mémoire ,  pour  établir  la  réiotiibililé  de  Inéquation  da  neuvième 
dc^ dont  il  s'agit»  suppose  également  le  théorème  de  Madau» 
rin.  M.  Hesse  fait  voir  qu^il  existe  certaines  relations  entre  ks 
racines  y  et  il  démontre  généralement  que  toute  équation  du 
neuvième  degré  dont  les  racines  ont  cette  même  propriété  «  est 
résoluble  par  radicaux.  L'analyse  de  U.  Hesse  est  asses  remar- 
quable pour  que  je  croie  devoir  la  reproduire  ici  : 

Sur  la  recherche  des  points  d'infiejcion  des  courbes  algébriques. 

Soit  U  une  fonction  quelconque  entière  et  homogène  du 
11*^  degré  de  deux  variables  x€X  y\  U  =  o  sera  une  équa- 
tion quelconque  du  degré  Jt  si  l'on  prend  pour  inconnue 

^9  et  cette  équation  aura  trois  racines  égales  si  Ton  peut  saus~ 


en  même  temps  aux  trots  équations 

'      dx  dx^ 
Ces  équations  de  condition  soot  respectivement  des  degrés  n, 
n'—ifU  —  a;  mais  on  peut  h  leur  place  prendre  trois  équa- 
tions du  même  degré       a.  £Ues  peuvent  effectivement  s'écrire 

I      /  d'V  rf'U\ 


dV 

dx 

d'V 

17^ 


(*)  Cela  résulte  immedialement  du  titcurèmo  connu  «iit  dvs /onctions 
iMMflMi.  Soit  /(x,^)  DM  fenetioa  homogène  da  dc(;ré  fi  ;  en  molli- 
pliant  »  etr  par  1  «  »  H  rient,  d'apris  la  définition  dot  fonctions  homo- 
gèna», 

/(«  -h  «J-»  7  -1-  «/)  =  (i  +  uffi»t  y). 
Dévclupjiant  les  deux  membres  par  rapport  à  «  et  égalant  eninita  las  coaf* 
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A  (MUSC-  de  la  iroisieinc  equaiion,  ia  deuxième  se  réduit  à 

—  =0,  et  la  première  clevieat  ensuite  -7—  =  a.  Donc 

les  ef(aations  de  condition  relatives  h  l'égalité  de  trois  racines 
de  l'équation  U  =  o,  sont  les  suivantes,  du  degré  n  —  2 
chacune > 

fi'V  fi^V  d'V 

-— —        O  ■    O  •   O, 

dx*        '    dxiiy        •  dj' 

On  ferait  voir  de  même  que  géDéralement  les  équations  do  con- 
dition relatives  à  Tégalité  de  m  racines  de  l'équation  U  =r  o 
sont  les  suivantes  du  degré   «—  m  -4-  1  » 

Suit  niaintenaTit  u  une  fonction  quelconque  entière  et  ho- 
mogène du  n'*^'  degré,  de  trois  variables z.  Si  Ton  re- 

présente  par  -  et  -  les  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques 

d^un  point  variable ,  l'équation 

n  =  o 

représentera  une  courbe  quelconque  du  degré  (*).  Une 
droite  quelconque  dont  Téquation  est 

renconti^,  comme  on  sait,  la  courbe  en  n  points;  si  Ton  porte 
ficienl»  de»  même»  paittsneet  de  et,  il  vieat 

d*f  d^f  tVf 


(*}  M.  Hesse  k  eu  le  premier  Tingénieuse  idée  do  représmler  par  j 

lt>  coordoimeeti  i.'<  tili^;m>  d  un  poitii  dans  im  plau,  cl  par  ~'  ~>  ~ 

«  (lorilonnoc!^  ^^•^^\^  I  r^pn  e.  De  coUe  nintiifru,  loiUos  lo*^  fq»i:itio»is  s.>n| 
lu>nio[;i'iioïi.  On  se  fera  mw  on  lisant  coUo  NulCi  des  avnnlajjcs  con- 

^idorviblcs  que  prcscnlc  cctic  noialioii  nouvelle. 
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la  valeur  de  z  Urée  de  réquation  de  la  droite,  dans  la  fonclion 
Uf  celle-ci  devient  ime  fonction  homogène  U  des  deux  variable» 
X  et 7",  et  les  n  racines  de  Téquaiion  U^o,  où  Ton  consi- 

dère^  coiiitnc  l'mconuue,  simt  les  rapports  des  coordonnées 

des  points  où  la  droite  rencontre  la  courbe.  Mais  Téquation  de 
ta  ligne  droite  contient  deu!t  constantes  a  et  ^  qui  sintrodui- 
sent  dans  rpqualion  II  =  0;  on  peut  établir  entre  ces  constanfos 

une  relation  telle,  que  deux  racines  de  Téquafion  U  =0  devien- 
nent égales  :  dans  ce  cas,  la  droite  devient  une  tangente  de  la 
courbe.  Ft  si  l'on  donne  aux  constantes  n  et  b  des  valeurs 
telles,  que  Irnis  racines  de  l'équation  U  =  o  deviennent  éj^ales, 
la  droite  devient  une  tangente  en  un  point  tl'inilexion  ,  lequel 
est  dcterniÎDc,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  par  les  trois  cqua- 
lions 

7/r^~**' 

Mais,  comme  U  est  la  valeur  qu^  prend  u  pour  zszax-i-  by, 
si  Ton  fait ,  pour  abréger, 

<l  u       ^        ti^  u  d  '  « 

les  trois  équations  précédentes  pourront  s  écrire  comme  il  suit  : 

I  -f-  û>Ç=o, 

Çi-htfÇi-h  ^  »ii  4-  fil^  ^^  =  O, 
n  -+•  a  è  §, -4-    j;  =  o. 

Si  l'on  élimine  a  et  à  entre  ces  équations,  on  obtiendra  Téqua- 
tion  d*une  courbe  qui  rencontre  la  proposée  aux  points  d'in- 
flexion. Pour  efTectuer  cette  élimination ,  résolvons  la  deuxième 

équation  par  rapport  à  «7,  ce  (jui  donne 

et  portons  celte  valeur  de  a  dans  la  première  "^iftdion ,  nous 
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obtenons 

Ç  (Ç , -h      -  2 II,  (Çi H- dnO  (e.  4- A 0  4- Ç  (Ç . -h  K )* = o, 
ou ,  en  ordonnant  par  rapport  à  b , 

ÇÇÎ  —  2       Ç.  H- -h  (U  - 'JÎ  )  (  2  é    4- =  O. 

Si  enfin  on  multiplie  la  dernière  des  trois  équations  que  nous 
considérons  par  —  y  et  qu'on  en  retranche  cnsnite  Téqua* 
tion  que  nous  venons  de  former^  il  vient 

L'équation  p  =  o  est  celte  de  la  courbe  cbeidiée  qui  ren- 
contre la  proposée  »  s  o  aux  pdnts  d'în6exion.  Cette  équa* 

tion  est,  coramc  on  voit,  du  degré  3(ii^a)y  d*oà  il  sait 

qu  line  courbe  du  lï'*""  degré  a  généralement  3  «  (n  —  i)  points 
d'inflexion.  En  particulier,  une  courbe  du  troisième  liej^ré  a 
neuf  points  d'inflexion . 

Sur  les  points  d'injlexion  des  courbes  du  troisième  degré. 

Nous  commencerons  par  établir  quelques  propositions  géné* 
raies  relatives  aux  courbes  du  troisième  d^gré  sur  lesquelles 
nous  aurons  à  nous  appuyer. 

Remarquons  d'abord  que  le  système  formé  d*une  conique  et 
d'une  droite,  ou  le  sptème  de  trds  droites,  constitue  une  variété 
des  lignes  du  troisième  degré. 

Lf.mmf.  I.  —  Deux  courbes  du  troisième  dc^ré  se  coupent  gé" 
néralement  en  neuf  points. 

Celte  propusilion  se  déduit  imiiRcliaieuient  du  théorème  de 
Bezout  sur  le  ilefjré  tle  ré(jualion  finale  cjui  résulte  de  relimioa- 
tion  d'une  inconnue  entre  deux  cqnalinns. 

Remarque,  —  Les  points  d'intersectioD  peuvent  être  l'éels  ou 
imaginaires. 

Lemmk  II.  —  Neuf  points  suffisent  en  général  ponrdéiermi^ 
ner  une  courbe  da  troisième  degré. 

11  y  a  effectivement  dix  termes  dans  l'équation  générale  des 
courbes  du  troisième  degré.  Le  coefficient  de  l'un  de  ces  termes 
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peut  être  choisi  arbitrairement»  et  il  reste  alors  neuf  coefficieiits 
indéterminés  dont  on  peut  diqMMer  de  manière  à  aisujeltir  la 
courbe  à  passer  par  neuf  points  donnés.  On  obtient  ainsi  neuf 
équations  du  premier  degré  entre  les  coefficients  inconnus;  en 
général,  ces  équations  admettent  une  solution  unique»  et,  par 
suite,  on  ne  peut  généralement  faire  passer  qu'une  seule  courbe 
du  troisième  degré  par  neuf  points  donnés  (*). 

Laitn  III.  —  Toute  courte  du  troisième  degré  qui  passe  par 
hait  des  neufs  points  d'intersection  de  deux  courbes  du  troisième 
degré  données  f  passe  également  par  le  neuvième  point  d  inter- 
section de  ces  deux  courbes. 

Soient  r  et  F,  les  deux  courbes  du  troisième  degré  données. 
Supposons  qu'on  se  pruposo  de  fairo  passer  une  rotirhe  du 
troisième  degré  par  les  neuf  |U)iiits  d  intersection  des  courbes  T 
et  r,  ;  les  neuf  équations  Hnéaires  que  doivent  vérifier  les  coef- 
fideots  de  l'équation  de  la  courbe  inconnue,  admettront  les 
deux  solutions  relatives  aux  courbes  r  et  r,  qui  satisfont  au 
problême;  donc  ces  neuf  équations  sont  indéterminées»  et  l'une 
quelconque  d'entre  elles  est  comprise  dans  les  huit  autres.  Il  suit 
de  là  que»  si  Ton  assujettit  une  courbe  du  troisième  degré  r» 
k  passer  par  huit  des  points  communs  aux  courbes  r  et  r,  et 
que»  pour  achever  de  la  déterminer»  00  se  donne  une  nouvelle 
condition  arbitraire»  la  courbe  Fs  passera  nécessairement  par  le 
neuvième  point  d'intersection  des  courbes  r  et 

CoaoïAAiaB*  I.  — *  Si  trots  des  muf  points  d'intersection  «te 
deux  courbes  du  troisième  degré  sont  en  ligne  droite,  les  sise 
autres  points  d* intersection  sont  situés  sur  une  conique, 

EnelTet,  la  droite  qui  passe  par  les  trois  premiers  points 
d'intersection  des  courbes  donnécj»  r  et  r, ,  et  la  conique  qui 
passe  par  cinq  des  six  autres,  forment  '  une  ligne  du  troisième 


(*)M.  Chaslés  a  puî>lié  raniiée  ileriiiori!  Je  l)elles  rcrhcrclics  sur  l(*s 
rourbos  «lu  troisième  ol  du  quatrième  degré.  {Voir  les  C  untfttcs  rendus  de 
l  'Acad/  nne  des  Sciences,  tome  XXVI ,  page  9/|3,  el  tome  XX  VII,  pages  372, 
437  et  '173.)  M.  Chasle»  fait  counailrc  en  particulier  deux  métliodes  trèi- 
vsmarquablcs  pour  construite  la  courbe  du  troisième  degré  qoi  passe  par 
neuf  points  donnés. 
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degré  qui  passe  par  le  neuvième  point  dMntersection  des  oottr- 
bes  ret  r,  ;  donc  la  conique  passe  par  ce  neunème  point,  car 
une  courbe  du  troisième  degré  ne  peut  avoir  quatre  points  en 
ligne  droite. 

CoBOLiAïas  II.  —  iSf  six  des  neuf  poiats  d'interteeUon  de 

deux  courbes  du  troisième  degré  sont  situés  sw  une  ennique^ 
les  trois  autres  points  d'intersection  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  la  conique  qui  passe  par  les  six  premiers  |>oints 
d'interscctioti  d  la  droite  qui  passe  par  tkux  des  trois  antres 
forment  une  ligne  du  troisicnie  degré  qui  passe  par  le  neuvième 
point  d'intersection;  donc  la  droite  passe  par  ce  neuvième 
point,  car  une  (  (  liique  ut-  (>eul  avoir  plus  de  six  points  com- 
aiunsavec  une  courbe  du  troisième  degré.  (Théorème  de  Bc2out 
sur  le  degré  de  l'équation  6nale.  ) 

CoROLLAinr  III.  —  Si  trois  des  neuf  points  d'intersedktn  de 
deujc  courbes  du  troisième  degré  sont  en  ligne  droite  y  et  fine  trois 
des  six  autres  soient  attssi  en  ligne  droite^  les  trois  derniers 
seront  pareillement  en  ligne  droite. 

Ce  corollaire  est  évidemment  un  cas  particulier  du  précédent. 

Rbxamqok.  —  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir 
conduisent  à  un  grand  nombre  de  conséquences  curieuses; 
mais,  pour  ne  pas  trop  nous  écarter  de  notre  sujet ,  nous  nous 
bornerons  à  montrer  comment  on  en  déduit  immédiatement 
le  théorème  connu  de  Pascal  relatif  h  Thexagone  inscrit  dans 
une  conique.  On  sait  que  ce  théorème  consiste  en  ce  cpie  : 

«Si  un  hexagone  est  inserit  dans  une  conique ,  les  points  de 
rencontre  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  A,B,  C,  D,  E,  F  lés  sommets  de  Tliexa- 
gone;  soient  M,  N,  P  les  pitiiits  d'intersection  des  rôles  AR 
et  DR,  BC  et  EF,  CD  et  l'A.  Les  1  ignés  du  troisième  ordre  for- 
mées, Tune  des  droites  AB,  CD,  EF,  l'autre  des  droites  BC  , 
DE,  FA,  se  conpenl  aux  neuf  points  A ,  B,  C,  D,  E,  F ,  M , 
IN  ,  ï\  Or  les  six  premiers  points  sont  sur  une  eo nique  ;  donc^ 
les  trois  autres  sont  en  ligne  droite^  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Lehme  IV.  —  .9/  «  =  o,  p  =  G  snnt  Ici  équations  en  coor^ 
données  recti lignes  de  deux  courber  du  troisième  degré,  l'équa- 


Digitized  by  Google 


isoia^  XII.  545 

tion  générale  tics  courbes  du,  traisième  degré  qm  passent  par  les 
neuf poi/tis  d'intenedion  descûurbes  données  sera 

X-  désignant  une  constante  indéterminée. 

SoieDi  Al»  Att  Al,  A4,  A^,  A^,  A;,  A.,  A,  les  points  d'in* 
tenection  réels  on  îmaginaires  des  courbes  données.  Si  Ton  se 
propose  de  faire  ]Hitter  une  courbe  du  troisième  degré  |Mr  en 
neuf  points I  on  aura»  comme  on  Ta  vu  plus  haut,  neuf  équa- 
tions linéaires  auxquelles  devront  satisfaire  les  coelificienis  de 
réqualion  de  la  courbe  inconnue  et  parmi  lesquelles  huit  quel- 
conques entraînent  la  neuvième  ;  mais  je  dis  que  huit  de  ces  neuf 
équations  sont  distinctes.  Efleetivementi  s*il  en  était  autrement, 
toute  courbe  du  troisième  degré  passant  par  sept  des  points 
donnés,  A,,  A,,  A3,  Â<,  A^,  A,,  et  A,  par  exemple,  passerait 
nécessairement  par  les  deux  antres  Ai  et  A9  ;  .il  est  aisé  de  dé- 
montrer que  cela  iresl  pas.  \a\  effet,  considérons  les  trois 
points  As,  As,  A:  ;  il  y  on  a  nécessairement  deux  qui  ne  sont 
en  ligne  droite  ni  avec  A,  ni  avec  A».  Suppo«u)ns  que  A^  et  A: 
soient  dans  c<  ras  ;  désignons  ])nr  D  la  droite  qui  passe  par  ces 
deux  points,  et  par  C  la  conique  (|ui  passe  par  les  points  A , ,  A,, 
A3,  A4,  As.  La  conique  G  et  la  droite  D  forment  une  ligne  du 
troisième  degré  qui  passe  par  les  sept  points  Ai ,  As,  A»,  A« ,  A» , 
A«  et  A,.  Or  je  dis  que  cette  ligne  du  troisième  degré  ne  peut 
passer  par  aucun  des  points  At  et  A»  :  d'aboitl  la  droite  D  ne 
contient,  par  hypothèse,  aucun  de  ces  points;  hi  conique  C 
ne  peut  les  contenir  tous  deux,  car  elle  aurait  sept  potnis 
communs  avec  une  ligne  du  trobiènie  degré;  elle  ne  peut  non 
plus  contenir  Tun  d*enx,  car  l'autre  serait  alors  sur  la  droite  D 
(  lemme  lU ,  corollaire  II) ,  ce  qui  est  contre  Thypothèse. 

11  résulte  de  Uk  que  les  équations  linéaires  qui  ont  lieu  entre 
les  ooefEdents  de  la  courbe  du  troisième  degré  qui  passe  par 
les  neuf  points  A,,  A?,  etc.,  dtmneront  les  valeurs  de  huit  des 
coefficients  inconnus  expriméesen  ftmciioii  liru  Mire  du  neuvième^ 
et  que,  par  suite.  Téquation  gcnerale  des  courbes  du  irotsième 
degré,  qui  passent  pai-  les  points  communs  aux  courbes  a  =  o, 
I»  =  o,  ne  peut  contenir  qu  une  seule  arbitraire.  Or,  quelle  que 
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soit  la  oonstante  A-,  il  csi  évident  que  la  courbe  représentée  par 
réquatian 

kit  4^^ 

passe  par  U^s  points  communs  aux  ceinrbes  proposées,  donc 
cette  équation  est  lu  [)lus  générale  jiossibir. 

THioaàiiK  I.  —  L/i  droite  ifui  joint  dciuc  points  d'inflexion 
d'une  courbe  du  troisième  degré  rencontre  la  courbe  en  un  troi^ 
siènfe  point  d'inflexion* 

Soient  A  et  A'  deux  points  d'inflexion  d'une  courbe  du  troi- 
sième degré  T  •  et  «opposons  que  la  droite  AA'  rencontre  In 
ooorbe  r  an  troisième  point  A''  ;  je  dis  qoe  A*  est  un  point  d*în- 
Ilexion.  En  effet»  menons,  par  le  point  A,  une  sécante  quel* 
conque  qui  rencontre  de  nouveau  la  courbe  aux  points  B  et  C; 
par  le  ^joint  A'*  une  seconde  sécante  quelconque  qui  rencontre 
de  nouveau  la  courbe  aux  points  et  C;  joignons  W  et  CC, 
qui  rencontrent  de  nouveau  la  courbe  aux  points  et  C  re»* 
pectivement  ;  joignons  enfin  A''B*.  La  ligne  du  troisième  degré 
formée  des  trois  droites  ABC,  A'B'C  et  A'  R  passe  par  huit  des 
points  d'intersecium  de  la  lourljc  r  et  de  la  ligne  du  troisième 
de^ré  formée  des  droites  A  A  A  ,  liB  B",  CC'C",  clK  [^;isst  r;i  donc 
parle  neuvirn»'  piunt  d'interseelion  C  .  V.\  roimiK  iinr  cnirhi 
dn  troisième  dei;re  ne  peut  avoir  quatre  points  en  lijjuc  droite, 
il  faut  nécessairement  que  les  trois  points  A",  B",  C"  soient  en 
ligne  droite.  Imaginons  maintenant  que  les  sécantes  BC  et  WC  - 
tournent  respeclivem«'nt  autour  des  points  A  et  A',  de  manière  à 
devenir  tangentes  à  1a  courbe  ;  comme  A  et  A^  sont  deux  points 
d'inflexion ,  les  points  B  et  G  se  confondront  avec  A  à  la  limite  : 
pareillement,  B'  ctCse  confondront  avec  A';  donc  les  droites 
BB'B"  et  CC'C  coïncideront  avec  AA'A*^,  et,  par  suite,  les  trois 
points  d'intersection  de  la  courbe  avec  la  sécante  A'B'^C*  se 
confondront  en  un  seul  A",  qui  est  ainsi  un  |)oint  dlnflexion. 

RaxAmQUs.  —  Bien  qne  ce  raisonnement  soit  géométrique,  il 
est  évident  qn*il  s'applique  au  cas  des  jtoînts  imaginaires  comme 
à  ceint  des  points  it?els. 

Théorème  II.  —  Le  nombre  des  droites  ffui  passent  chaettne 
par  trois  points  d'inflrxton  d  'une  mnrhr  dn  trorswnir  degiT^  t  st 
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égal  à  doute*  Ces  douze  droites  fnrmeiu  quatre  systèmes  composés 
chacun  de  trois  droites,  et  trs  neuf  points  d'inflexion  de  la  eourèe 
sont  trois  à  trois  sur  les  trois  droites  de  chaque  système^ 

Si  l'on  joint  {lar  des  dtt>ir«s  Van  des  points  dMnHexion  de  la 
conrbe  à  diacon  des  hait  années,  il  est  évident  que  ces  huit 
droites  se  réduiront  à  quatre  distinctes,  puisque  la  (iroite,  qui 
passe  j»ai  deux  points  ci'infloxion  ,  passe  aussi  par  un  troisième, 
et  que,  d'ailleurs,  quatre  points  d'inflexion  ne  sauraient  itit  en 
liL,'ne  droite.  Donc,  parmi  les  droites  qui  joignent  les  neut  points 
d'inflexion,  trois  à  trois,  il  y  en  a  toujoiirs  quatre  qui  passent 
par  un  même  point.  En  en  comptant  quatre  pour  chaque  point 
d'inflexion  y  on  aura  4X9  ^  droites;  mais  alors  il  est 
dair  qae  chaque  droite  se  trouve  prise  trois  fois,  et,  par  suite,  * 
que  ces  trente*six  droites  se  réduisent  à  douae  distinctes. 

Soient 

A|,        Aj,  A4^  As,  A«|  Atf  Aa,  A» 

les  neuf  pouits  d'inflexion.  On  peut  supposer  rpie  A  ,  A  ,  A.t 
soient  en  ligne  droite.  Parmi  les  douze  droites  que  nous  considé- 
rons, il  y  en  a  trois,  outre  la  droite  A,  A,  A3,  qui  passent  par 
chacun  des  pointe  A|,  Aj;  il  y  a  donc  deux  droites  qai  ne 
passent  ni  par  A, ,  ni  par  A,,  ni  par  A3.  D'après  cela,  on  peut 
supposer  que  A4 ,  A^,  Ac  sont  en  ligne  droite  ,  et  alors  Ai ,  A« ,  A« 
seront  aussi  en  ligne  droite,  puisque  les  neuf  points  sont  à  Tin- 
tersectîon  de  deux  courbes  du  troisième  degré  (lemme  lU, 
corollaire  ni).  Nous  avons  ainsi  un  premier  système  de  trois 
droites ,  savoir  : 

Al  A,  A3,    A4  A^  A«,  '  A}  Ag  A,, 

qui  contiennent  trois  à  trois  les  neuf  points  d*inflexioti.  La  droite 

A;  A4  ne  peut  passer  par  l'un  des  points  A, ,  A:,,  A^,  A^  elle  passe 

donc  par  l'un  àvs  points  A  ,  A*,  A^,,  et  comme  jusqu'ici  rien 
ne  liistingue  its  trois  points  les  uns  des  oui  1  es,  on  peut  sup- 
poser  que  la  droite  A,  A,  passe  par  A,  ;  les  d toiles  A3  Aj  et  A,  A^ 
ne  peuvent  toutes  deux  passer  par  A7,  donc  Tum-  d'elles  passe 
par  l'un  des  points  A,  <'t  .A,.  On  peut  évidennncut  siip[)oser  d'a- 
près cela  que  A,  A»  passe  par  A«,  car  jusqu'ici  rien  ne  distingue 

35. 
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entre  eux  les  points  et  Ai  ou  A«  et  A».  Alors^  d'après  le 
lemine  UI  (corollaire  III) ,  les  points  Ai ,  A^,  A,  sont  en  ligne 
droite.  On  a  ainsi  œ  deuxième  système  de  trois  droites  renfer- 
mant trois  &  trois  les  neuf  points  d*inflexion ,  savoir  : 

Al  A4  A;  I    A^  A4  Ag}    A|  A4  Afa 

Maintenant,  il  est  évident  que  les  droites  A4  A},  Af  Ac»  A«At 
passent  respectivement  par  Ai  *  At  et  Aa  ;  et  que  les  droites  A»  Ai , 
A,  A, ,  A,  A3  passent  respectivement  par  A4»  A» ,  A,.  On  a  donc 

ces  dvax  derniers  systèmes  de  trois  droites  contenant  trois  h  trois 
les  neuf  poitiU»ci  inlkxion,  Sctvoir: 

A^AtAïf    Af  Af  Att    'A4  Af  Aj» 

Af  Al  A4 ,    Af  A»  An    Aj  Aj  Af. 

RRHARQua.—  SoitOMI^i  1»  triangle  formé  par  les  trois  droites 
del*un  des  quatre  systèmes  dont  on  vient  de  prouver  Texistence. 
Supposons»  par  exemple»  que  les  côtés  MJN,  NO  et  OM  contien- 
nent respectivement  les  points  Al»  A»,  A,;  A4,  A»,  A*  et  A?»  A«, 
A».  En  considérant  successivement  les  neuf  droites  qui  forment 
les  trots  derniers  systèmes  et  appliquantà  chacune  de  cesdrotles 
le  Ihéorèroe  connu  det  tntnsvenafn ,  on  obtient  neuf  équations» 
d'oÂ  Ton  dédoit  en  particulier» 

/'MA, Y  _  /MA: Y  _  /Î^A/v» 

\raJ   VNA,y   vnâJ  ■ 

On  conclut  de  là  iiumcdiatment  que  les  oeuf  points  d'inflexion 
d*une  courbe  du  troisième  degré  réelle  ne  peuvent  être  tous 
réels i  mais  il  est  aisé  de  voir»  en  outre,  que  parmi  ces  neuf 
points»  six  au  moins  sont  imaginaires.  En  effet,  considérons  un 
point  d'inflexion  imaginaire;  parce  point  passent  quatre  droites 
contenant  chacune  deux  autres  points  d'inflexion  ;  or,  s'il  y 
avait  au  plus  quatre  points  d*inflexioo  ioMgbaires»  Tune  des 
cputre  droites  dont  il  s*agit  contiendrait  nécessairement  deux 
|)oints d'inflexion  réels,  ce  qui  est  impossible;  car  la  droite  qui 
passe  par  deux  points  réels  d'une  courbe  du  troisième  degré 
rencontre  de  nouveau  ïa  courbe  en  un  troisième  point  riTl. 
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On  voîl4loncqtt*une  courbe  réelle  du  troisième  degré  oe  peut 
aToirplusde  trois  poinl5  (rinflexion  réels ,  lesquels  sout  toujours 
en  ligne  droite,  d*après  le  théorème  I.  Je  dis,  en  outre,  qiril  y 
a  efTeclÎTement  des  courbes  du  troisième  degré  qui  ont  trois 

points  d'inflexion  réels.  Par  exemple,  la  courbe  dont 

désignent  les  coordonnées  rectllignes  et  qui  a  pour  équation 

est  rencontrée  par  Taxe  des  abscisses  en  trois  points  d*inflexion 
réels. 

TatomiiiB  Ili.  —  Les  coordonnées  rcetiiignes  de  ehaenn  des 
neuf  points  d*ii^fiexion  d*»ne  courbe  du  troisième  degré,  sont 
tonjourt  exprimables  par  des  Jonctions  algébriques  explicites  des 
cM^ci(Mts  de  l 'équation  de  la  romrbe. 

Soit 

(1)  «  =  o 

réquation  d*une  courbe  du  troisième  degré.  Les  neuf  points  d*in- 

Hexion  de  celte  courbe  sont,  conimeon  l'a  vu ,  sur  une  seconde 
courbe  du  iroisièiue  litgrc 

«f=o, 

en  sorte  que  si  A  désigne  une  constante  indéterminée  (  leuimc  IV  ), 
réquation 

(2)  A«-hi»  =  o 

représentera  généralement  louies  les  courbes  du  troisième  degré 
qui  paiisent  par  les  neuf  points  d'inflexion  de  la  proposée.  Or 
nous  ayons  vu  qu'on  peut  faire  passer  par  ces  neuf  points  quatre 

lignes  (lu  troisième  degrc  formées  chacune  de  trois  droites;  donc 
il  y  a  quatre  valeurs  di'  /  ]iour  lesquelles  ri  qniitioti  (2)  se  dé- 
compose en  facteurs  lin i  ;i ires.  Si  Ton  ciierche  ;\  exprimer  (jue  la 
fonction  A  u  -f-  v  est  k  produit  de  trois  facteurs  linéaires,  on 
obtiendra  trois  éqiuttions  de  condition  qui  devront  se  réduire  à 
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une  seule,  el  celle-tu  sera  du  (jnatricinc  drgre  par  rapport  à  /  (  *U 
Si  Ton  résout  cette  équation  du  quatrième  degré,  que  l'on  prenne 
pour  X-  Tune  quelconque  de  ses  racines  et  qu*eo$uiteon  résolve 
réqaation  (2)  par  rapport  à  l'une  des  coordonnées,  on  trotivera 
nécessairement  que  les  trois  valeurs  de  celte  coordonnée  sont 
des  fonctions  linéaires  de  la  deuxième  coordonnée.  La  décom- 
position  de  Téqualion  (a]  en  facteurs  linéaires  étant  ainsi  effec- 
tuée,  on  aora  les  équations  de  trois  droites  contenant  chacune 
trois  des  neuf  points  d*îniiexion  de  la  proposée»  et ,  pour  avoir 
les  coordonnées  de  ces  neuf  points,  il  suffira  de  chercher  suc- 
cessivement les  solutions  communes  Téquation  (1)  et  à  l'équa- 
tion de  chacune  des  trois  droites,  ce  qui  exigera  seulement  la 
résolution  de  trois  équations  du  troisième  degré  à  une  inconnue. 

Il  s'ensuit  que  les  coordonnées  des  neuf  p<iinis  d'inflexion 
sont  expi  iijiahles  par  des  iuiRUuns  algébriques  explicites  des 
coefficients  de  l'equalion  proposée. 

CoROLLAiHK.  —  L'ë<juatum  du  neuvième  (iegre  tjut  a  pour  ra- 
cines les  abscisses  des  points  d'injlexion  d'une  courbe  du  troisième 
degré,  est  toujours  résolinble  algébriquement. 

Propriété  de  l'équation  du  neuvième  degré  qui  a  pour  racines 
les  absas^  des  points  di^lexion  d'une  couri(e  du  troisième 
degré. 

Soit 

(1)  «  =  0 

l'équation  d^one  courbe  du  troisième  degré  entre  les  coordonnées 

rectilignes  -  et  -  ;  nous  avons  tu  que  les  points  d'inflexion  de 

cette  courbe  sont  sur  une  seconde  courbe  du  troisième  degré, 
(a)  9^0. 

(*)Dan8  un  beau  Méôioirr publié  su  tome  XXXJXL  du  Joarnal  de 

M.  Crelle,  M.  Aronhold  a  obtenu  effoctivement  cette  équation  du  qua- 
trième degré  on  k  ,  souk  une  forme  hirn  romanucihlc.  Car  les  eoc-nî'-iffits 
sVxprimeni  pnr  (ieiix  l'oncUons  seulement  des  coellicient»  de  lequalioii 
de  la  ct>urbc  prt>|*osiéc. 
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Si  Ton  étiiDifie  .r  «ntre  les  équations  (i)  et  (2),  on  obtient  une 
équation 

13)  «.  =  0, 

Uomogîtne  par  rapport  à    et  s  et  du  neuvième  degré.  Cette 

équaUoD,  tiuniles  racines^  représentent  les  abscisses  des  points 

d'ioflexion,  est  toujours  résoluble  algébriquement ,  comme  nous 
l'avons  vu  plus  haut.  Uais  il  existe ,  entre  les  tieines  de  Féqua*- 
lion  (3),  des  relations  remarquables  que  nous  allons  faire  con- 
naître ,  d'après  M.  Besse ,  et  desquelles  ce  géomètre  a  déduit  la 
résolubilité  par  radicaux  de  Téquation  (3). 

Remarquons  d*abord  que  la  valeur  de  j  correspondante  à 
chaque  racine  -  de  Téquation  (3)  peut  s'exprimer  en  fonction 

rationnelle  d«  -  et  des  quantités  connues  de  Téquation  (1). 

z 

Cela  résulte  immé<)iatement  de  U  méthode  que  nous  avons  ex- 
posée <lans  la  quatrième  leçon  pour  la  résolution  de  deux 
équations  simultanées  k  deux  inconnues.  D'après  cela,  les 
coordoDiiées  de  chaque  point  d'inflexion  de  la  courbe  proposée 
doivent  satisfaire  à  une  même  équation  de  la  forme 

(4)  -,=  K(f), 

où  F  désigne  une  fonction  rationnelle. 

Cela  posé,  désignons  par  ^  coordonnées 

de  deux  points  d'inflexion  de  la  courbe  (i);  la  droite  qui  passe 
par  ces  deux  poinu»  aura  pour  équation 

s  s,       s  a« 

fH^" 

a      Sx  as* 
En  désignant  par     X  -  la  valeur  de  chacun  des  membres ,  il 
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on  peut  disposer  de  a  de  manière  que  Ton  ait  s  s  S|  +  >Ss^  ei 
l'on  ▼oit  alors  que  notre  droite  pourra  être  représentée  par  les 
trois  éqnatioos  eaivanles  : 

An  moyen  de  ces  équations,  on  obtiendra  tous  les  points  de  la 
dniite,  en  donnant  à  \  toutes  les  valeurs  possibles  Or,  d'après 
le  théorème  de  Maclaurin  dfnxMitir  plus  huit,  i  elle  droite 
coupe  la  coiuiH.'  ^ij  en  un  Iroïsieme  point  iVwiflrxion;  |)oui* 
avoir  la  valeur  de  a  qui  convient  à  ce  troisième  point,  il  suffit 
de  porter  dans  l\  qii3t!on  ^j)  les  valeurs  de.r,  v,  3  tirées  des 
équations  (5),  et  de  résoudre  ensuite  par  rapport  à  1.  Parcelle 
sabstitutioo  iJ  vient 


les  indices  i  et  2  indiquant  que,  dans  les  expressions  qui  en 
sont  affectées,  on  doit  mettre  r, ,  r, ,  ou  -r^,  s,  à  la  place 
de  Xyff  a.  En  effet,  il  résuite  iniuiLtitateiiieul  de  la  formule  de 
Taylor,  qu'après  la  substitution ,  les  deux  pi*eiDicrs  ternies  de  u 
sont 


et  il  est  évident  que  les  deux  derniers  termes  doivent  se  déduire 
de  ces  deux-«i ,  en  changeant  x,,/,!     en  a  X},  Xj^j,  à  z,, 

t       I  i 


Si  Ton  supprime  les  termes  (m),  et  (m),  qui  sont  nuls,  Tcqua^ 


(6) 
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lioD  (6),  divisée  par  X,  donne  la  valeur  suîvatiie  de  \  : 


(7) 


/</«\  icO(\  /rlu\ 

f(iu\  ldu\  (du\  ' 


qui  convient  au  troisième  point  d'inflexion.  Si  Ton  désigne  par 

—  y"^  les  coordonnées  de  ce  point ,  et  qn*un  porte  la  valeur  de 

\f  que  nous  venons  de  trouver,  dans  les  équations  (5]>  on 
aura 

^  ^■h(£).-^^-(|).-^'-(g)/]-''h(z).^^-(^).^'-(g).]^ 

*■  '•   (*).    (^).-^'-  (s).  ]  -  ['•  (s).  (a).  ] 

r,  _  )■  ]    h(£)..;t;&(^).-^  (s).  ] 

Considérons  y  en  partieuHery  la  première  de  ces  équations  :  le 
second  membre  ne  change  pas  quand  on  change  ^i»  j*!,  en 
•2^1)73)  et  réciproquement;  en  divisant  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  ce  second  membre  par  z\t\i  il  prend  la 
forme 


/ 


/  désignant  une  fonction  rationnelle  qui  ne  change  pas  quand 
on  transpose  les  indices  i  et  a.  Or,  d'après  l'équadon  (4)» 
on  a 


«1  »1 


F  désignant  une  fonction  rationnelle.  Donc  U  valeur  de 
peut  se  réduire  à  la  forme  suivante , 


«1       \»»  »«/ 
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6  désignant  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  deux 
quantités  qu^eUe  renferme.  11  est  évident  que  Téquation  précé- 
dente ne  cessera  pas  d'être  exacte  si  Ton  permute  les  indices 
I,  a,  3;  car  on  serait  arrivé  directement  aux  équations  qu'on 
obtient  par  ces  permutations ,  en  partant  du  premier  point  d'in- 
flexion et  du  troisième  »  on  do  deuxième  et  du  troiflîème  »  au  lieu 

de  partir  du  premier  et  du  deuxième.  Donc  les  abscisses  ^  9 

^>  ^  de  troi^i  points  d'iutlexion  en  iigne  droite,  satisfont  aux 
trois  relations 


où  0,  nous  le  répétons,  di  signe  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique. De  cette  propriété  résuite,  comme  on  va  voir,  la  solubi- 
lité de  l'équation  (3). 

Sur  la  résolution  algcOri^ue  d  une  classe  d'équation*  du  ncÊUfième 

degré» 

Soient 

(•)  x(«)  =  o 

une  équation  du  neuvième  degré  et  6  une  lonction  ration- 
nelle et   symétriqtu'  donnée  de  deux  variables.   Si  l'équa- 
tion proposée  a  cette  propriété,  quedeust  racmes  quelconques 
et     fournissent  une  troisième  racine  x^  »  de  telle  sorte 

qu'on  ait  en  même  temps 

cette  équation  sera  résoluble  algébriquement.  On  voit  que  Tc- 
quaiiori  ijm  a  pour  racines  les  abscisses  des  p  nnts  «l'inflexion 
d'une  coui  be  du  troisième  degré  a  la  propriété  dont  il  s  agit  ici. 
Soient 

* 

les  neuf  racines  de  Tcquation  (1).  M.  Hesse  nomme  mdnet 
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conjuguées  trois  racines  de  réqiuiiioD(i)  qui  satisfont  aux  re- 
lations (  2  ).  Il  est  évident  que  chaque  racine  fait  partie  de  quatre 
combioaisons  de  trois  racines  conjuguées;  par  suite,  en  comptant 
quatre  combioaisona  pour  chaque  racine,  on  aurait  4  X  9  ou 
tmte^x  combinaisons;  mais  chacune  de  ces  combinaisons  se 
trouvant  répétée  trois  fois,  on  voit  qu*ii  n*j  a  que  douie  com- 
binaisons distinctes  de  racines  conjuguées*  En  raisonnant  comme 
nous  Tavons  fait  au  sujet  de  la  détermination  des  douze  droits 
qui  passent  diaciine  par  trois  points  d'inflexion  d*une  courbe 
da  troisième  degré,  on  vert  a  qu^on  peut  former  les  quatre 
groupes  suivants,  composés  i!e  trois  combinaisons  de  racines 
conjuguées  et  contenant  chacune  les  neuf  racines  : 

.r,  Xt  X4     Xe,    X,  X«  X9  ; 

.  XsXfXf,    x^x^Xt,    X| Xn x« ; 
Xf  X| ,    x«  Xa  X, ,    X4  x«  X}  ; 

X|  Xi  X4  ,     X«  X,  Xi ,     X)  Xj  x«. 

Le  nombre  total  des  conil)i Maisons  de  trois  racines  est  84  ;  iî 
y  a  donc  soixante-douse  combinaisons  de  trois  racines  non 
conjuguées. 

Considérons  Tun  quelconque  des  quatre  groupes  (3),  et  dé- 
signons-le par 

X    X-   X  X„  '  X-i   X   >         X  »  X  ~  m  X  Êt 

**x      >      «»  /        u  ,         z        /       ,U  • 

On  peut  supposer  que  x^ ,  x^t,  x^»  ne  soient  point  conju- 
guées, et,  par  suite,  on  pourra  les  considérer  comme  trois  ra- 
cines quelconques  non  conjuguées.  Alors,  comme  rien  ne  dis- 
tingue entre  eux  les  indices  l  et  f» ,  V  et  fc',  V  et  f!*^  on  aura  ces 
trois  combinaisons  de  racines  conjuguées, 


les  six  autres  combinaisons  de  racines  conjuguées  sont  alors  né- 
cessairement 

V      V    '         V  * 

On  voit  que  les  neuf  racines  sont  cx|>runabiesen  fonction  ra- 
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tionnelle  de  Irois  mcioes  non  conjagaées  quelconques     >  9 
on  a  elleclivement 

Gela  poté,  désignons  par  a  une  constante  indéterminée,  et 
formons  la  fonction  symétrique  suivante  de  trots  racines  con- 
juguées quelconques     ,  x^  ,  troisième  degré  par  rap- 
port  à  a,  savoir: 

(5)         Jk.  a./*  =  («-*«) 

quand  on  remplace      ,  par  rhacune  des  douze  combi* 

naisons  (3J,  la  fonction /-^^    ^  preud  ces  douze  valeurs  ; 

X*,  t,  j  »       t.  «  »  X^»** 
Xi,  •»  ï  »   Xj*  »•  •  »  J*».  •»  •  » 

».  «  »  Xh  ».  *  »  «  • 

Formons  ensiiiu^  U  luitcuuu  symétrique  suivante , 

(7)  »  =  (« -f,, j.)  (S        x:^')  (6 A  ^- )• 

qui  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  l'indétenninée  S.  Soient 
Si»  *3t  s«  les  quatre  valeurs  que  prend  z  quand  on  y  met 
successivement  pour  ;  y  X^"  )"  les  qiiarrc  j^roupes 
de  valeurs  (6).  Formons  eniin  réquation  du  quatrième  degré 

(8)  a»-h  A,s'-hA,«'-i- A,2+A4  =  o, 

c|ui  a  puni  rail  nés  3,  ,  z. ,  c  ,  s^. 

Je  dis  rpic  les  cotliit  ifiib  de  i  ec^uation  (8)  sont  exprim;iblc& 
iHiHmncHemenl  en  fonction  des  quantités  connues  de  i  cqua- 
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tioa  (1)  et  de  la  fonciion  {.  En  effet,  on  a 

(9)      j.^.'  = 

(       ^'  =  («  -     )  («  — 'i')  («  - 

«n  portant  ces  yaleun  dans  réquaiion  (7}  et  se  servant  des 
équations  (4)t  on  aura  la  valeur  de  a  exprimée  en  fonction  ra- 
tionnelle d«  trois  râdnes  non  conjuguées     ,  x^, ,  x^* ,  savoir  : 

et  cette  fonction  ^  sera  syméirique  par  rapport  à  ,  xy ,  ; 
car  it  est  aisé  de  voir,  d'après  les  équations  (4  ),  qu'en  pcnmitanl 
ces  trois  racines,  les  qwantitt-s  7^  ;  y^/,/^»    ^«  ne 

font  que  se  changer  les  unes  dans  les  autres,  ce  qui  ne  change 
pas  la  valeur  de  s. 

l!tlevons  te  second  membre  de  Téquation  (10}  à  une  puissance 
entière  quelconque  de  degré  m  ;  désignons  par 

la  somme  des  termes  qu'on  déduit  de  tj*  (x^  xy.  y  en  pre* 
nant  successivement  pour  x^  x^,       les  soixante-<louze  combi- 

naiiODs  de  trois  racines  non  conjuguées;  par  ^  4*  {^x      ^x"  )  ' 

la  somme  des  termes  qu*on  déduit  de  ^  {x^  x^,  x^»  J'en  prenant 
suixessivement  pour     x/  x^u  lesdouse  combinaisonsde  racines 

conjuguées;  enfin  pa^      'i'  ('x      ^k"  )"*  ^  sommede  tout  les 

termesqu*on  déduitde^  {x^  x^,  x^«]"en  prenant  pour x^f  x^ 

toutes  les  quatre~vingt-<piatre  combinaisons  de  trois  racines. 
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On  aura 


(il) 


Le  second  membre  de  cette  équation  (lo)  est  une  fonction  ration* 
nelle  et  symétrique  de  toutes  les  racines ,  et  Ton  peut ,  par  consé- 
quent, Texpriraeren  fonction  rationnelle  des  quantités  connues* 

Il  en  est  de  même  de  ^  ^  {x^  x^i  x^»  J";  en  effet,  x^,  x^m 
étant  Ici  des  racines  conjuguées ,  on  a 

+ V  *x*  r = + ^  )r 

d'où  il  suit  que  ^  4* .     '  x  'x'       ^S^^    tiers  de  la  somme 

des  trente-six  valeurs  que  prend    [j*^  xy  6  )]*  quand 

un  pi^od  pour  «Tj, ,  .r^'  les  trente-six  combinaisons  de  deuA  ra- 
cines. En  désignant  cette  somme  par  le  signe        on  a 

(ta)    2i*K*x'  *x*')"  =  32i  +  K*«'®(*«*''*')l"* 
et  y  par  suite, 

(i3)     l  '      ^  y 

ce  qui  montre  que  ^  4*      ^x'  ''^x'  )  fonction  ration- 

nelle €l  syinrititjuc  de  toutes  les  racints;  ou  peut  donc 
IVxprinier  en  fonction  ralioniiellc  des  (jiiantités  connues. 
Si  niainlmant  on  remarque  qn'anx  soixante-don/*'  eombinaî- 
sims  de  racines  non  conjuguées,  répondent  seulement  quatre 
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valeurs  de  la  fonction  s",  «avoir,  9  9  »  et  que  chacune 
de  ces  valeurs  revient  dix- huit  fois,  on  verra  que  Ton  a 

1  " 

(•4)      <  +         ^-<  =  7g2  ^(^x-^»'-^»")* 

En  donnant  au  nombre  m  les  valeurs  1,  2,  3,  4>  olitirndra, 
|>ar  réqualion  (i4\  lessonuin  s  tie  puissances  semblables  tles  ra- 
cines (ie  I  équation  (8)  qui  sont  nécessaires  pour  calculer  les 
coefficients  A, ,  Aj ,  Aj ,  A ,  ;  on  voit  que  ces  coeflicients  se  trou- 
vent ainsi  exprimés  en  fonction  rationnelle  des  quantités  con* 
nues. 

Voici  maintenant  comment  on  obtiendra  les  racines  de  Té- 
^nation  (1).  On  cherchera  une  racine  quelconque  de  rcquation(8). 
Cette  radne  sera,  d*aprcs  ce  qui  précède,  une  fonction  entière 
et  du  troisième  degré  de  Tindéterminée  6  ;  en  égalant  à  zéro  cette 
racine,  on  aura  une  équation  du  troisième  degré  en  S  dont  les 
racines  seront  les  trois  quantités  qui  forment  Tnn  des  quatre 
groupes  (6}.  En  égalant  à  xéro  une  de  ces  nouvelles  racines,  on 
aura  une  équation  du  troisième  degré  par  rapport  à  Tindéter- 
minée  a  ;  les  trob  valeurs  de  a  racines  de  cette  équation  seront 
trois  racines  conjngaécs  du  i'équation  (i).  Pour  avoir  tcnitcs  les 
racines  de  réquatton  (i;»  il  suffit  de  traiter  de  ta  même  ma- 
niiù'e  toutes  les  racines  de  l'cquation  (8). 
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NOTK  XIII. 

sua  Ll$  BQITATIOIIS  KiS0l.l7B|,BS  ALG^mQVBXftJTr. 


La  Note  <|a*oii  va  lire  renfeme  la  traduedoo  textiielte  d'an 
Mémoire  qoe  U.  Léopold  Kronecker  vient  de  publier,  et  qui  a 
clé  communiqué  par  M.  Lejeune-Dirichiet  à  la  classe  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques  de  l'Académie  de  Berlin ,  le  ao  juin 
i853. 

«  htê  recherches  entreprises  j  usqu'à  présent  sur  la  possibilité 
de  résoudre  les  ('(|uations  de  degré  premier,  et  particulière* 

mont  celles  d'Abel  et  de  Galois  qui  ont  servi  de  point  de  dé- 
|»ai  1  ;i  tons  les  travaux  ultérieurs  sur  le  même  objet  ,  ont  en 
pour  principal  résultat  de  conduire  à  deux  critérium  à  l'aide 
de&quels  on  pût  juger  si  une  équation  donnée  est  résoluble 
ou  non.  Mais,  à  vrai  dire,  ces  rritén'um  n(!  fournissaient  pas  la 
moindre  lumière  sur  la  nature  même  des  équations  résolubles. 
On  ne  savait  même  pas  si ,  en  outre  des  équations  traitées  par 
Abel  dans  le  tome  IV  du  Journal  de  Crelle  (  *  j ,  et  de  celles  qui  se 
ramtoent  immédiatement  aux  équations  binômes,  on  ne  sa- 
vait pas,  dis» je,  s*il  existait  d*autres  équations  satisfiiisaM auK 
conditions  données  de  résolobililé.  Encore  moins  savait- on 
former  de  pareilles  équations ,  et  dans  aucune  rechérche  ma- 
thématique on  n*en  avait  rencontré.  Ajoutons  qne  ces  deux 
théorèmes  bien  connus  d*Abel  et  de  Galois  sur  les  équadon» 
résolubles  étaient  phis  proi)res  h  en  cacher  la  vraie  nature  qu'à 
nous  la  découvrir,  ainsi  que  je  le  montrerai  plus  particulière- 
ment à  régard  de  l'un  de  ces  critérium.  Le  caractère  propre  des 
équations  ri'solubles  restait  donc  dans  une  sorte  d'obscurité,  et 
le  seul  travail  (jiii  jtite  quelque  lumière  sur  ce  poitu  ,  savoir, 
une  Motice  d'Abel  sur  les  racines  des  équations  du  cinquième 

(  "  )  Voir  lit  vingt -!»eptième  le^n. 
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à  coefficients  entiers ,  semble  avoir  été  peu  reiDan|ué , 
tans  doute  à  cause  de  son  objet  tout  spécial.  Mais  la  question 
ne  pouvait  être  complètement  éclaircie  que  par  ta  solution  du 
problème  suivant*  Tnuper  toutes  les  équations  résoiubhs. 
Car,  une  fois  cette  solution  obtenue ,  non-seulement  on  peut 
trouver  une  infinité  de  nouvelles  équations  résolubles^  mais  on 
a  en  quelque  sorte  devant  les  yeuii  tontes  celles  qui  le  sont» 
et  k  l*aide  de  la  forme  explicite  de  leurs  racines  on  peut  trouver 
et  démontrer  toutes  leurs  propriétés. 

>»  A  ces  remarques  sur  le  luit  et  sur  le  it-sultat  de  rues  recher- 
ches ,  je  dois  ajouter  que  pour  rendre  la  solution  ptjssible  il 
f;*  Il  ai  t  encore  transfornier  compUienjont  le  probième  qui  vjent 
(i  i'tre  posé.  î>a  manière  de  formuler  la  question  est,  en  effet, 
de  la  plus  jurande  importance,  et  do  peur  qne  la  hricvelé  ne 
nuis<' à  la  clarté,  Je  m'ctt  ruhai  un  peu  sur  ce  point. 

a  Abei ,  dans  un  Mémoire  dont  nous  ne  possédons  que  des 
fragments  (tome  II ,  Œuvres  complètes,  n^  XV)}  s'est  proposé» 
entre  autres  problèmes,  cehiî-ci  :  Trotn'fr  V expression  algé- 
brique la  plus  générale  qui  jjuisse  satisfaire  à  une  équation 
algébrique  d'un  degré  donné.  Si  Ton  ajoute  à  cet  énoncé  ce  qui 
est  nécessaire  pour  rendre  la  question  déterminée»  il  comprend 
tous  les  problèmes  qu*on  peut  se  proposer  sur  la  résolution  des 
équations,  et  il  est  le  plus  gcDeral  qu*on  doive  substituer  à  ce 
problème  imposable  :  Exprimer  en  /onction  algébrique  des 
eo^ffSeients  la  racine  d'une  équation  de  degré  quelconque*  Mais* 
ainsi  qu'on  vient  de  le  dire,  il  fallait  rendre  la  question  déter- 
minée  en  précisant  la  manière  dont  Pexpression  cherchée  doit 
dépendre  des  coeffîcienta  de  l*équation  :  il  convient  donc  de  la 
poser  comme  il  suit  : 

>  ï  rouvcr  la  fonction  ia  j)lns  générale  de  quantités  d<>nri(  r.s: 
fj  Hf  l<  nnffurs  A  ,  B,  C,  r/r.,  ffui  satisfasse  n  une  équation  d'un 
degré  donne  dunt  les  coefficieGts  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  ces  quantités. 

M  Observons  qu'un  doit  supposer  ici  Tequation  irréductible 
relativement  à  A,  fi,  C,  etc. ,  c*est-à  dire  que  A,  B,  C,  etc. , 
restant  quelconques,  Féquation  ne  doit  pas  pouvoir  se  dé« 
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composer  en  facteur»  d'un  degré  moindre  dont  les  coefficients 
soient  des  fonctions  rationnelies  de  C»  etc.  Gela  posé,  le 
problème  précédent  peut  s*énoncer  de  cette  inamère  : 

>  Étant  donné  un  nombre  entier  n,  trouver  ia  Jom^on  aigé~ 
brique  la  plus  générale  €le  A,  Hp  C,  etc. ,  telle  que,  parmi  les 
expressions  qu'on  en  déduit  en  attribuant  aux  radicaux  leurs 
diverses  valeurs,  il  y  m  ait  n  dont  les  fonctions  symétriques  scient 
rationnelles     A ,     C,  etc. 

»  Ce  nombre  n  est  aussi  le  degré  de  Péquation  qui  a  pour 
racines  les  n  expressions  dont  on  vient  de  parler  :  dans  le  cas 
où  il  est  puMiier,  Abel,  dans  le  Mémoire  cité,  est  parvenu  h 
donner  les  deux  formes  suivantes  aux  expressions  algébriques 
cherchées.  La  première  est 

(tome  n  des  Œuvres  complètes^  page  ao4)»  où  p  désigne  le 
degré  supposé  premier  de  l'éqnation,  p^  une  fonction  ration- 
nelle de  A ,  B ,  C ,  eic  ,  5  une  fonction  algébrique  des  mêmes 
quantités,  ti/k  [s)  une  fonction  rationnelle  de  #  et  de  A, 
C ,  etc.  La  seconde  forme ,  qu'on  trouve  à  la  page  190  du  même 
volume,  est 

l       1  » 

où  pt  est  une  fonction  rationnelle  de  A ,  B,  C,  etix  ,  et  où 
R,,  R2,  etc.,  sont  les  racines  d'une  équation  du  degré  —  t 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  A,  B» 
C,  etc.  M.  Mairosten  a  donné  de  ces  deux  formes  une  démons- 
tration étendue  (tome  XXXIY  du  Journal  de  Crelle},  mais 
qui  aurait  besoin,  si  je  ne  me  trompe  »  d'être  complétée  dans 
quelques-unes  de  ses  parties. 

»  Uest  bien  vrai  que  toute  fonction  algébrique ,  satisfaisant  au 
problème  pro|)osé  »  doit  pouvoir  se  mettre  sous  ces  deux  formes  ^ 
mais  ces  formes  sont  encore  trop  générales  «  c'est-à-dire  qu'elles 
renferment  des  fonctions  algébriques  cpiî  ne  répondent  pas  k  1» 
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question.  Je  les  ai  donc  cliidircs  <le  plus  près,  et  j'ai  trouvé 
d'aboid  ijue  parmi  les  fonctions  renfermées  dans  la  forme  (2), 
celles  qui  satisfont  âu  problème  proposé  doivi  nt  nvuir  la  pro- 
priété non-seulement  que  les  fondions  syni*  tiitpus  de  R, , 
Bj,  etc.,  soient  rationnelles  en  A,  B,  C,  etc.  (ce  qu'Abel  a 
remarqué),  mais  aussi  que  les  fonctions  cycliques  des  quantités 
R, ,  Bi,  etc.,  prises  dans  un  certain  ordre,  soient  également  ra- 
tioDDeUes  en  A,  B,  C,  etc;  :  en  d^autres  termes,  l'rquation  de 
degré  p  —  1,  dont  B,,  B, ,  etc. y  sont  les  racines ,  doit  être  une 
équation  abéiienncm  J'entendrai  toujours  ici  par  équations  abé- 
Jiennes  cette  cluse  particulière  d'équaliotis  résolubles  qu'Abel  a 
considérées  dans  le  Mémoire  XI  du  premier  volume  des  OEuimir 
complètes ,  et  dont  je  supposerai  les  coefficîenis  fonctions  ration- 
nelles de  A»  B,  C»  etc.  En  désignant  par  «1,  x,^. .  ««des 
racines  prises  dans  un  ordre  déterminé»  ces  équations  peuvent 
être  définies  soit  en  disant  que  les  fonctions  cycliques  des  radncs 
sont  rationnelles  en  A ,  B ,  C ,  etc.  (* } ,  soit  en  disant  qn*on  a  les 
relations 

où  0  (  Jr)  est  une  fonction  entière  de  x  dont  les  coefficients  sont 
rationnels  en  A  ,  B  ,  C  ,  etc.  IVoiis  reviendrons  tout  à  Tbeure  sur 
ces  équations  dont  la  considération  est  du  plus  haut  intérêt  au 
point  de  vue  de  l'analyse  et  de  la  théorie  des  nombres»  et  aussi, 
comme  on  le  voit»  au  point  de  vue  de  l'alg^re  proprement 
dite. 

*  Un  nouvel  examen  des  formes  (1)  et  (  a  )  fournit  encore  une 
détermination  plus  précise  des  quantités  R  qui  figurent  dans  la 
seconde.  On  doit  avoir,  en  eiïet» 

(3)  H, 


(*)  On  nomme  foncUoD  trtUque  de  n  qnanlitéft  «'( •  r  ru»  Vcx 
pression 

(jr, ,  -I-        -h  «*»,-»-..  .  -I-  Jr^)", 
oit  et  eit  racine  de  «t*  =s  1 . 
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où    ,  r^^f  etc.,  sont  les  p — i  racines  d*une équadon  abéliemie 

quelconque  du  degré  u  —  i ,  c'est*à-dire  oCi  les  fonctions  symè* 
triques  et  les  fonctions  cycliques  des  quantités  r  (prises  dans 
l'ordre  des  indices)  sont  rationnelles  en  A,  C,  etc.,  où ,  de 
plus,  P(r}  est  une  fonction  rationnelle  de  r  et  de  A,  B,  C,  etc., 
et  où  enfin  7^  dt^sit^ne  le  plus  petit  reste  |i(isifif  de  suivant  le 
module  g  étant  une  racine  primitive  tîe  u.  Si  l'on  substifiie 
cette  valeur  de  Rx  dans  l'expression  (2),  on  obtient  une  forme 
qm  non-senlement  renferme  toutes  les  expressions  satisfaisant 
M  problème,  mais  (ce  qui  est  ici  le  plus  essentiel)  n'en  renferme 
pas  d'antres.  En  d*autres  termes ,  la  forme  ainsi  obtenue  vérifie 
identiquement  nne  équation  du  degré  y  dont  les  cœflicients  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  A,  B,  C»  etc.  Les  antres  ractncs 
s'obtiennent  par  la  combinaison  des  diverses  valeurs  des  radi- 
caux dans  la  forme  (  2  de  façon  qne  la  m*^  racine  eat 
donnée  par  la  formule 

III  t 

«I  désignant  une  racine  f*'^  imaginaire  de  Tunité,  et  les  quan- 
tités R  étant  déterminées  par  la  formule  (3). 

»  De  là ,  il  suit  d'abord  que ,  tandis  que  les  fonctions  symé- 
triques des  quantités  s  sont  rationnelles  en  A,  B,  C,  elc  ,  les 

fonctions  cycliquts  des  mêmes  qn;intii«  s  prises  dans  l'ordre  des 
indices  sont  tics  fonctions  raiioiiiulks  de  A,  B,C,etc. ,  de 
r,  ,  r, ,  etc.,  ft  <le  w.  On  voit  l  i  (]U(   .  toutr  rquntion 

rpsnliihlc  algi'hrirjurnteat  tViin  degré f^rmurr  u  csi  11 /te  équation 
abrlit-nnc,  quand  on  regarde  comme  connue  une  quantité  p,  qui 
ellc-niéme  est  racine  d'une  équation  abéiienne  du  degré  p  —  i , 
nu  bien  encore  que  1rs  ^  nuintf  d'une  équaiion  résoluàie  tMtt 
itm^oun  iiées  entre  elles  de  façon  que  Von  ait 

c«(fy(«,p,)  désigne  une  Jonctton  rationnelle  de      de     et  de 
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Ay  B»     eie,  pi  tf<f  I0  racine d'ime équation  ahéUemie 

dont  Us  cot^J^eaa  sont  des  /ôneHoas  rationneUes  de  Af 
Cf  etc.  Cette  relation  entre  les  nicmei  de  tonte  équation  réso- 
luble est  d'ailleurs  la  vraie  source  de  U  propriété  assignée  |iar 
Abel  et  Galois  comme  le  caraclèfe  spécial  des  équations  résolu- 
bles d*un  degré  premier,  savoir  :  que  chaque  raeinr  doit  éire 
une  /onction  rationnelle  tie  deux  autres.  Purini  les  consé- 
quences iniL'i  t's&anleii  qui  découlent -des  résultats  précédcnls,  je 
me  bornerai  à  une  seule*  c'est  (pic  la  ijuautité  r,  ,  en  tant  que 
racine  d'une  équation  nhélienne  du  dci^ré  p—i,  ne  contenant 
que  <les  radicaux  dont  les  indices  s(ml  diviseurs  de  t*  — i  ,  on 
pouvant  être  ramcnf  c  à  n'en  contenir  qi»e  de  tels,  la  racine 
eiie-méine  de  toute  équation  résoluble  pourra  s'exprimer  par 
ks  radicaux  dont  on  vient  de  parler  et  par  des  radicaux 
d'indice  ft.  Abel  (autant  que  je  le  sache)  n*a  fait  cette  impor- 
tante remarque  que  pour  p  =  5  et ,  poar  ce  cas ,  \\  a  donné  la 
fornie  la  |iius  générale  de  la  racine  d'une  éqaatton  résoluble 
(tome  II  des  Œuvres  complètes^  page  a53).  Mais  il  faut  observer 
qu*il  s'est  borné,  dans  cette  recherche ,  aux  équations  dont  l«t 
coefBcients  sont  des  nombres  entiers. 

»  Le  problème  primitif  est  maintenant  ramené,  en  vertu  de 
féquation  (3) ,  à  trouver  la  forme  la  plus  générale  de  la  quantité 
ou,  |)our  mieux  dire,  de  l'expression  rt.  D'après  ce  qu'on  a 
établi  ci-dessus  au  sujet  de  r, ,  r^,  etc. ,  ce  second  problème  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

»  Le  nombre  n  rCa/it  <Io/rné,  trouver  ta  forme  la  f>!  us  générale 
d'rtne  Jonction  a  Igt- brique  de  A,  B,  C,  etc,^  telle  ti  ne  j  pan  m  les 
flivrrscs  expressions  qui  résultent  de  la  combinaison  des  valeurs 
des  radicaux  dans  celte  fonction  ,  tl  y  en  ait  n  dont  les  fonctions 
Sfinétrit^ues  et  cycliques  [celles-ci  étant  relatives  a  un  ordre  dé- 
terminé des  n  expressions)  soient  rationnelles  en  à,^  etc, 

(•)  J'ai  fait  dans  co  passage  quelques  corrections  qui  m'ont  uto  irnli- 
quées  par  M.  Kronccker  lui-môme.  quantité  que  nous  rcprescnton6  ici 
par  »c  trouve  désignée,  à  tort,  dan»  les  Comptes  rendus  d«  l'Académio 
Seienee»  d*«  Berlin,  par  la  leltra r..  Cette  aouTelle  ncioe  (»,  dépend 
de  U  Tsdne  r,  d'uae  manière  irès-iiniplo;  louieroie  ces  deui  qaantit^i 
aoni  dilttrenfea  entre  elles. 
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»  Et  l'on  voit  que  ce  second  proliièiiie ,  énoncé  en  gros  pour 
ainsi  dire,  revient  h  trouver  toutes  les  équations  abéUennes^ 
oonome  le  problème  primitif  consistait,  en  quelque  sorte,  à 
tnwfer  ^u$es  le*  équaHoas  résolubiet. 

«  Bo  traitant  ce  second  problème ,  on  se  trouve  ramené  à  disr 
tingner  les  cas  où  it  est  îin  nombre  premier,  ou  une  puissance 
de  nombre  premier,  ou  un  nombre  composé  quelconque  :  mais 
oe  dernier  cas  se  ramène  aux  deux  autres;  car  la  solution  du 
problème  pour  un  nombre  composé  a  s'obtient  dès  qu*on  Ta 
résolu  pour  les  cas  où  le  degré  de  Téquation  abélienne  est  une 
des  puissances  de  nombre  premier  contenues  dans/r.  D'ailleurs, 
à  part  (juelques  complications,  le  problème  n'offre  pas  plus  de 
tliilirultés  pour  une  puissance  de  nombre  premier  cpie  piutr  un 
nojubre  premier.  Serdement,  <lans  le  cas  le  i)lus  simple  en  appa- 
rence, où  n  est  ét^al  au  cube  ou  à  une  puissance  plus  élevée  do  2 , 
la  méthode  que  j  ai  emplovee  avec  succès  dans  tous  les  autres 
cas  ne  suffit  plus  ii  la  solution  complète  du  problème,  et  je  n*ai 
pas  encore  trouvé  la  modification  qu'elle  exige  alors.  Comme  In 
solution  du  problème  primitif  pour  le  nombre  premier  exige 
la  solution  du  second  problème  pour  a/  =  ft^i,  je  ne  pourrais 
donc,  jusqu'à  présent,  donner  le  résultat  complet  que  pour  les 
nombres  premiers  ft  qui  ne  9fmt  pas  de  la  forme  8A  + 1.  H 
suffira,  du  reste,  au  but  de  cette  communication  préliminaire  et 
pour  èdaircir  la  matière,  d*exaroiner  ici  le  cas  du  second  pro- 
blème, où  n  e$t  un  nombre  premier  impair.  Je  ne  donnerai  pas 
seulement  le  résultat  relatif  à  ee  cas ,  mais  j*indiquenù  brièvement 
la  méthode  qui  m*y  a  conduit,  attendu  qu'elle  est  extrêmement 
simple  et  qu'elle  fournit  les  principes  essentiels  pour  la  solution 
de  ce  second  problème  dans  les  autres  cas,  et  aussi  pour  la  so- 
lution du  problème  priiiiitil. 

»  Kn  consei  vant  les  notations  •  mpluvccs  par  Abel  i  tlans  li' 
Mémoire  n°  XI  déjà  cité  du  tome  1  '  Jcs  OEuvres  complètes  ) ,  et 
en  ayant  éf^^ard  à  la  définition  <li  ja  donnée  des  équations  abé- 
liennes,  on  peut  énoncer  comme  îl  suit  le  problème  dont  il 
s'agit  : 

»  Trouver  la  fonction  algé&rique  la  plus  générale  z,deAf  B, 
eie.,  satisfaisant  à  une  équation  du  n'*^  dogré,  et  telle  que 
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ceiic /onction     et  Its  antres  radars      S|  j.  « ,  x.^,  l'é^ua- 
ilon  vérifient  Us  reiaiions 

4>ù  0(s)  est  mne/imction  nationnelle  de  %et  de  k^h^C^  eie* 

»  AdmeCtoos  que  A  soit  un  nombre  premtery  et  adoptant  uoe 
notation  introduite  par  BI.  Jacobi ,  poions 

H-  . .+  ««-I  ùL*—  =  (a,  «), 

où  a  désigne  une  racine  /i'**'  de  i  uuite;  nou$  aurons 

(5)  /is^  =(!,«)+        (a,  «) (a%*)  -+-...-i-a~*"~'^'  (a-',  5), 

tld  sdivaiil  la  inarche  tracée  pat  Abel ,  uti  aiuiurera  ensuite  (jue, 
pour  tout  nombre  entier  x,  on  a  les  équations 

(a,  z)'  =  (a^  ,  *)  9(a),     {a%«)*  =  «)  y  (a»)» 

(%\z)'  S5         ,2)  <j>  (a*),.  .  ., 

où  f  (a)  est  une  fonction  rationnelle  de  «  et  de  A,     C,  etc. 

•  Si  maintenant  on  met  pour  x  une  racine  primitive  g  du 
nombre  premier  Jt,  tellement  choisie  que  ~i  ne  soit  divi- 
sible par  aucune  puissance  de  a  plus  élevée  ({uc  la  première,  on 
obtiendra  des  équations  de  cette  forme, 

(«,  (af, »)/(«),  {ai,  »)#=  («f %»)/(«#),. .  . , 

(af""',  z)e  =  (a,  2)/(a*'*~'). 

Élevons  la  première  de  ces  équations  à  la  puissance  g'^*f  la 
seconde  à  la  puissance  et  ainsi  de  suite ,  puis  multiplions- 
les  membre  à  membre;  il  viendra 

(7)      {«.»)*""'-'  =/(«)*""'  /(««)»-'.../(««-). 
Posons  à  présent 

g'*-*  —  1  =  #«.«, 
m  n'étiint  pas  divL^ibk-  par  /i,  d'après  la  supposition  préccdem- 
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mem  Cûlr;  mnm mmwis,  m  vntB  de  Tcfntiaft (6' « 

n'*nliat  «|ui  sub&lsle  |K»ur  chacune  dt-s  %<iieurs  de  x,  comme  on 
peut  k  dcmoolrvr,  et  qu'on  meura  aisément  sons  cette  forme  , 

•  Id  11  Ikot  aïKfidie  far  ehaciiD  de»  expociDis  fnKlioii- 
nairat  eontenos  dans  U  pareothcte,  non  pas  cet  expoiaDi 
Int-oiéiiie,  nuii  son  plus  petit  résidu  poskir  rHattiremeotaii  mo- 
dale n;  d'ailleurs  Ff  2)  dï-signe  comme  /{si)  une  fonction  ra- 
tionnelle de  et  de  A  ,  fi,  C,  etc.  Cette  expression  de  (a",  s) 
étant  sulHtiliiée  dafi-»  1  <  quation  (5;,  on  obtient  une  forme  que 

doit  nécessairement  avoir,  et  qui  «.itisfait  toujours  au  pro- 
blème, quelles  que  soient  les  fonctions  rationnelles  de  c  et  de 
A«      Cf  etc.,  qu*on  prenne  pour /(a)  et  F  '2]. 

•  La  comparaison  de  ce  résultat  avec  la  forme  générale  don- 
née ci-deisas  des  racines  d'une  équation  résoluble  du  degré 
conduit  à  «les  propositions  intéressantes  :  mais  des  eonséqoeoocs 
plus  intéressantes  encore  se  tirent  de  la  comparaison  de  Tcxpics- 
sioo  (8),  en  y  supposant  que  A ,  B  ,  C,  etc.,  soient  des  nom- 
bres entiers,  avec  l'expression  correspondante  que  fournissent 
certaines  équations  abéiiennes  qui  se  présentent  dans  la  théorie 
de  la  division  du  cercle,  particulièrement  avec  la  forme  Irès  re- 
mîircpial)le  donnée  pour  (a,  u.  »,  piir  M  .  Kumin*  i  .Journal  de 
Crellc,  lome  XXXV,  page  363).  Cc»tte  comparaison  loiunit  en 
effet  le  théorème  suivant,  qui  -a  lieu  non -seulement  pour  un 
degré  premier,  mais  dans  tous  les  cas,  savoir  que  : 

"  Les  raeinex  de  loute  équation  abélîennu  à  corj/icients  entiers 
pcuiffit  être  exprimées  ratiotmeUancHt  au  mojcn  des  racines  de 
Vanité, 
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ir  Ainsi,  ces  équadoiis  abélienoes  générales  ne  sonl  rien  antre 
dmae  en  réalité  que  ks  équations  de  la  diviùon  du  eercle. 

«  Il  existe  une  relation  pareille  entre  les  racines  des  équations 
abélienncsdont  les  coefficients  sont  des  nombres  oom|ilexes  de 

la  forme  a  -i-  &       t  et  les  racines  des  équations  ciuî  se  pré* 

sentent  dans  la  division  de  la  lemniscate  :  on  peut  généraliser  ce 
icsLiltatcl  l'étendre  à  toutes  les  équations  abrlictincs  dont  les 
coeliicicnts  contiennent  des  nombres  irracionneis  dciermioés  et 
racines  d*équatioos  algébriques. 

V  J'ajoute  encore  «nercuinnjue  :  si  l'on  appli(|ue  à  la  forme  (3) 
le  théorème  précédent  sur  les  racines  des  équations  abéliennes 
à  coenicients  entiers ,  on  trouve  que  la  racine  de  toute  équation 
résoluble  du  degré  fi  à  coefficients  entiers  peut  être  regardée 
comme  une  somme  de  racines  pi''**''  de  nombres  complexes  ra* 
tioonels  formés  avec  les  racines  de  Tunité.  Aiosi»  la  forme 
nécemaire  et  snfBsante  la  plus  générale  de  toute  racine  d*une 
équation  résoluble  du  degré  p  i  coefficients  entiers  s*exprime 
an  moyen  de  ces  nombres  complexes:  toulefnis»  larecberche 
effective  de  cette  forme  exige  une  suite  de  ))ropositionssur  les 
nombres  qui  dépasseraient  tes  bornes  de  cette  commumcaiion.  » 

iVbHr  relative  au  préeédent  Méoioire» 

m 

Mon  ami,  M.  Hennite  ,  m'a  communiqué  une  démonstration 
très^mple  de  Tun  des  théorèmes  de  Galois  dont  il  est  parlé 
dans  le  Mémoire  de  M.  Kronecker;  je  crois  faire  une  chose 
Utile  en  la  reproduisant  ici.  Le  théorème  dont  il  s*agit  consiste 
en  ce  que  : 

Étant  données  dt  ux  qudcoaqan  det  mines  d'ans  éqo/atiim 
inédaietihh  de  degré  premier^  solable  par  radicaux ,  ies  aaires 
s^en  déduisent  rationnellement, 

Lbiimb  L  —  ^ent 

F(x)  =  o 

luie  équation  irréductible  de  degré  quelconque  n ,  €t 

^es  n  racines.  Si  toute»  hs  Jom: lions  des  rm  incs  invuriaOlcs  par 
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Ic.t  subatitutions  tic  la  forme  Xi,  xi,^^  (les  indices  étant  pris, 
f(jmnn'  tait  GaloLs,  huivatit  le  module  n)  sont  rationnelin/icnt 
connues  f  on  fjoiirra  déterminer  rationnellement  une  /onction 
entière  f  {jp)  t/u  degré  n  —  i ,  teiie  que  Von  ait 

On  a»  en  efUet, 

F  (x;  =  (x     X,)  (x  —  X,), .    . ,  (x  —  x,_,)  , 
et  »  à  Ton  poie 

il  est  évident  que  15»  (x)  sera  une  fonction  entière  du  de- 
gré /?  —  I  en  X  et  que  ses  (  oefficients  st  1  ont  des  fonctions  des 
racines  invari.-d>l<^  par  les  substitutions  de  la  forme  X4,  x^^i  j 
on  voit  aussi  immédiatement  que  Ton  a 

?  (^t)  =  X,  ,  ^  (x,  )  =  JT,,  .  .  .  , 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

LsMHB  II.* —  Si  une  équatiom  irréducUbie  de  degré  premier  n. 
en  telle,  que  toutes  les  /onctions  des  racines  invariables  par  les 
substitutions  de  la  /orme  Xkf  «ri^.! ,  et  de  ht  /orme  x^p  «pi,  p  * 
désignant  une  racine  primitive  den^  soient  raHonnell^ent  eon^ 
nues,  on  pourra  déterminer  rationnellanent  une  /onction  en- 
tière f  (x)  de  dr,gré  «t  ^    telle  que  Von  ait 

/x,-hXx       -hVx,  ^,  \'«-'=ç(x,), 

/«•-hXj:        4-X'x         -h..,-f-X*-»x  )*"'^./,.  \ 

\  /3-HI— I  0'+^— I  |B       -Hl— 1/  —TV"*"—'/» 

indices  étant  pris  toi^ours  suivant  le  module  netX  désignant 
une  racine  de  Véquation  binôme  X*"*  =  i . 
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Pour  démonlrar  oelte  proposition ,  nous  ferons  voir  que  le 
système  des  équations  linéaires  ainsi  posées  entre  les  cocfficiems 
indéterminés  de  la  fonction  ^ ,  n*est  pas  altéré  lorsqu'à  la  place 
d*tttte  racine  quelconque  xk  on  met  xi^.,  et  aussi  quand  on  rem- 
place jri  par  xpn . 

Le  premier  point  est  évident,  puisque  chaque  équation  se 
déduit  de  ia  précédente  ,  en  ajoutant  une  uniie  aux  itidin  s  (1rs 
racines,  et  qu'en  opérant  de  la  sorte  sur  la  dernière  on  reproduit 
la  première. 

Le  second  point  se  vérifie  aussi  immédiatement  par  rapport  à 
réquation 

\  P  P  P  ' 

car  la(ji  ^1)^  puissance  de  U  fonction  linéaire 

P  P  P 

ne  change  pas  quand  on  multiplie  cette  fonction  par  X;  or  cela 

revient  à  multiplier  les  indices  des  racines  par  p,  ce  qui  ne 
change  pas  uou  plus  le  second  membre  v  (-r„)  Mais  les  autres 
équations  du  système  ne  se  comportent  pius  de  méiuc.  Dans 
Tune  quelconque  d'entre  elles 

faisons  asp'^(uîod.  //).  ce  qui  est  possible,  puisque  «ne 
reçoit  plus  la  valeur  séro  ;  il  viendra 

et,  en  multipliant  les  indices  par  p, 
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Or  la  (a  ^  1  y'*^  puisMiice  de  la  foBctioo  lifiéaife 

ne  change  pas  (|uancl  nn  miilliplic  cette  fonction  par  au 
lieu  de Téqualioa  (2)  on  peut  donc  écrirè  la  suivante  : 

Or»  en  remarquant  que  fF^^  s  1  (mod*  on  reconnaît  que 
odle-d  se  déduit  de  réquation  (1)  par  le  chaogiement  de  en 

Il  suit  de  là  que  la  substitution      Xpi,  ne  fiiit  que  permuter 

circulairement  nos  équations,  rangées,  à  partir  de  la  seconde , 
suivant  l'ordre  des  valeurs  croissantes  de  ft.  En  les  résolvant 
par  rapport  aux  coefficients  de  ^ ,  on  sera  conduit  à  des  fonctions 
rationnelles  des  racines,  invariables  par  les  substitutions  xi,. 
Xk^i  et  Xàt  Xpài  de  sorte  que  ces  coefficienli  s'exprimeront 

bien  rationnellement ,  comme  nous  l'avons  annoncé.  Kotre 
lemme  est  donc  démontre,  et  on  en  déduit  le  suivant  : 

Lebimk  III.  —  Si  une  équation  de  dc^rr  /}n-/rner  est  résoluble 
algébriquement ,  l'èqnntion  de  de^rc  moindre  d'une  unité ,  qu'on 
forme  en  divisant  son  premier  membre  par  un  de  ses  facteurs 
linéaires  f  appartient  à  la  classe  des  équations  nommées  abé' 
Hennés  par  M*  Kronecker. 

En  effet,  relativement  à  réquatiqn  de  degré  n  — 1,  qu*on 
obtieot  par  la  suppression  du  facteur  x — et  dont  les  racines 

ont  été  représentées  par 

•-l-«t'  '  p*^'-*-*' 

on  connaît  rationnellement  la  fonction  résolvante 

\  p 

Les  trois  lemmcs  que  nous  venons  de  démontrer  permettent 
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maintenant  d  établir  ti  is  aii>eiiK-nt  le  llieoivote  que  nous  avons 
en  vue.  Faisons,  pour  un  instant, 

f  -♦-ee 

Pvii^e  nous  eonnaiiaoïift  (leimne  III),  en  fonction  rationodle 
de      rexpretsioii  * 

nous  devons  pareillement  regarder  comme  connue  toute  fonC" 
don  rationnelle  dei  ncines  Xi,  invariable  par  les  stibstitutbna 
delà  forme  X«,  Xa^.  Ceci  noua  place  dans  les  conditions  da 
lemme  I;  ainsi  nous  pouvons  former  une  fonction  f  telle ,  qu'on 
lit  géncmlement 

Xâ^i  =  f  (X|). 

D'ailleurs ,  les  coefRcients  de  cette  fonction  s  exprimeront  ra- 
tionnellement par  les  quantités  connues  et  la  racine  ^r^;  de 
sorte  qu'en  mettant  cette  racine  en  évidence,  nous  aurons 

XiM.,  :=f^X|,  x^y 

ou 

Or  on  peut  prendre  p*sG,  Ç  étant  un  entier  arbitraire,  mais 
essentiellement  liiiïérent  de  zcro^  il  vient  ainsi 

Cette  équation  exprime  précisément  la  relation  que  nous  nous 
proposions  d'établir  ;  elle  montre  très-Aicilement  comment  toutes 

les  racines  s'expriment  de  proche  en  proche,  au  moyen  des  deux 

racines  arbitraires  x  ,x    ,    ,  et  iiici  inimciiiaiemcnt  en  évi- 

dence  dans  que)  ordre  elles  naissent  ainsi  les  unes  des  autres. 

Il  est  aisé  de  démontrer  que,  réciproquement,  la  relation 
précédente  admise  entre  trois  racines  '«.^«t  '«h-^C' 
entraîne  la  résolution  par  radicaux  de  l'équation. 


574  *0TE  xifi.  • 

A  cet  et^t,  soient  9  une  racine  de  Véquation  binôme  x"=  t ,  et 

la  fonction  résolvante  de  Lagrange.  D'après  la  propriété  carac- 
téristique de  cette  fonction ,  on  pourra»  sans  altérer  sa  Ysteor» 
ajouter  aux  indices  des  racines  un  nombre  entier  arbitraire  et 
écrire 

P  (  «)  =  «  ^«  H-  «  +  ^'     Hr  a     •  •  •  -H  e-  '      ^  .  _  ,  )•. 

Cela  pos»',  soit  6  un  autre  nombre  entier  arbitraire,  mais  diffé- 
rent de  zéro  et  prenons      de  manière  qu  uo  ait 

C^t  S5  t    (  mod.  n  )  ; 

on  voit  immédiatement  que  l'on  a 

et  il  est  clair  qu'en  emplojaat  la  relation 

on  pourra,  par  des  substitutions  successives,  transformer  le 
second  membre  èn  une  fonction  rationnelle  n  des  deux  racines  » 

^  manière  à  avoir 

F(9'-)  =  n(x„  ,.^,) 

pour  une  valeur  quelconque  de  Tindice  arbitraire  «. 

Cela  étant ,  soit ,  comme  plus  haut ,  X  une  racine  de  Tequation 

binàme  x'~    =  i,  ia  iutiition 

^^"-'»(-«''«^.-«)  J 

conserve  la  même  valeur  quand  on  met  an  lieu  de  6,  c'est-à- 
dire  qu'elle  est  indépendante  de  la  valeur  attribuée  à  C».  Chacun 
des  termes  dont  elle  se  compose  est  d'ailleurs  indépendant  de  a; 
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donc,  en  la  transformaol  au  moyen  de  la  relation 

en  une  foDction  rationnelle  des  deux  seules  racines  ^^^^^^^^t 

cette  fonction  devra  se  réduire  à  une  quaniîié  connue.  EfTecli^ 
iremeni»  si  une  foncdon 

conserve  la  même  valeur  ,  quels  que  soient  les  indices  a  el  6, 
te  second  étanl  difTérenl  de  zéro,  on  peut  écrire 

n—  I  n  —  I 
O  I 

relation  dont  le  second  membre  est  une  fonction  symétrique  de 
toutes  les  racines  Xo ,  x, , . . . ,  ar„_,. 
il  resuite  de  là  que  nous  pouvons  regarder  lesn  —  i  quantités 

comme  les  racines  d'une  équation  abélienne  résoluble  par  Texlrac- 
lion  d'un  seul  radical  de  degré  n  —  î  .  Or  ces  quantités  une  fois 
obtenues,  nous  connaissons,  poui  totiie»  les  valeurs  de  6,  excepté 

6  =  0,  Ift  puissaikoe  de  la  fonction  résolvante  F 
donc,  par  l'extraction  de  a  — i  radietnx  du  dcgrè,  nom 
aurons  ces  diverses  fonctions  résolvantes,  et,  par  conséquent, 
les  racinet  elle»>mémes.  On  sait  d'ailleurs,  par  une  observatio» 
d*Abel,  que  ces  n  —  1  radicaux  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  de  Tun  d'entre  eux  et  des  quantités  sur  lesquelles 
ils  portent ,  quantités  qui  sont ,  comme  uous  venons  de  le  dire , 
les  racines  d'une  équation  ubêliennc. 
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NUTE  XIV. 

M»  LiVAUVATIOlf  kWMCOtw,  ItV  FRODU1T  I.a.3...X, 
-  QUAND  X  EST  OH  OUAHO  XTOMBllE. 


La  formiilc  qui  fait  connaître  la  valcui*  approcliee  du  produit 
1 .2.3. .  .or  quand  x  est  un  grand  nombre  ,  est  nécessaire  pour 
rinlelligence  de  l'analyse  que  nous  devt  Inpperons  dans  la  Noie 
suivanfe.  Je  me  propose  ici  dVlablir  le  plus  brièvement  po«;sihle 
celle  fornmlf  remarquable.  Les  méthodes  les  pins  simples  qui 
aient  été  proposées  pour  cet  objet  sont ,  à  lAon  avis,  celles  que 
MM.  Binet  et  Cauchy  ont  publiées  dans  ces  dernières  années  (  *  ). 
La  marche  que  nous  adoptons  ne  difTèie  pas  essendeHemcnl 
de  celle  qui  a  été  suivie  par  M.  Cauchy. 

De  la  fonction  T  (  ). 

Legendre  a  représenté  par  la  notation  Y{x}  Tintégrale  dé* 
finie 


où  e  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens*  Celte  fonction 
T(x)  constitue  la  seconde  espèce  des  intégrales  dites  etUAieitnet $ 
elle  a  une  valeur  finie  pour  t<iute  valeur  podtivedex,  mais  elle 

est  infinie  lorsque  x  est  nulle  ou  négative  :  nous  supposerons 
toujours  X  réelle  et  positive  (  **  ). 

En  inlcgrant  par  parties  la  différentielle  a 'e**"  il  a  9  il  vient 
a  e     aass  —  a  e  la     «  aa; 

(•)  Voir  h'  XW!!!*"  cahirr  «T't  Inttt  nnl  de  l  Ecolr  Poh  irrfinKjnr,  ot  Ic 
tome  11  des  Exercices  d'Anat/tc  ci  de  i^kjsujue  malhémuit^uc  de  iVl.  Caucby. 

("*)  Nout  août  bomont  ici  aax  Molet  propriétés  d«ft  foncltoiu  T  qui 
«ont  néceMwlrM  pour  Totijet  que  nous  avons  en  vue. 
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si  l'on  prend  les  intégrales  entre  les  limites  Oi;t  co ,  et  si  Ton 

observe  t^ue  (x        est  nulle  aux  limites,  il  vient 


c'est-à-dire 

r(*-J-i)  =sa:r(4p). 

Or  on  a  évidemment 


—  « 


donc ,  dans  te  cas  particulier  de  x  entier^  on  a 

r(x-i-i)=  1.1t. 3*.  •x, 
Nous  avons  besoin  encore*  pour  notre  objet|  àe  connaître  la 
valeur  de  r{x)  pour  x-=z^*^\t  moyen  le  plus  aisé  d*obte- 

nîr  cette  valeur  a  été  dotiné  par  Poisson  dans  son  Traité  âé 
Mécanique.  Voici  en  quoi  il  consiste.  On  a 

ou,  en  posant  a  =  x% 

ICO 


(i)="f 


ou 

/.\  /»-4-« 


00 


On  aura  aussi ,  en  mettant  j  au  lieu  de  «| 


e-''  djr. 


3, 
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et,  pat  suite, 


-00  «/ —  oc 


Si  l'on  pose 


et  qne  l'on  considère,  ,  ^  ,  =  l  Uiiime  dos  coordonnées  rectan- 
gulaires, l'équation  précédente  représentera  une  surface  S,  et 

i)  est  évident  que  l'expression     (^~^  exprimen  te  Tolume  11»- 

défini  compris  enri  r  le  pian  xy  et  la  surface  S.  Cette  surface  est 
de  révolutiou  autour  de  l'axe  des  2,  et  la  courbe  méridienne  a 
pour  équAtioB  t  =  e-"'  dans  le  pkn  «s;  cette  conaidénition  va 

nous  donner  la  valeur  du  voluiue  représenté  par  * 

eomposons  ee  Tolunie  ea  tranebes  pavatlèles  au  plan  «f,  et 
désignons  par  x  l'abscisse  de  la  courbe  méridienne  ;  l'exprassion 
des  Irancbes  dont  il  s'agit  sera  ir  <b  et  nous  aurons  à  intégrer 
cette diiïirentielle ^tre  les  limites «  =  od  etx=ro«  Orona 

<ls  =  ^  2»  e-**rfr; 

donc 

ou,  en  posant  x  = 

r' (î)  =  "  jT '  «     rf«  =  « r(»)  = 
miM^rat  la  fadac  cance,  il  Tient 
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De  la  fonmion  /o^  r  (x). 
Si  »  dans  Tiolégraie 

(1)  r(x)  =  y  «'-'4tr-*rf«, 

* 

on  met  m  «  au  lieu  de  « ,  m  étant  une  quantité  positive ,  il 
vient 

(2)  r(x)=:m'  y* 

d'où 

t  '        /         *—»     -«a  * 

formule  dont  on  fait  un  fréquent  usage.  En  particulier ,  pour 
4r=  1^  on  a 


aittkipliam  celte  équation  par  dm  et  intégrant  ensuite  entre 
les  limites  i  et  m ,  on  obtient 


(4)  \fs^m^J^  rf« 

la  caractéristique  tog  désignant  ici  »  oomnw  dans  tout  ce  ^i  va 

suivre,  un  logarithme  népérien. 

Si  l'on  fait  successivement,  dans  l'équation  (4),  /w  =  i  ,  2  , 
3, . . . ,  (x —  1)  et  qu'on  ajoute  tnsuile  tous  les  résultats,  il 
viendra 

......  (x-.)= jT*  !"(.-.)  ■•+'-''-''•)] 

ou,  à  cause  de  1,2...  (x  —  1  )  =  r  (x), 

(5)  .loBllx)=J  |(.r^,),-«-îlIziL^J^. 

37. 
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Cétte  formule  (5  y  que  nous  venons  d'obtenir,  dans  l'hypo- 
thèse  de  x  entier ,  est  générale  et  a  lieu ,  quel  qtie  soit  x. 
En  effet,  la  dérivée  r'  (x)  de  r  (x)  a  pour  valeur 

r'  (x)  =  «'-*  e-*  log  a 

par  la  formule  (4)  i  on  a 


6 


Iog«=z=    I  "  


donc 

m   

-«6\  </« 


-rv[--r'"'"'-x"--'"'"'"''-]^ 

les  intégrales  relatives  à  a  qui  ligurentdans  cette  valeur  de  F'  (x) 
ont  respectivement  ponr  valeurs  r  (  x  )  et  ^  ^  ?  d'aprds  le» 
formules  (i)  et  (a);  donc  on  a 

Divisant  enfin  par  r       de  part  et  d'autre ,  il  vient 


6 


6 


Si  l'on  intègre,  par  rappoi  t  .i  .r  et  a  partir  de  x  =  i,  il  vieni,  a 
cause  de  log  r  (  1 1  —  log  i  =  o , 

.e,^.w=x-[(.-.i.-'-'-';u'.r'-]T'- 

A  cause  de  log  r  (2)  =  o,  on  a,  pour  «  =  2» 


Digitized  by  Google 


ffoxE  XIV.  58 1 

Ajoutons  membre  à  membre  les  égalités  (6  )  et  (7  ) ,  après  avoir 
multiplié  la  seconde  par  —  (^-^t)»  on  aura  cette  nouvelle 
expression  de  log  r  (  x },  savoir  : 

Enfin ,  si  l'on  pose 

log(t+6)=:2,    d'où  ^=se*^if 

il  vient 

(9)     ■°gr(')  =X"  [t*-')^'-'".'-!"^-""]  7' 
ce  qui  n*est  autre  chose  que  la  formule  (5). 

Détermination  de  la  valeur  approchit:  de  log  l'      »  qiuiud  x  * 

est  un  grand  nombre, 

^îous  poserons,  avec  M.  Cauchy,  les  deux  formules 

dont  la  seconde  a  été  enipîoytt  par  M.  Binet  ;  la  valeur  tjue  nous 
avons  trouvée  pour  lo^T^js)  devient  alors 

(3)  logr(u;)  =  F(*)4- 

11  est  aise  de  calculer  les  valeurs  des  fonctions  F  (jc)  et  ta  (.i^  ) 
I  _ 

pour         ^  ^ 
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ou,  en  remplaçant  z  par  2« , 

on  a  aussi 

~  X  "  i»  à 


Égalant  deux  valeurs  de  a  (i)  et  observant  qu'on  a  identi- 
quement 


il  vient 

(5)    o=    /   —  —  \ 

« 

en  retranchant  la  formule  (5)  de  la  formule  (4)>  ^î^tii 


Or  on  a 


2  \  »  /  a  a 


2  Z 

iotogranl  de  part  et  d'autre,  entre  les  limites  o  et  oo ,  il  vient 

et,  à  cause  de  la  foinnilc  (4;  du  (lataj^raplie  préctdcul, 

« 
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en 


Maintenant,  à  cause  de  r        ==  V^t?»  1a  formule  (3)  donne, 
y  faisant  x  = 

(7)  F(l)  =  iloga«-l. 

Gela  posé,  on  peut  obtenir  sous  forme  6niela  valeur  de  F  (x), 
quelle  que  soit  la  variable  x.  En  effet,  si  Ton  dilféreniie  l'équa* 
lion  (i)  par  rapport  à  x,  il  vient 

et ,  en  vertu  des  formules  (  3  )  et  (  4 }  du  paragraphe  précédent , 

F'(x)  =  log«-ij; 
intégrant  et  désignant  par  C  une  constante,  il  vient 

F{«)=:     — ^)  iog«  — «H-Gj 
faisant  «  =  i  et  ayant  égard  à  la  formule  (  7  )  >  on  trouve 

G  =  -logair, 

et,  par  suite ,  on  a 

(8)  F(x)  =       —      loga:  —  x  4- ^  logair; 
la  formule  (3J  devient  alors 

(9)  logr(*)  =  logx — x  +  ^log2ir  4-  ei(x). 

Il  est  aisé  de  trouver  maintenant  deux  limites  de  la  fonction 
o(x).  A  cet  effet,  posons 

I  1  I 

U  =3   ,  , 

I  —  f  '         Z  2 
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on  a 

 i  '      —  2)  -h  z  2 

«"  a»'      t  {n  —  a)  g* 

I  .  2  .  i        1.2.^.4  1  . 2 .  .  .  /Z 

on  trouve'  aussi  *  , . 

«  e»  (s^  —  Sit^ia)  —  g*  —  6* — la 

la  ia«(tf* — 1^ 

i.a  ?.  .3     .  fit  — 4)(«  —  3) 


i.a...5       1.2. ..6  1,2,,, .n 

ia*(e*  —  1) 

On  condut  Je  là  que,  {jour  toute  valeur  positive  de  s ,  11  es| 

z 

positif  et  moindre  que  -j^?  il  s'ensuit  que  l'on  a 

»(*)>o 

et 

»(*)<—  f  c-'»rf»<— . 
La  formule  (  9  )  donne  alors 

l  Jog  r  (x)>      — ^)  logx  — x  +  ^loga^r, 

I  iog  r(j?X  ^  X  —  -  j  iogj:  —  x-f  -ioj;  2îr  -f-  YJ^' 

On  a  ainsi  deux  limites  de  la  fonction  log  r  («).  En  ajoutant 

logj?aux  deux  membres  de  charune  de  ces  inégalités  et  se  rap- 
pelant que  d?  r  (x )  =  1  (.r  H-  i ),  il  vient 

I  logr(x-hl)]>  J  logX—  X  -h  ^log  2Tr, 

/logr(«-H)<;(jrH--  j  logJt  — ;FH--log2irH  , 

^  \2/  a  I2X 
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el,  en  reveiiatu  dc:>  iu^aniiuues  aux  nombres  y 


585 


(.2) 


I 

r ( « I )< ^ tf-* «  ■*■  ^ <f . 

On  peut  doDc  écrire,  quel  que  soiix, 

(13)  r(x -hi)  =  v^aTff  ^-■'x*-^-î(n-«), 
et,  dans  te  cas  Ue  jc  cuuti, 

(14)  I  .2.3.  .  .or      y'27r  C     x*-^ï(H- «), 
&  étant  une  quantité  qui  s'annule  pour  x  =  oo  . 

DëtermtnaCton  de  deux  limiits  entre  lesqucllts  reste  comprise 
la  sninmr  des  lof^arithmcs  népériens  de  tous  les  entiers  qui  ne 
surpassent  pas  un  nombre  donné. 

Nous  allons  déduire  de  ce  qui  procède  deux  inégalités  sur 
lestjiu'llrs  nous  aiinnis  occasion  de  nous  appuyer  dans  la  Note 
suivaiue.  Soit  a  un  nombre  entier,  faisons  x=  a  -^-i  dans  la 
première  des  inégalités  (lo)  du  précédent  paragraphe  et  x  =  a 
dans  la  seconde  des  ioégalités  (i  i)  i  oa  aura 

log  i.2.3...<i>Iog^âïr-l-(«-Hi)Iog(a-4-ij — {a-hi)—-\o^{a  4-1), 
log  1.2.3... a  <^  log^23r  H-  a  iog«  —  «  -H-loga  "♦"'J"' 

Cela  posét  désigaons  par  x  une  quantité  positive  quelconque 
au  moins  égale  à  i ,  et  soit  a  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x» 
On  a,  par  hypothèse, 

<i^x]>«-|-i    cl  «^If 
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OD  en  déduit 


4- i)  (logii 4- =  (x 4- 1)  (lofix-i)H.  ^ 


ou 

loga  —  a  4-  ^  loga  -4-  — 

"3  *  log  a?     j:  +  -  logx  H- 

Des  inëi;alilés  (i)  et  (2)  on  déduit,  en  appeLint  T  (x)  le  lu^a- 
rithnie  du  proiuiL  lic  tous  les  nombres  entier»  qui  ne  surpassent 
pas  X, 

i  T  (x]  >  log  v^27r  -h  X  logx  —  X  —  i^logx, 
I  T  (x)      log        4-  X  log  X  —  X  -t-  -  log X  -f-  —  • 
Ces  inégalités  (3)  sont  celles  que  nous  voulions  obtenir. 
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NOTE  XV. 

fUE  LA  TOTALITÉ  DIS  NOMBRBS  »a««I«ftS   COMPRIS  IVTRB  DtUX 

LIMITES  DOWNKES  ET  SUE  LE  POSTCLATUM  ADMIS  DANS  LA  VlîlO- 
TIKME  LEÇON. 


Le  problème  qui  consiste  à  déterminer  combien  il  y  u  de  nom- 
bres premiers  compris  entre  deux  nombres  donnés  n'a  pas 
encore  été  résolu  et  semble  présenter  les  plus  grandes  difficultés. 
M.  Tchebicbef  est  te  premier  qui  se  soit  occupé  avec  succès  de 
cette  question  ;  dans  un  Mémoire  présenté  en  i85o  à  l'Académie 
impériale  des  Sniences  de  Saint-Pétersbourg ,  cet  habile  géomè- 
tre a  donné  le  moyen  d'assigner  deux  limites  entre  lesquelles 
est  nécessairement  compris  le  nombre  qui  exprime  combien  il  y 
a  de  nombres  premiers  entre  deux  nombres  donnés.  M.  Tchebi- 
chef  a  déduit  de  son  analyse  la  démonstration  rigoureuse dii  pos- 
tulatuin  (i(  M.  liLTtrand,  poïlulaluni  c|ui  consiste,  comme  on 
sait ,  cti  ce  que  : 

Il  y  u  toujours  au  moins  un  nombre  premier  compris  entre 

n 

a  ei      —  a  «  «  esi  supérieur  à 

Bien  que  je  sois  parvenu  à  démontrer  le  théorème  de  M.  Ber- 
trand sans  avoir  recours  à  son  postulatum  (Note  VIUJ,  je  ne 
crois  pas  inutile  de  présenter  ici  l'analyse  ingénieuse  par  laquelle 
M.  Tchebicbef  a  obtenu  la  démonstration  de  ce  postulatum,  et 
qui  repose  snr  des  considérations  entièrement  neuves. 

Nous  désignerons  par  T  (s),  comme  nous  Vavoos  déjà  fait 
dans  ia  Note  précédente,  la  somme  des  logarithmes  népériens 
de  tous  les  nombres  entiers  qui  ne  surpassent  pas  z\  nous  dési- 
gnerons en  outre  par  0  [z)  la  somme  des  logarithmes  népériens 
de  tous  les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  s.  Les  fonc- 
tions T  (z;  et  0  (v)  se  réduisent  à  zéro  lorsque  i  est  inférieur 
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â  2.  Quand  s  sera  uae  quantité  composée,  comme 

par  exemple 9  nous  écrirons,  pour  abréger,  ^ 

propriété  fondameHUUe  de  la  foneiion  G  (s). 

La  propriété  fondamentale  sur  laquelle  reposent  les  reclier- 
ches  de  H.  Tcheblcbef ,  consiste  dans  l'égalité  suivante  : 

T(.r)  =  0  (x)^H-O 

-'(i)-(;)*-(fy*'(îA- 


OÙ  les  séries  doivent  être  prolongées  jusqu'aux  termes  qui  de- 
viennent séro 

Pour  démontrer  cette  égalité,  remarquons  que  chaque  mem- 
bre est  égal  à  une  somme  de  termes  tels  que  i(  log  a ,  ,k  dési- 
gnant un  entier  et  «  un  nombre  premier.  Supposons  que  dans 
la  suite  des  nombres  i,2,3,4}">  ^i^^^      surpassent  pas  x , 


(■)  M.  A.  de  Poliçnac,  dans  des  recherches  inlércsçnntcs  stir  les  nom- 
bres premier!»,  a  obtenu  ,  do  son  ctHé,r<>tte  relntion  i «-luar niiahlc.  Vn 
exUaildu  Mémoire  de  M.  de  i*oli(]nac  a  cle  publié  dan:»  les  Coniftiti  rendus 
de  l'Àcëiémie  det  Sciences,  avunl  que  lu  travail  de  M.  Ichcbicbul  fût 
connu  en  Françe., 
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il  y  en  ait  A|  qui  soient  divisibles  par  a;  nomitions  aussi  A,  le 

nombre  de  ceux  qui  sont  divisibles  par  a%  et  généralement  A,  le 
nombre  de  ceux  qui  sont  divisibles  par  a'  ;  il  est  clair  que  le 
coefficient  de  log  a  dansT  (x)  sera  A,  -f-  A.  -(-  Aj  H-  . . ..  Consi- 
dérons maintenant  les  termes  qui  eonqjosent  une  ligne  verticale 
du  second  membre  de  notre  égalité,  par  exemple,, 

I  I  I 

owh  «(!)',  «(J)'.-; 

on  trouvera,  dans  cette  suite,  autant  de  ternies  contenant  log  u 
avec  le  coefficient  î  ,  qu'il  y  a  de  quantités  qui  ne  sont  pas  infé- 
rieures à  a  dans  la  suite 

-'•  W  

Or  le  nombre  de  ces  quantités  est  évidemment  le  même  que  le 
nombre  des  quantités 

qni  ne  surpassent  pasx;  ce  nombre  est  précisément  celui  que 
nous  avons  désigné  par  A,-.  Donc  le  coeilicient  de       y.  dans  le 
deuxième  membre  de  notre  cgalilé  est  A,  -H  Aa  -h  Aj  4-, .  ce 
qui  démontre  rexacliiude  de  cette  égalité. 
Nous  ferons ,  pour  abréger 

(t)    ^     —  B  (z)  -h 0  («)'  -h  e  W  4-  e     + . . . , 

et  alors  Tégalite  que  nous  venons  d'établir  pourra  s'écrire 
ainsi  : 

(»)  T(»)  =  +  (x)       (î)  +  +  ^î)  +  +  (I  j       . . 

Démonstration  de  deux  incgalités  auxquelles  satisfait  la 

fonction  ij<  (a). 

Les  deux  inégalilés  que  nous  nous  proposons  d'établir  sont 
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les  suivanleft  ; 

*W>T(x)-.T(^)-T(f)-T(|)-T(î), 

+  W  -  +  (g  )  < T  (X )  -H  T  (^)  -  T  (i)  -  T  (f  )  -  T  (f  )  . 
L*équaùon  (  2  )  doDne 

=«-)  +♦  (;)+»  (î)  H-»  (1)+... 

**(è)+*(;3;)**(35:)+*(p=)+- 

-*a)-*fe)-*(^-.Hte)-- 

->a)-HA)-*(ô)-*(à)-- 

Le  second  membre  de  cette  éqmlioii  est  de  la  foime 

A.+(x)+A.^.        +A.-î-(0  -h...  +  A.+  (^)+---. 

Ai,  A),  A,,  etc.y  étant  des  coefficients  entiers.  Or  je  dis<|u*OD 
a  en  générait 

An  =  1 ,  si  A  n'est  divisible  pvr  aucun  des  facteurs  2,  3 ,  5  ; 

Ai,=  o,  si  «est  divisible  par  un  seul  des  facteurs       3,  5i 

Aj,=  —  if  si  II  est  divisible  par  deux  des  facteurs      3,  S, 

Aiisr  — 1 ,  si  ff  est  divisible  par  les  Tacteurs  2,  3,  5,  c'est-à- 
dire  par  3o. 

En  effet,  dans  le  premier  cas,  où  n  n'est  divisible  par  aucun 
des  nombres  2, 3,  5,  on  ne  trouve  letenne^  (  -  ) 
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la  première  ligne  horlaonttfe  d«  Mcoml  meinbre  de  Véqua- 
tion  (  3  ).  Dans  le  second  cas ,  où  a  est  divisible  par  un  seul  des 

nombres  2  »  3, 5,  on  trouvera  le  terme  ^  *|    ^  avec  le  signe  — 

dans  l'une  des  trois  dernières  lignes  horizontales  du  second 
membre  de  l'équation  (3),  et  comme!  ce  terme  existe  dans  la 
première  ligne  avec  le  signe  +,  on  trouvera  séro,  après  la  ré- 
duction, pour  coefEcientde  4^  (^'^  Dans  le  troisième  cas,  où 

ir  est  divisible  par  deux  des  nombres  a»  S,  5,  le  terme  4^  ^~  j 

se  trouve  avec  le  signe  dans  la  première  ligne  horizontale  du 
second  membre  Téqualion  (3),  et  avec  le  signe  —  dans  deux 
des  trois  dernières  lignes^  donc  il  ne  restera  après  la  réduction 

que— 1^  (^)   ^'^^^  ^'^^^     quatrième  cas,  où /i  est  divisible 

par  chacun  des  nombres  2,  3,  5»  le  terme  4        se  trouve 

avec  le  signe  4-  dans  les  deux  premières  lignes  du  second 
nombre  de  Téquation  (3),  et  avec  le  signe  —  dans  les  trois  der- 
nières lignes;  il  restera  donc  encore  —  ^  ^f^^  réduc- 
tion. Donc,  pour 


11  s=  Sont  H-  I  > 

a, 

3, 

4, 

5» 

6. 

7» 

9» 

1 1 

i3, 

«4, 

i5, 

16, 

17,  18, 

19,  20, 

SI 

»  a»! 

23, 

a6, 

27,  28, 

29,  3o, 

on  a 

• 

A«=i,  0, 

0, 

0, 

—  I  » 

I 

»  0, 

0,  — 1, 

I,  —1, 

0,  - 

-I, 

0, 

I 

•  -ï» 

— «f 

0,  0, 

0, 

0 

•  0, 

I,  — I, 
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et,  p«r  oonséquent,  réqtiation(3)  se  rédoit  à 

=+(')-+  (ê)+'^       [^t^  (tt)-*  • 

ou  lous  les  termes  du  second  UiLinhre  ont  pour  coefficient  4-  1 
et  —  1  alternfltivement.  Or  la  fonction  {z)  ne  peut  croître 
quand  z  décroît  ^  donc  la  série 

*(-)-+(g)++(y)-j'(^)^..:. 

qui  forme  le  second  mcnibre  de  réquatiun  précédente,  est  com- 
prise eiuro 

4,(*)   et  + (g^, 

on  a  donc 

♦  (-)>XW-.T(f„)-T(f)-T(f)_T(f). 

*(.)-.(6)fT,)-.r(^)-x(f)-x(f)-x(D. 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 


(4) 


Détermination  de  deux  limites  entre  lesquelles  sont  eompriies  tes 

/onctions  ^{9)e!t  0(s). 

On  a  vu  »  dans  la  Note  précédente,  que  la  fonction  T  (x)  sa- 
tisfait auji  deux  inégalités 

T(x)  <llog  ^âlr        logx  —    H--logx-+-  —  » 

■ 

T(j:J  ^  log  yarr  -H  r  logx  —  x  —  -  logx. 
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On  déduit  de  là 


3     3 1  '      3 1  I 

+  — +  U*log«  — xlogSo"  —  |^«  +  log« — -log3o, 

3 1  *  3i 

-4- ~j:log4P  — «log3o**  — jjjt — logx-h-log  3o, 

3 


2  7r  H  

12 


+  |j«log«— jrloga'  3'  5*  —  |ix -h  ^  iogx  —  ^  log3o, 

3i  -  -  -     3i        3  1 

H-  —  xlogJr--xloga'  6»  5' |^jr  —  -  logx  +  -logBo. 

Relranehant  la  quatrième  de  ces  inégalités  de  la  première,  et  la 
troisième  de  la  seconde,  il  vient 

^■(-)-W,è)-Tg)-T(f)-T(-^)  • 


ni 


<;x  log  j-  h  -  log «  log  tSooivH  

3o»»        2  »  »2 

^    ,     »^3*5'^     5,  >  ,    45o  3 

>''»8— S  — 

3o** 

Nons  ferons,  pour  abréger, 


2*  3*  5* 

Â  =  log   ;         =  O  ,92  I  2^20/. .  ,  ,  , 

3o^ 


sa 
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$94  ^OtE  x\, 

et  alors  les  inégalités  précédentes  deviennent 

.  ^  1  ,  2 

<!  A  *  H —  log  or  loi»  i  v>oo  k  H  > 

^  .       5,  I  ,    45o  3 

2    °         2         ir  12 

et  Ton  voit  que  Ton  a ,  k  fortiori , 

(TW+x(±)-X^f)-ï(|)-T(î)>A,-5.o«x-.. 


(7) 


I/es  formules  (5)  n'ont  lieu  que  daos  l'hypotlièse  de  j:^  i  ; 
d'ailleurs,  pour  former  les  inégalités  (6),  on  a  remplacé  dans  (5) 

jr  Jgf 

X  par  ->  ^>  j>  jj*,  donc  les  lormuics  (6  j  ne  sont  établies  que 

dans  rhypothèse  de  3o.  Mais  il  est  aisé  de  vérifier  que  les 
formules  (7)  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  1  et  3o,  et,  par  suite»  qu*e]les  ne  présentent  aucune 
exception. 

Des  inégalités  (4  ]  et  [  7  )  on  déduit 


(8) 


5 

;  (x)  >  Ax  —  -logor  —  i, 

+  (*)-^  (g)<A*-4-^log«. 


La  première  de  ces  inégalités  donne  immédiatement  une  limite 
infièrieurede  4*  (')  >  seconde  peut  servir,  comme  on  va  voir, 
à  obtenir  une  limite  supérieure.  Pour  cela ,  posons 
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aura 
t.t ,  par  suite. 


on  a  donc 


ou  bien 


H')-  +  (i)</\';-y\ë)' 


vn changeant  successivement  x         j^^->  rr-i  »  *  <  ■>         ^  il 

00    0*  ^  «I  +  • 

vient 

\n')-/(')<^(t)  -/(g)  <+ (0')  -/(|)<- 

SuppoMius  luaiaieuant  que  m  »oti  le  plus  grand  entier  qui  vé- 
rifie  la  condition  6   ^  x  ;  g^7:;r,  tombera  entre  i  et  g  et ,  jMir 

suite,  tj;  ^^iTTi)  «e»»"»"*;  je  dis  de  plus  que—/  ^^^.^ 

sera  plus  petit  que  1 .  En  effet ,  la  valeur  de  — /*  (a)  peut  s'é- 
crire ainsi  1 


d'où  l'un  conclut 


^  10 


38. 
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et,  à  fortiori, 

puisque  6  étant  moindre  qae  e^y  log  6  est  inférieur  à  3* 
D*aprés  cela ,  la  formule  (9)  donne 

+(*)  -/(*)<., 

et  y  par  suite, 

(10)     +  (x)<  I  iVx  -H  ^       -  log«  x  +  ~  log*  +  1 . 

Les  lieux  limites  que  nous  venons  (Je  trouver  pour  la  foncfion 

•l  ix)  vont  nous  perineltre de  trouver  égalemeut  deux,  iiiiiite^ 
de  la  fonction  6  (.r  ). 

Pour  cela  remarquons  que  la  formule 

^{«)  =  ft (a) H-  e(*)^-h  ... 

donne 

+        a  +  «W-  [•(x)*-e(*)^]-[o(x)*'-.OW *]  - . . 

Or  la  fonction  G  (z)  est  positive  ou  nulle, *et  d'ailleurs  elle  ne 
|)eut  croître  quand  z  décroit  ;  donc  on  a 


Mais  on  vient  de  trouver 


6  5  5  ' 


5 


KOTF.  XV.  5^7 

et  Von  en  lira 


(i3) 


KV*)  <  gAx   -H  __log.x  +  glogx+.. 


2, 


ce  <|ui  donne ,  en  verta  des  inégalités  (  1 1  ) , 

5  4log6  2 

Ainsi,  la  somme  des  logarithmes  de  tons  les  nombres  premiers 
qui  ne  surpassent  pas  x  est  comprise  entre  les  limites 

A*  -      aJ  -  log«*  ^  ^log*- 3. 

Détermination  de  deux  limites  da  nombre  qui  indique  combien 
a  y  a  de  nombres  premiers  compris  entre  deux  nombres 
donnés. 

Soit  m  le  nombre  qui  indique  combien  il  y  a  'de  nombres 
premiers  plus  grands  qu*ttn  nombre  donné  /  et  qui  ne  surpassent 
pas  un  antre  nombre  donné  L.  La  somme  des  logarithmes  né- 
périens de  res  m  nombres  premiers,  sera  évidemment  com- 
prise entre  m  log  /  et  ///  log  L  j  on  aura  donc 


e  (L) -«(/)>«! log/, 

«  (L)-0(/)<«IogL, 


el ,  par  conséquent 


<       log  /      '       >       log  L.  ' 
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mais,  d'après  tes iiK<galités  (  i4),  on  a 

0  (L)  ~  «(/)  <A     L  ^     _  A  (  l^-'^r) 

5  5 

(  2 log»  L  4-  log'/)  -h  ^  ( 2logL  -f-  3log  /)  H-  5, 

0  (L)  -  0  (/)  >  A  (l  ~-  ^  /)  -  A       L""'  - 

5  5 
^  8  Jog 6  ^ i»g'  L  4-2log'  i)  —  j(3logL-|-2log/)--5j 

donc 

_____    __J   ^  , 

 , 

Ces  formules  (i5)  donnent  ainsi  deux  limites  entre  lesquelles 

tombe  la  (juantité  m  qui  désigne  combien  il  y  a  de  nombres  pre- 

iiiicis  pins  grands  que/  et  qui  ne  surj)asscnt  pas  L.  La  <leuxièino 
de  CCS  formules  aiouUe  qu'on  trouvera  plus  de  X  nombres  pre- 
miers cntie  les  Limites  /et  L,  si  la  condition  suivante  est  satis- 
faite, savoir  : 

A  <  A (l  -  5  /)  -  A  (y  L*  -  /  ')  -  loc*        log'  / ;  -  ^  (  3  loc  L-i-  j  log  /)-;, 

loëL  \  » 

et  comme  /  est^  o  el  <^  L,  on  veiilie  celle  inégalité  {i(>j  ta 
faisant 

log  L 

d  où  l'on  tire 

Ainsi^  en  prenant  pour  /  cette  valeur,  on  e&4  :»ûr  de  trouver  plus 
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de  k  nombres  premiers  entre  /  et  L.  Il  est  bien  entendu  que  / 
et  L  sont  supposés  plus  grands  qne  i . 

En  faisant  k  =  o,  on  peut  conclure  de  ce  qui  précède  qu'il  y 
a  aii  munis  un  iionibre  premier  entre  i  et  L,  si  Ton  prend 

Démonstration  du  postulatum  de  M»  Bertrand. 

Des  résultats  qtic  nous  venons  (roblcnir,  il  est  aisé  de  dé- 
duire la  démonstration  (iu  postiilatnm  tle  M.  Hertiaiid.  Effecti- 
vement, nous  venons  de  voir  qu'il  y  a  au  moins  un  nombre 
premier  entre  ies  limites 

2L^^-    ^^'"^^'^       laSiogL      25     ^  ^ 
6  i6  A  logë       24  a       6 a 

donc  it  sera  établi  qu'il  y  a  au  moins  un  nombre  premier  entre 
les  limites  u  et  a  —  2,  si  Ton  prouve  qu'on  peut ,  ])ar  une  va- 
leur convenable  de  L,  satisfaire  aux  deux  inégalités 

2  o  —  2  >L, 

^       5  ^       ^  j^y        ?.5  log'  L        I  25  lo^  L  25 
s  i6Alog6         24  A        6  A 

Or,  on  vérifie  évidemment  la  première  de  ces  inégalités  en 
prenant 

L  =  2a  —  3. 

Quant  à  la  seconde  »  elle  devient  pour  h  =  2a  —  3 , 

5  ,  i  5     î5logM2tf  — 3) 

.<g(a--3)-a,/îïï^  iiikp-' 

1  25  log  {  2     —  3  )  25 

a4A  6a' 
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ce  qui  esl  exact  pour  toutes  les  valeurs  de  a  qui  surpasseitt 
la  plus  grande  racine  de  Téquation 

aS  log'  (2  j:  —  3) 
i6Alog6 


(»9) 


X==g(2X  —  3J  —  2  ^2.j:  —  S  — 
125  log(2  3?  —  3)       25  ^ 

24A  6a^ 


or  on  trouve  que  celte  plus  grande  racine  est  comprise  entre 
tSg  et  160 }  donc  si  a  est  ^  t6o^  il  y  a  nécessairement  un 
nombre  premier  compris  entre  «  et  2  a  —  2.  A  ]*égard  des  va- 
leurs de  a  inférieures  à  160,  le  postulatum  de  H.  Bertrand  peut 
se  vérifier  immédiatement  au  moyen  des  Tables  de  nombres 
premiers. 


FIN  DES  NOTES. 
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